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Uvod

V publikacii sa venujeme Pytagorovej vete a jej vyuzitiu v matematickom vzdelavani.
Objavil ju Pytagoras zo Samu (580 — 500 p. n. l.), ktory bol jednym z najznamejsich
gréckych filozofov atato veta patri medzi najdoleZitejSie vety geometrie. NaSiel
spdsob, ako urdit vietky pravouhlé trojuholniky s celo¢iselnymi dizkami stran.

Pytagorovou vetou teda vieme vypoéitat dizky strdn v pravouhlom trojuholniku
prakticky, ale aj teoreticky, taktiez vieme pomocou tejto vety bez rysovania aj merania
zistit, i je dany trojuholnik pravouhly.

Pytagorova veta patri medzi ¢asto pouzivanu vetu v skolskej praxi. Zoznamuju sa s nou
Ziaci uz na zakladnej skole a pouZivaju ju pocas celého svojho Studia. Sucastou
publikacie su aj rozne aktivity a metodika k Pytagorovej vete na jej pochopenie
a utvrdenie, ktoré zaroven suvisia s badatelsky orientovanym vyucovanim.

Nami vytvorené aktivity a metodika su zamerané na objavenie Pytagorove] vety
s vyuzitim napriklad Stvorcovej siete. Ako ukazeme v tychto aktivitach, velmi vhodnou
pomockou je vyuzitie Stvorcovej siete pri jej objavovani. Pred zaradenim nasledujucej
aktivity do vyucovacieho procesu je vhodné, aby ucitel so Ziakmi precvicil pracu
so Stvorcovou sietou. Podstatné je, aby sa zameral na orientaciu v Stvorcovej sieti.

Uvadzame iny pristup k formulovaniu Pytagorovej vety, a preto aktivity budd zamerané
na jej objavenie. Ziaci vedia, 7e sa Pytagorova veta pouZiva pre pravouhly trojuholnik,
poznaju jej znenie aj vyznam, a tieZ pouzivaju samostatne Pytagorovu vetu na riesenie
kontextovych uloh z redlneho praktického Zivota. V uvedenej aktivite je na ucitelovi,
aku sadu uloh k danej problematike vytvori a tym mobze dat prileZitost aj slabsim
ziakom, ktori mbézu experimentovat a je mozné, Ze najdu aspon Ciastkové riesenie
niektorej ulohy.

V predloZenej publikacii sme sa teda zamerali na Pytagorovu vetu a s fou spojenu
problematiku vyucovanu v sekundarnom matematickom vzdelavani. Prezentujeme
potrebné nové a efektivne nastroje na zlepSenie tohto vzdeldvacieho procesu. Nami
uvedené skusenosti a ndzory su urcené SirSej odbornej verejnosti, ale aj ucitelom
matematiky z praxe, taktiez je uréena buducim ucitefom matematiky ako skriptum
k predmetu Vybrané kapitoly z tedrie vyu€ovania matematiky.

Autorky



1 Pytagorova veta vsekundiarnom  matematickom
vzdelavani

Pytagorova veta plati pre pravouhly trojuholnik. Pravé uhly vytyCovali uz stari
Egyptania alebo Babyloncania, pretoZe ich potrebovali pri réznych stavbach alebo
podoryse pyramid. Pravé uhly merali pomocou povrazu, ktory rozdelili uzlami
na 12 dielikov. Nasledne vytvorili z tohto povrazu trojuholnik, pricom jednotlivé strany
mali dizku 3, 4 a 5 tychto dielikov (Obr. 1). VyuZili jednu vlastnost trojuholnika, t. j.
oproti najdlhsej strane (5 dielikov) lezi najvacsi uhol (pravy).

Ausar

Obr. 1 Meranie pravych uhlov v minulosti
(Zdroj: https://oskole.detiamy.sk/clanok/pytagorova-veta-a-jej-odvodenie)

NajcastejSie Pytagorovu vetu Ziaci poznaju vyjadrenu len algebrickym zdpisom
c? =a?+b? avedia, 7e plati vpravouhlom trojuholniku sodvesnami a, b
a s preponou c. Poznaju oznacenie jednotlivych stran v pravouhlom trojuholniku, riesia
aplikacné ulohy s vyuzitim tejto vety.

Znenie Pytagorovej vety (Obr. 2):

Obsah Stvorca nad preponou pravouhlého trojuholnika sa rovnd suctu obsahov
Stvorcov nad oboma jeho odvesnami.

Obratena Pytagorova veta:

Ak pre dizky strdn a, b, c trojuholnika ABC plati vztah c? = a? + b?, potom je tento
trojuholnik pravouhly s odvesnami a, b a preponou c.



O
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Obr. 2 Pytagorova veta graficky znadzornena

Zname suU rézne dobkazy Pytagorovej vety. Najznamejsi dokaz Pytagorovej vety je
s vyuzitim Euklidovych viet. Pre pravouhly trojuholnik ABC platia Euklidove vety
o odvesne: a? = c.c,, b? = c.c,. S&itanim lavych apravych strdn tychto rovnic
ziskame vztah: a® + b2 = c.c, + c.c, = c.(cg + ¢,) = c.c = 2.

Zaujimavy pre Ziakov je aj geometricky dokaz Pytagorovej vety (pozri Obr. 3):

a b , b a
b
.
a a fc a
AV a
b —C 1 b2 b
a b

2 2 2
a + b = c

Obr. 3 Db6kaz Pytagorovej vety

Ziaci sa oboznamuju s Pytagorovou vetou prvykrat v 9. roéniku zakladnej 3koly.
V inovovanom Statnom vzdeldvacom programe pre 2. stuperi zakladnej $koly (2015)
je uvedené, Ze Ziak na konci 9. ro¢nika zakladnej Skoly vie / dokaze:

e vymenovat zakladné prvky a vlastnosti pravouhlého trojuholnika,
e formuldciu Pytagorovej vety aj jej vyznam,



zapisat Pytagorovu vetu v pravouhlom trojuholniku ABC s pravym uhlom
pri vrchole C vztahom c¢? = a? + b?, ale aj vztahom pri inom oznadeni stran
pravouhlého trojuholnika,

vyjadrit a zapisat zo zakladného vztahu Pytagorovej vety obsah Stvorca
nad odvesnami (a? = ¢2 — b?,b? = c? — a?), podobne aj pri inom oznaéeni
stran trojuholnika,

vyjadrit vztah pre vypocet dizky odvesien pomocou odmocnin
(a =2 —b2,b= \/W), podobne aj pri inom oznaceni stran
trojuholnika,

vypoditat dizku tretej strany pravouhlého trojuholnika, ak st zname dizky jeho
dvoch zvySnych stran,

samostatne pouZit Pytagorovu vetu na rieSenie kontextovych uloh z redlneho
praktického Zivota.

Problematiku o trojuholniku, ktora je potrebna k odvodeniu Pytagorovej vety
a nasledne k jej vyuzivaniu v rieSeniach geometrickych uloh, sme spracovali ako suvisly
didakticky material a je vhodny pre Ziakov zakladnej Skoly. Ucitel moze tento material
vyuzit vo vyuéovacom procese, pripadne si ho moéze doplnit alebo upravit s ohladom
na moznosti svojich Ziakov.

Cast matematiky, ktora sa zaoberd geometriou roviny nazyvame planimetria (slovo
latinského a gréckeho povodu: latinsky planum — rovina, grécky metrein — merat).

Trojuholnik je jeden zo zdkladnych rovinnych geometrickych utvarov. Nech su v rovine
dané tri r6zne body 4, B, C, ktoré nelezia na jednej priamke, trojuholnik ABC je utvar,

ktory vznikne prienikom polrovin ABC, BCA, CAB (Obr. 4).

Obr. 4 Trojuholnik ako prienik polrovin



Uvedieme dalej oznacenie jednotlivych stran a uhlov v trojuholniku ABC (Obr. 5):

Obr. 5 Oznacenie stran a uhlov v trojuholniku

A, B, C... vrcholy trojuholnika ABC

a=BC,b =AC,c = AB... strany trojuholnika ABC

a = < BAC, = ¥ABC,y = ¥ACB ... vnutorné uhly trojuholnika ABC
a,, B, 7, ... vonkajsie uhly trojuholnika ABC

(dvojice uhlov: a,a;; B, B,; 7,7, su susedné uhly)

Vlastnosti a prvky trojuholnika

Sucet dizok lubovolnych dvoch stran kazdého trojuholnika je vacéi ako dizka tretej
strany, rozdiel dizok fubovolnych dvoch stran kazdého trojuholnika je mensi ako dizka
tretej strany. Vlastnost sa nazyva trojuholnikova nerovnost.

Sucet velkosti vnutornych uhlov kazdého trojuholnika je 180°.

Oproti dlhsej (kratSej) strane trojuholnika lezi vacési (mensi) vnutorny uhol tohto
trojuholnika. Oproti zhodnym stranam trojuholnika leZzia zhodné vnutorné uhly.

Velkost vonkajsieho uhla trojuholnika sa rovna suctu velkosti vnitornych uhlov tohto
trojuholnika, ktoré su susednymi uhlami zvySnych dvoch vonkajSich uhlov daného
trojuholnika.

Vysky kazidého trojuholnika sa pretinaju prave vjednom bode, ktory sa nazyva
ortocentrum, ozn. O (pozri Obr. 6, Obr. 7).

Vyska trojuholnika

Kolmica zostrojend z vrcholu trojuholnika na priamku, na ktorej lezi protilahla strana
trojuholnika, sa nazyva vyska trojuholnika. Priese¢nik vySok O sa nazyva ortocentrum.
Vysky trojuholnika ABC na obr. 6 su usecky AA,, BB, CC;.



Obr. 6 Vysky trojuholnika

Vysky trojuholnika a ortocentrum v réznych typoch trojuholnika

Ostrouhly trojuholnik Pravouhly trojuholnik
C
b =
a Vi a=ve
B A c=v, B=0

.O\TY'\_\
Obr. 7 Vysky a ortocentrum trojuholnika

Taznice trojuholnika

TaZnice kaidého trojuholnika sa pretinaju prave vjednom bode, ktory nazyvame
tazisko, ozn. T (pozri Obr. 8).

V trojuholniku ABC su body S,, S,, S; postupne stredmi stran a, b, c.
Use¢ky AS,=t,, BS,=t, CS, =t su taZnice trojuholnika ABC. Priese¢nik tainic T
AT|:|ST|=|BT|:|S,T|=|CT|:|s,T|=2:1.

sa nazyva tazisko a plati:



Obr. 8 TaZnice trojuholnika

Stredné priecky trojuholnika (pozri Obr. 9)

V trojuholniku ABC st body S, S,, S, postupne stredmi stran a, b, c.
Use¢ky S,S,, S,S,, S,S, su stredné priecky trojuholnika ABC. Plati: S;S, || AB
a|$.S,1 = |ABI, $,S5 | BC a[S,S51 =< |BC|, 5153 I AC a 18,851 = 1AC].

/v/\

Obr. 9 Stredné priecky trojuholnika

KruZnica opisand a vpisana trojuholniku (pozri Obr. 10, Obr. 11)

Osi stran kazdého trojuholnika sa pretinaju prave v jednom bode S. Tento bod S je
stredom opisanej kruZnice trojuholniku, na obr. 10 je to kruZnica k(S,r), ktorej
polomer r = |SA| = |SB| = |SC].

Na obr. 10 je kruZznica opisana danému trojuholniku pre r6zne typy trojuholnikov.

Ostrouhly trojuholnik Pravouhly trojuholnik

10



Tupouhly trojuholnik

Obr. 10 Opisana kruZnica trojuholniku

Osi vnutornych uhlov kazdého trojuholnika sa pretinaju prave v jednom bode S
(Obr. 11). Tento bod S je stredom vpisanej kruznice k(S,r) do trojuholnika (stred S
vpisanej kruznice je vnutornym bodom trojuholnika).

Obr. 11 Vpisana kruZnica trojuholniku

Zhodnost trojuholnikov

Dva trojuholniky ABC a A'B°C’ su zhodné, ak A’'B" = AB,B'C" = BC,A’C" = AC, Cize
|A’B’| = |AB|,| B'C’| = |BC|,|A’C’| = |AC| azarovern a’ = a,B = B,y =vy. Zapis:
AN ABC =N A'B°C".

Vety o zhodnosti trojuholnikov
Dva trojuholniky su zhodné, ak sa zhoduju:

e vo vSetkych troch stranach (veta sss),

e vdvoch stranach a v uhle nimi uréenom (veta sus),

e vdvoch stranach a uhle leziacom oproti dlhsej z nich (veta Ssu),
e v jednejstrane a dvoch uhloch k nej prilahlych (veta usu).

11



Typy trojuholnikov (pozri Tabulku 1.)

Tabulka 1. Delenie trojuholnikov podla dizok stran a velkosti vnitornych uhlov

Podla dlZok stran
réznostranny rovnoramenny | rovnostranny
ostrouhly
>
i)
2 A
=}
<
(8]
>
[
—
g pravouhly
c
>
=
[%)
(@]
i~ 3
= 4
>
E /\
©
@)
o
tupouhly

Obvod a obsah trojuholnika

Obvod trojuholnika pocitame podla vzorca: o = a + b + c.
Na vypocet obsahu trojuholnika pouzivame vzorce:
g_2Va S=b-vb C-V,
2 2
Pravouhly trojuholnik (Obr. 12)

,S= , kde v,,v,, v, su dlzky vySok na prislusné strany.

Obr. 12 Pravouhly trojuholnik

12



a ... prepona (najdlhsia strana; leziaca oproti pravému uhlu)
b, c ... odvesny

¢ = vy, b = v, ortocentrum lezi vo vrchole pravého uhla
stred opisanej kruznice lezi v strede prepony

obsah S = b—;, kde b, ¢ st dizky odvesien

Rovnostranny trojuholnik (Obr. 13)

™\ 60
c

B

Obr. 13 Rovnostranny trojuholnik

|«ABC| = |<BAC| = |«ACB| = 60°

a=b=c

V=V, =V, =t, =t = t,

T=0...bod Tje tazisko, bod O je ortocentrum

stred opisanej a vpisanej kruznice lezi v jednom bode

Rovnoramenny trojuholnik (Obr. 14)

A c B
Obr. 14 Rovnoramenny trojuholnik

a, b ... ramena (strany rovnakej dizky)

c ... zakladna

|«CAB| = |&CBA| ... uhly pri zakladni maju rovnaku velkost (su zhodné)
vySka na zakladriu je osou simernosti rovhoramenného trojuholnika

13



2 Badatel'sky orientované vyucovanie

Vyucovacia metdda, ktorej sa venujeme v tejto kapitole, je metdda badania patriaca
medzi tzv. aktivizujuce metddy. Pod takymito metédami rozumieme metddy, ktoré
vo vyucovacom procese podporuju Ziaka k aktivnej Cinnosti a urcite patria medzi
najprirodzenejsie metddy ucenia sa a rozvoja Ziaka.

Badatelsky orientované vyucovanie matematiky je vhodna vyucovacia metdda
pre Ziakov zakladnej skoly, pretoZze moze posilnit zaujmy Ziakov o nie velmi obltubené
vyucovanie geometrie a taktieZ implementovat do vyucovacieho procesu samotnu
aktivitu Ziakov. A preto je moziné touto metdédou Ziakom poméct k aktivhemu
ziskavaniu vedomosti a poznatkov, taktiez podporit spolupracu a komunikaciu
so spoluziakmi, ale aj s ucitefom, rovnako podporit ich vyjadrovanie a prezentovanie
vlastnych vysledkov.

Zakladom metdédy bdadania je objavenie novej informacie Ziakom, ktord dalej
badatelskou cinnostou potvrdi alebo wvyvrati. Uvedend cinnost umoini Ziakovi
autentické ucenie, objavovanie aj ziskavanie novych vedomosti a suvislosti, pricom on
je prave autorom tychto novych poznatkov. Ziaci sa tak ucia jednak urcovat si ciele,
hladat kompromisné rieSenia, ale aj rozvijat svoje intelektové schopnosti (vediet
triedit, analyzovat, porovnavat, dedukovat, kategorizovat) a socidlne zrucnosti
(spolupracovat, komunikovat, ... ).

Pri objavnom vyucovani su Ziaci vyzyvani k tomu, aby pracovali ako matematici alebo
vedci. Ked'su teda Ziaci zapajani do vyucovacej hodiny, na ktorej je realizované objavné
vyucovanie, musia zapojit nielen svoje predchadzajuce vedomosti, ale aj celd Skalu
procesov, ako je zjednoduSovanie a Strukturovanie komplexnejsich problémov,
systematické pozorovanie, meranie, triedenie, tvorba definicii, ur€ovanie mnoizstva,
tvorba Usudkov, tvorba predpokladov, tvorba hypotéz, kontrola premennych,
experimentovanie, vizualizacia, objavovanie vztahov a prepojeni a komunikacia.
Objavné vyucovanie sa zameriava na vzdeldvanie aj ako na socidlny proces. Ziaci
pracuju v skupindch, rozhoduju o procesoch a navzdjom si pomdhaju. Prostrednictvom
diskusie sa ucia aktivne sa navzajom pocuvat, delit sa o svoje nazory, stavat
na myslienkach niekoho iného, zvaZovat r6zne nazory a perspektivy, a primerane
skimat rozpory medzi nimi. Doraz je kladeny na efektivne kladenie otazok ucitelom,
na dostatocny ¢as na premyslenie si odpovede pre Ziakov a na kladenie prevaine
deduktivnych otdzok (zacinajucich slovami: ako, ktoré, preco) Ziakmi, a nie len
pozorovacich (zac¢inajucich slovami: kto, ¢o, kedy, kde).

Vyucovanie matematiky, obzvlast geometrie, je vhodné na implementovanie
vzdeldvania s badatelskym charakterom, ktoré Ziakom umoini lepSie si uvedomit
uzito¢nost svojich ziskanych prirodovednych poznatkov a ich naslednu aplikaciu
do beZného Zivota.
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2.1 Badatelsky orientované vyucovanie ako trend v sucasnom
matematickom vzdelavani

Vzhladom na nase pedagogické skusenosti mézeme konstatovat, Ze memorovanie
alebo pamatové ucenie Ziakov nepatria medzi vhodné spbsoby ucenia sa a mozu
vytvarat vainu prekazku v tomto procese, a teda aj v jej efektivnosti. Aj
do vyucovacieho procesu na Slovenku sa uz do popredia dostal moderny pristup, ktory
je smerovany hlavne na Ziaka a ma uplatnenie taktiez v prirodovednych a humanitnych
vedach. Poznadme ho ako bdadatelsky orientované vyucovanie (angl. Inquiry-Based
Learning). Vychadza z tedrie pedagogického konstruktivizmu a kladie doraz
na porozumenie poznatkom, ale aj na spdsob, ako sa tieZz k danému poznatku dostat.

V konstruktivistickych vyucovacich pristupoch, vratane problémového vyucovania,
zohrdva vo vzdeldvacom procese ucitel rolu sprievodcu i facilitdtora Ziaka (Erdogan
a Senemoglu, 2014, In: Slepakova a Kimakova, 2015).

Kires a JeSkova (2016) vnimaju badanie ako pedagogicky pristup k vzdeldvaniu, ktory
realizuje ucitel, pricom z pohladu Ziaka ide o to, aby sa jeho aktivne pozndvanie stalo
sposobom jeho ucenia, premyslania, ziskavania vedomosti a zru¢nosti. Znamena to,
Ze ucitel nezada ucivo Ziakom, ale k poznatkom Ziaci prichadzaju postupnym a hlavne
vlastnym badanim, ktoré je sledované ucitelom.

Pojem bdadanie je v su¢asnej dobe velmi pouzivané slovo v prirodovednom vzdelavani,
pricom je to ekvivalentny pojem k pojmom ako skimanie alebo aj objavovanie.
Zakladnym vyucéovacim modelom badania je konstruktivisticky pristup. To znamen3, ze
si Ziak poznatky konsStruuje na zdklade vlastnych skusenosti v ramci samostatnej
aktivnej ¢innosti.

Vsetky badatelsky orientované aktivity by mali obsahovat problém alebo otazku, ktoru
musi Ziak svojou aktivitou riesit, nasledne uviest postup tohto rieSenia, zozbiera
a potom analyzuje data, pomocou ktorych odpovie na zadanu otazku, resp. vysvetli
zadany problém.

Ak Ziakovi zaddme bdadatelsku aktivitu, tak v procese badania kladie otazky, vyuziva
vhodné argumentovanie v ramci vysvetlovania alebo zddvodnovania objavenych
zisteni. Realizacia badatel'skych aktivit zahfria r6zne ¢innosti od formulacie problému,
cez navrh a realizdciu postupu riesenia, zbieranie Udajov pri experimentovani alebo
modelovani a ich analyzu a vyhodnocovanie, interpretaciu vysledkov, formulovanie
zaverov a zdovodnovanie objavenych zisteni (Luka¢ a kol., 2016). Autor Llewellyn
(2002) uvadza seststupriovy model badania (vid Obr. 15).
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Badatelsky
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3. Formulacia
hypotézy vhodnej k
testovaniu

S. Zber a analyza dat,
vyvodenie zaverov

4. Navrh a realizacia
postupu badania

Obr. 15 Schematicky znazorneny badatelsky cyklus (Llewellyn, 2002, In: Lukac a kol., 2016)

Princip badatelsky orientovaného vyucovania by sme mohli zhrnit do nasledujucich
bodov:

e ucitel zada ziakom badatelsku otazku,

e ucitel smeruje badatelsku aktivitu k samostatne vyvodenym Ziackym zisteniam
a zaverom,

e Ziacke znalosti su formované ciastkovymi problémovymi ulohami, kladenim
otdazok, spolupracou so spoluziakmi a podobne.

Held (2011) uvadza, Ze ciefom badatelskych aktivit by mala byt schopnost rozvinat
u zZiakov isté Specifické schopnosti, ktoré autor oznacuje ako badatel'ské zru€nostialebo
tiez sposobilosti vedeckej prace. Takisto cielom danych aktivit je vyvolat u Ziaka snahu
osvojit si kritické myslenie, rovnako aj pristupy alebo metddy, ktoré si zamerané
na rieSenie problémovych uloh. UcCitel tak u Ziakov podnieti ich aktivne skiumanie
a ziskavanie poznatkov.

Pri Ziackom badani méze uéitel Ziakov viest niekolkymi spdsobmi. Uroviiami badania,
respektive badatelskymi zruc¢nostami, sa zaoberali rézni autori uz v roku 1962.
Uvedieme teraz rozne podoby badania v zavislosti od podielu zapojenia ucitela a Ziakov
do tohto procesu tak, ako ich uvadza Banchi a Bell (2008):
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e potvrdzujuce bddanie (angl. confirmation inquiry) — ucitel zada Ziakom nielen
problémovu otazku, ale aj postup (metddy rieSenia) a sdm overuje zndame
vysledky, teda Cinnost ucitela v tomto badani je vysoka,

e Strukturované bddanie (angl. structured inquiry) — taktiez problémovu otazku
a aj mozny postup jej rieSenia zadava ucitel Ziakom, pricom ziskané vysledky uz
overuju (formuluju, potvrdzuju) Ziaci,

e riadené bddanie (angl. guided inquiry) — uCitel zada Ziakom problémovu otazku,
pricom uz ale Ziaci pripravia postup rieSenia danej otazky vratane realizacie,
ktord sami navrhnu, t. j. postup a vysledok badania je bez pritomnosti ucitela,

e otvorené bddanie (angl. open inquiry) —je Uplne bez zasahu ucitela, Ziaci vyslovia
problémovu otdzku, ktord samostatne sformulujd, ndsledne premyslia aj postup
rieSenia danej otdzky (s pripadnym vyskumom) a nakoniec Ziaci formuluju
vysledky badania.

Uroviiami badania sa zaoberali rozni autori (napriklad Schwab, 1962; Herron, 1971;
Banchi, Bell, 2008). V Tabulke 2. uvedieme Urovne badania na zdklade poctu vopred
poskytnutych informacii Ziakovi (Bell et al., 2005).

Tabulka 2. Urovne badania (Bell et al, 2005)

Uroven badania Otazka Metody Vysledok
(problém)? rieSenia? (zaver)?

Potvrdzujuce badanie (Confirmation

inquiry)
Ziaci potvrdzuju platnost nejakého
zdkona (poznatku, suvislosti) v aktivite, v 4 v

ktorej vysledok uz poznaju.

Strukturované badanie  (Structured

inquiry)

Ziaci rieSia problém  sformulovany

uéitelom na ziklade pripraveného v 4 4
postupu.

Riadené badanie (Guided inquiry)

Ziaci rieSia problém  sformulovany
ucitelom na zaklade postupu, ktory sami
navrhndu.

Otvorené badanie (Open inquiry)

Ziaci riesia problém, ktory samostatne
sformuluju na zdaklade postupu, ktory
sami navrhnd.
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Badatelské zrucnosti, ktoré koreSponduju s jednotlivymi Uroviiami badania (pozri
Tabulka 3.), uvadzaju napriklad aj Fradd a kol. (2001), pricom rozliSuju Sest Urovni
(In Kires, JeSkova, Ganajovda a Kimakovda, 2016). Za typické bdadatelské zrucnosti
moZeme povazovat tie zrucnosti, ktoré bezprostredne vyZaduje realizacia jednotlivych
etap badania (JesSkova a kol., 2016).

Tabulka 3. Badatelské zru¢nosti na zadklade ich miery riadenia ¢innosti ucitefom alebo Ziakom
(Zdroj: Fradd a kol., 2001, In Kire$ a kol., 2016)

Implementovat Vyvodzovat zdvery
Uroveri | Formulovat | Pldnovat Realizovat Analyzovat | Formulovat | Zdielat | Aplikovat
bddania otdzku/ pldn/ ddta zdvery vysledky
problém Zbierat ddta

0 ucitel ucitel ucitel ucitel ucitel ucitel ucitel

1 ucitel ucitel ucitel ucitel ucitel Ziaci ucitel

2 uditel uditel Ziaci Ziaci/uditel | Ziaci/uditel Ziaci uditel

3 ucitel Ziaci/ucitel Ziaci Ziaci Ziaci Ziaci Ziaci

4 Ziaci/uditel Ziaci Ziaci Ziaci Ziaci Ziaci Ziaci

5 Ziaci Ziaci Ziaci Ziaci Ziaci Ziaci Ziaci

Badatelské aktivity mozu byt rézneho charakteru, bud vo forme experimentovania
alebo modelovania problému. V tabulke 4. uvedieme podla Lukdca a kol. (2016)
badatelské zru€nosti, ktoré sa prejavuju prave v experimentalnych alebo modelovacich
aktivitach Ziaka. Kazda badatelska aktivita nemusi obsahovat vsetky zlozky badania, ani
ich poradie nemusi byt zhodné s uvedenymi v danej tabulke.

Tabulka 4. Badatelské zrucnosti rozvijané pri experimentovani alebo modelovani (Zdroj: Lukac
a kol., 2016)

1. Formuldcia problému a pldnovanie experimentu/modelu

Experimentovanie Modelovanie

1.1 | Formulovat otazku/problém Formulovat otazku/problém

1.2 | Formulovat hypotézu, ktord sa bude testovat | Formulovat hypotézu, ktord sa bude testovat

1.3 | Naplanovat postup (identifikovat a definovat | Navrhnut model (identifikovat a definovat nezavislé
nezavislé a zavislé premenné veliciny, a zavislé premenné velic¢iny, vzajomny vztah)
vzdjomny vztah)

1.4 | Navrhnut pozorovanie/postup merania (aké Navrhnut postup modelovania (ako su premenné

pomdcky, aka zostava experimentu) pre veli¢iny prezentované, ¢o budu konstanty modelu,

kazdu premennd veli¢inu vzajomné vztahy, rovnice a nastavenie pociato¢nych

hodn6t a konstant)
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1.5 Predpovedat vysledok experimentu

Predpovedat vysledky modelu

2. Realizdcia/implementdcia experimentu/modelu

2.1 Manipulovat s pomdckami/softvérom

Manipulovat so softvérom a skons$truovat model

2.2 | Pozorovat/merat

Zistovat hodnoty premennych

2.3 | Zaznamenavat vysledky pozorovania

a merania

Zaznamenavat vysledky

2.4 | Realizovat vypocty pocas merania

Realizovat vypocCty pocas realizacie modelu

2.5 | Vysvetlovat alebo upravovat experimentalne

postupy

Vysvetlovat alebo upravovat modelovacie postupy

3. Analyza a interpretdcia experimentu/modelu

3.1 | Transformovat vysledky do $tandardnych

foriem (napr. tabulky, grafy)

Transformovat vysledky do Standardnych foriem

(napr. tabulky, grafy)

3.2 | Uréovat vztahy medzi premennymi

veli¢inami, napr. na zaklade grafov

Uréovat vztahy medzi premennymi veli¢inami, napr.

na zaklade grafov

3.3 | Uréovat presnost experimentélnych dat

(identifikovat mozné zdroje chyb)

Urcovat presnost dat ziskanych modelovanim

(identifikovat mozné zdroje chyb)

3.4 | Porovnat data s hypotézou/predpovedami

Porovnat data ziskané z modelu s redlnymi datami

3.5 | Diskutovat o obmedzeniach/predpokladoch

realizovaného experimentalneho postupu

Diskutovat o obmedzeniach/predpokladoch

realizovaného modelovacieho postupu

3.6 | Zovseobecnit vysledky

Zamysliet sa na vSeobecnej platnosti modelu

3.7 | Formulovat nové otdzky/problémy

Formulovat nové otazky/problémy

3.8 | Formulovat zavery

Formulovat zavery

4. Zdielanie a prezentdcia

4.1 | Zdielat a prezentovat vysledky pred

spoluziakmi

Zdielat a prezentovat vysledky pred spoluziakmi

4.2 | Diskutovat/obhajovat vysledky/

argumentovat

Diskutovat/obhajovat vysledky/argumentovat

4.3. | Vypracovat formalnu spravu/protokol

o vysledkoch

Vypracovat formalnu spravu/protokol o vysledkoch

5. Aplikdcia a dalSie vyuZitie

5.1 | Predpovedat na zaklade vysledkov skimania

Predpovedat na zaklade vysledkov skimania

5.2 | Formulovat hypotézy na dalsie skimanie

Formulovat hypotézy na dalsie skimanie

5.3 | Aplikovat experimentalne postupy na nové

problémy

Aplikovat modelovacie postupy na nové problémy

Z pohladu ucitela ma badatelsky orientované vyucovanie vysoké naroky vzhladom
na jeho efektivne uplatnenie vo vyu€ovacom procese, ktoré sa tykaju aj jeho pripravy
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a priebehu. Pre ucitela je tato priprava nefahkd a ¢asovo narocna, ale mal by sa
v procese badania dobre orientovat. Pri realizacii objavného vyucovania je klicovym
elementom v triede uditel, ktory by mal podporovat ucast svojich Ziakov v procese
objavovania a zapajat ich do budovania vlastnych poznatkov. Podla Stipeka a kol.
(2001) je objavné vyucovanie na hodinach matematiky pre ucitela pomerne ndrocné,
pretoze vyZaduje znacnu mieru vedomosti z matematiky. Ucitel musi diagnostikovat
koncepty, ktoré su zakladom reakcii Ziakov alebo stratégii na rieSenie problémov
a reagovat k tomu prisluSnou ucebnou oporou. Objavné vyucovanie tieZ vyzaduje
u ucitela vysoku Uroven sebadodvery, pretoze ucitelia sa nemdzu spoliehat na ucebnice.
Ziaci preberaju istd ¢ast kontroly nad vyuéovacim procesom, ucitel sa stavia do roly
poradcu a facilitatora. Jeho ulohou je vybrat vhodné situacie a problémy pre Ziakov,
objasnit zamer aktivit prebiehajucich na vyucovacej hodine, vyzyvat Ziakov efektivnym
kladenim otazok, efektivne viest diskusie v mensich skupinach a v rdmci celej triedy.
Musi neustdle podporovat Ziakov pri skimani a vymene myslienok vo volnej
a reflexivnej atmosfére, pomdahat im spracovat informacie a najst prepojenia medzi
ich myslienkami, podporovat diskusiu o alternativhych metddach a chapani. Usiluju sa
odstranit strach zo zlyhania tym, Ze povazuju chyby za prileZitosti na ucenie sa, a nie
za problémy, ktorym sa treba vyhybat.

Badatelsky orientované vyucovanie ma vsak mnoizstvo vyhod, ktoré by sme mohli
zhrnut do niekolkych bodov:

e vytvara vhodné podmienky pre aktivitu Ziakov, aj tych, ktori nemaju istotu
v rieSenej problematike,

e podnecuje Ziakov ktvoreniu otazok, formulovaniu hypotéz, planovaniu
postupov, hladaniu atriedeniu informacii, vyhodnocovaniu vysledkov
a formulovaniu zaverov,

e Ziakov pozitivne motivuje k rieSeniu problémov,

e ziskané poznatky badanim si Ziaci [ahSie zapamataju a porozumeju im,

e nadobudnuté poznatky Ziaci vedia aplikovat v réznych situaciach alebo
spojitostiach s beznym Zivotom,

e badanie rozvija tvorivé a kritické myslenie Ziakov,

e podporuje u Ziakov flexibilitu, vynaliezavost a kreativitu,

e Ziaci ziskavaju skusenosti samostatnou pracou alebo spolo¢nou pracou
v skupine so spoluZziakmi ateda plati, Ze prinos jedného Ziaka je prinosom
pre celu skupinu a zaroven vsetci Ziaci musia mat podiel na tejto praci,

e Ziaci nadobudnu svoje skusenosti s rieSenim otvorenych problémov,

e podporuje medzipredmetové vztahy,

e rozvija klucové kompetencie Ziakov,

e zlepsSuje vysledky Ziakov z matematiky, pricom kladie silny doraz na Ziakov
s mensSou sebaddverou a Ziakov pochadzajucich zo znevyhodneného prostredia,
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ma pozitivny vplyv na pristup a motivaciu Ziakov, matematiku povazuju
za zaujimavejsiu,

Ziaci si rychlejsSie a lahSie zapamataju a pochopia poznatky z matematiky,
zvysuje schopnost Ziakov vyuZivat poznatky v novych situaciach a kontextoch
(prenos poznatkov),

poskytuje Ziakom dalSie prilezitosti na rozvoj zru¢nosti, ako je napriklad praca
v skupindach, skusenosti sriesenim otvorenych problémov ainé schopnosti
tykajuce sa medzipredmetovych vztahov,

podporuje vyssiu Uroven rozumovych zrucnosti a rozvoj kft¢ovych kompetencii,
umoznuje Ziakom vyrovnanejsie a realistickejSie vnimat matematiku, jej
podstatu a spésob, akym je vytvarana a rozvijana,

robi matematiku pristupnejSou pre vsetkych.
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3 Rozvoj geometrickych predstav o Pytagorovej vete

Podla SVP ISCED 2 sa v tematickom okruhu Geometria a meranie Ziaci na 2. stupni
zakladnej Skoly v Slovenskej republike zoznamuju so zakladnymi geometrickymi
utvarmi, skimaju a objavuju ich vlastnosti. Téma , Pytagorova veta, jej odvodenie
a pouzitie pri rieSeni praktickych uloh” byva v Skolskych vzdelavacich programoch
zaradend do deviateho roénika ZS.

Ziaci po jej prebrati maju poznat a vymenovat zakladné prvky pravouhlého trojuholnika
(odvesna, prepona, sucet dvoch ostrych uhlov je pravy uhol); vediet, pre aky utvar plati
Pytagorova veta; poznat a vediet formulaciu Pytagorovej vety a jej vyznam. Zapisu
Pytagorovu vetu vztahom c? = a? + b?, ale aj vztahom pri danom oznaleni stran
pravouhlého trojuholnika. Samostatne vyjadruju a zapisuju zo zakladného vztahu
Pytagorovej vety obsah $tvorca nad odvesnou a (a? = ¢2 — b?) a nad odvesnou b

(b? = c? — a? ), vyjadruju vztah pre vypoéet odvesien a, b (a = Vc% — b%,b =
Vc2 — a?) alebo ich druhych mocnin. Vypoditaju dizku tretej strany pravouhlého

trojuholnika, ak si zndme dizky jeho dvoch zvy$nych strdn a samostatne pouZivaju
Pytagorovu vetu na rieSenie kontextovych uloh z redlneho praktického Zivota.

Propedeutikou Pytagorovej vety mdZe byt ui v nizdich roénikoch ZS vypolet obsahu
rovinnych Utvarov v Stvorcovej sieti, vypocet obsahov obrazcov zloZzenych zo Stvorcov
a obdiZnikov, a tie# analyza takto vytvorenych Gtvarov. V $kolskej praxi uéitelia ¢asto
vyuzivaju geometrické dobkazy platnosti Pytagorovej vety a motivacne uvadzaju
historické poznamky. V tejto kapitole uvadzame uz zname obrazce a postupy, ktoré
sme sa snazili ucelene spracovat a poukazat na ich vyuzitie v Skolskom vzdelavani.

3.1 Objavujeme vztahy suvisiace s Pytagorovou vetou

S aktivitami, ktoré neskdr mézeme vyuzit pri objavovani a zavadzani Pytagorovej vety,
je vhodné zacat uz na primarnom stupni vzdelavania. V ramci aktivit s geometrickymi
skladackami alebo v Stvorcovej sieti mézu Ziaci objavit dolezité vlastnosti a vztahy. Tie
neskor vedu k hlbSiemu porozumeniu Pytagorovej vete, i ked pri ich realizacii ju eSte
nepoznaju. Dalej uvddzame niektoré takéto aktivity bez pouZitia Pytagorovej vety, ako
aj aplikac¢né ulohy, v rieSeniach ktorych Pytagorovu vetu vyuzivame.

Manipulacné aktivity s papierom

Strihanie a skladanie vhodne vytvorenych geometrickych obrazcov a skladaciek méze
viest k poznaniu, Ze ak vieme zlozZit z dvoch mensich stvorcov jeden velky Stvorec, tak
jeho obsah je su¢tom obsahov tychto dvoch Stvorcov.
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A. Z danych cCasti skladacky (Obr. 16) zloZzte najskor dva mensie Stvorce a potom
zo vSetkych casti jeden velky Stvorec.

Obr. 16 Casti skladacky 1
B. Z danych casti skladacky zlozte k malému Stvorcu jeden vacsi Stvorec a potom
zo vSetkych casti jeden velky Stvorec.

1 o
L

Obr. 17 Casti skladacky 2
C. Stvorec na obr. 18 vlavo rozstrihajte na jednotlivé ¢asti, pricom dizka jeho strany
je rozdelena na 3cm a 4cm. Potom zo Styroch trojuholnikov ohranicte dalsi
Stvorec, tak ako je na obrazku 3 vpravo. Skuste odpovedat na otazky: Aky je
obsah Stvorca C, ktory vznikol?, Preco je diZka prepony trojuholnikov 5 cm?.

No

Obr. 18 Stvorec
D. Nastrihajte si $tvorce s réznymi dizkami stran, napriklad od 1cm po 15cm.
Zistujte, ktorymi trojicami Stvorcov vieme ohranicit pravouhly trojuholnik
(Stvorce k sebe prikladajte tak, aby sa dotykali vrcholmi a ich strany vytvorili
pravouhly trojuholnik). Zistujte dizky ich stran, uréte ich obsahy a hladajte vztah
medzi trojicami Cisel urcujucich obsahy Stvorcov. Najdete tak trojice Cisel: 3,4,5;
6,8,10; 5,12,13; 9,12,15 a ich obsahy tvoria tzv. ,scitacie rodinky*.

-

Vyssie uvedené aktivity A, B mbZzeme zadat aj ako ulohy v Stvorcovej sieti: rozdelte
dany obrazok dvomi ciarami tak, aby sme zo vzniknutych ¢asti mohli zloZit jeden
Stvorec (vid Obr. 19).
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Obr. 19 Vyufitie Stvorcove;j sieti

Vsetky uvedené aktivity boli realizované aj so Ziakmi zakladnej Skoly (Pavlovi¢ova,
Rumanova, Zahorska, 2013).
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4 Aktivita s nazvom Pytagorova veta v stvorcove;j sieti

V nasledujucej kapitole popiSeme aktivitu na objavenie Pytagorovej vety Ziakmi
zakladnej skoly, pricom je na ucitelovi, ako si ju prisposobi, aké ulohy vyberie vzhladom
na podmienky triedy. Aktivita ponuka priestor pre slabSich Ziakov, ktori mo6zu
experimentovat a je tam teda moznost, Ze ndjdu aspon Ciastkové riesenie niektore;j
ulohy. Aktivita je sucastou publikacie autorov Pavlovicova a kolektiv (2012).

Didaktickym prostredim pre tuto aktivitu je Stvorcova siet, ¢o je pre Ziakov urcite velmi
motivujuce a netradicné na experimentovanie. Postupnym zistovanim obsahov
jednotlivych Stvorcov Ziaci mo6zZu prist nato, Ze objavili Pytagorovu vetu. Urcite ich to
v dalsSej praci povzbudi aj ked' len zistia niektoré Ciastkové riesenie ktorejkolvek ulohy,
ktord ucitel zaradil do série Uloh v tejto aktivite. Aktivitu moZzeme prisposobovat Urovni
Ziakov, pripadne ¢asovej dotacii.

Aktivitu Ziakov rozdelime na dve Casti. V prvej Casti zadame Ziakom ulohu, ktorou ich
mozeme motivovat k objaveniu Pytagorovej vety. Ulohu nechdme riesit Ziakov
samostatne.

Zadanie ulohy je nasledovné: ,Mdme dva stvorce s rézne dlhymi stranami. Rozstrihajte
ich ¢o najmensim poctom strihov tak, aby ste z tychto dielov potom zloZili dalsi jeden
Stvorec.”

Ziaci budlu pracovat, experimentovat s noZni¢kami a papierom. Objavia aj takéto
vSeobecné rieSenie tejto ulohy (Obr. 20):

Obr. 20 Experimentovanie v rieSeni ulohy

Pri strihani papiera Ziaci nemusia prist na to, Ze objavia na tomto obrazku Pytagorovu
vetu. MOzu vsak ulohu aj tak vyriesit. Vedieme po rieseni tlohy s nimi rozhovor.

V druhej c¢asti aktivity vyuzijeme ako didaktické prostredie $tvorcovu siet. Pri tejto
aktivite postupujeme nasledovne:

Nakreslime fubovolny Stvorec (napriklad ako je na obr. 21) do Storcovej siete a zistime
jeho obsah, napriklad zvolme si Stvorec ABCD:
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A

Obr. 21 Stvorec v $tvorcovej sieti

Obsah Stvorca ABCD na obr. 21 vypocitame tak, ze Stvorec rozdelime na Styri pravouhlé

trojuholniky a Stvorec (Obr. 22). Obsah jedného trojuholnika je S; =%= 1,5

Stvorceka, potom obsah Styroch trojuholnikov je S; = 4.5; = 4.1,5 = 6 Stvorcekov.
Obsah malého Stvorca je Sg = 4 StvorcCeky. Z uvedeného vyplyva, Ze obsah Stvorca
ABCD je desat $tvoréekov. Ziaci si mdzu dva pravouhlé trojuholniky spojit do obdiznika,
ziskaju tym dva zhodné obdizniky a dostant sa k tomu istému vysledku pre obsah

Stvorca ABCD.
D/

/B

Obr. 22 Rozdelenie Stvorca na zhodné trojuholniky a Stvorec

A

Potom do aktivity zavedieme Sipkovy zapis. Pre nas Stvorec ABCD sa z bodu A
do bodu B dostaneme podla zapisu takto: A———1B (Obr. 23). Zapis spolocne
so ziakmi popiSeme, pripadne im podrobnejsie vysvetlime jeho poutZitie.

c

A

Obr. 23 Sipkovy zapis pre $tvorec ABCD
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Podobnym spésobom Ziaci kreslia rozne Stvorce. Strany Stvorcov ziskame
zo Sipkovych zapisov, pricom zvysujeme Sipky doprava — a Sipka hore 1 je vidy len
jedna: A—1B.

A——1B
A———1B
A————1B

Nasledne chceme, aby Ziaci vypocitali aj obsahy Stvorcov uvedenych na obr. 24.

Obr. 24 Rozne Stvorce v Stvorcovej sieti

Vysledky si  Ziaci zapisuji do tabulky. SnaZime sa Ziakov priviest
aj k vSeobecnému vztahu pre obsah Stvorca so stranou a. V tabulke 5. sU zapisané
zistené obsahy Stvorcov, ktoré su na obr. 24:

Tabulka 5. Obsah Stvorcov pre A— ... 1B

- T Obsah Stvorca

1 1 1+1 2

2 1 4+1 5

3 1 9+1 10
4 1 16+1 17
5 1 25+1 26
a 1 a?+1 a’+1
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Podobnu tabulku ziskame, aj ked budeme chciet zistit obsahy Stvorcov, ktorych stranu

ziskame Sipkovym zapisom, kde postupne zvySujeme Sipky doprava

a Sipky hore 1 st teraz dve (Obr. 25).

A

Obr. 25 Sipky pre dalsi $tvorec

—

Rozdelime Ziakov do skupin. Kazda skupina vyplni jeden riadok v tabulke 6., pricom
pre kazdu skupinu nacrtneme konkrétny Stvorec do Stvorcovej siete (napriklad ako je

na obr. 26).

Obr. 26 Rozne Stvorce v Stvorcovej sieti

Skupiny Ziakov vyzveme, aby vyplnili riadky v tabulke 6. obsahmi jednotlivych Stvorcov

z obr. 26.
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Tabulka 6. Obsah Stvorcov pre A— ... 11B

- T Obsah Stvorca
1 2
2 2
3 2
4 2
5 2
6 2

Ked' skupiny Ziakov vyplnia riadky tabulky 6., potom spolo¢ne z druhej tabulky zistime

vztah a? + 4 pre obsah $tvorca so stranou a.

MozZeme pokracovat podobne dalej a dostaneme nasledujuicu tabulku 7. pre jednotlivé

pripady:

Tabulka 7. Obsah Stvorcov pre A— ... 1 ... B

- T Obsah Stvorca
a 1 a’?+1
a 2 a*+4
a 3 a’+9
a 4 a’?+ 16
a 5 a’ + 25
a b a? + b?

Z tabulky 7. Ziaci zistia, Ze ak mame Usecku AB so Sipkovym zapisom A— ...
zapis obsahuje aSipok doprava ab Sipok hore,

potom obsah

1.8, t.].
Stvorca je

a? + b? . Mézeme si vdimnut, Ze a $ipok tvori jednu odvesnu a b $ipok tvori druhu
odvesnu pravouhlého trojuholnika, pricom suéet a? + b? je obsahom 3tvorca
zostrojeného nad preponou tohto pravouhlého trojuholnika (Obr. 27).
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T—
A \4

a

Obr. 27 Obsah Stvorca pre a Sipok doprava a b Sipok hore

V zavere aktivity Ziakom zopakujeme znenie Pytagorovej vety: Obsah Stvorca

zostrojeného nad preponou c pravouhlého trojuholnika ABC je rovny suctu obsahov

stvorcov zostrojenych nad jeho odvesnami a, b. Taktiez ju symbolicky zapiSeme:
2 2 2

a“+ b* = c~.

Dokaz Pytagorovej vety vidiet aj z obr. 28:

Obr. 28 D6kaz Pytagorovej vety

Odporucame Ziakom uviest fakt, Ze Pytagorova veta neplati len pre Stvorce zostrojené
nad stranami pravouhlého trojuholnika, ale plati pre lubovolné podobné uatvary.
So Ziakmi mobZieme experimentovat a zostrojovat rdzne uatvary nad stranami

pravouhlého trojuholnika. Postupne potom overujeme platnost Pytagorovej vety
na konkrétnych ulohach.
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Na obr. 29 uvadzame ukazku, pricom nad stranami pravouhlého trojuholnika
zostrojime polkruhy a Ziaci overia platnost pozmenenej Pytagorovej vety: obsah
polkruhu zostrojeného nad preponou pravouhlého trojuholnika je rovny suctu obsahov

polkruhov zostrojenych nad jeho odvesnami.

Obr. 29 Ind ukazka Pytagorovej vety
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5 Metodika k Pytagorovej vete

K uvedenej problematike sme navrhli konkrétny didakticky materidal vo forme
metodiky, ktory je odporucany pre Ziakov zakladnej Skoly.

Ndzov metodiky: Co este neviem o pravouhlom trojuholniku (Pytagorova veta)
Tematicky celok: Pytagorova veta (Geometria a meranie)
ISCED 2 /9. ro¢nik / 2 vyu€ovacie hodiny

Ciele:

urdit obsah $tvorcov, ktorych ditky stran su dizkami stran pravouhlého
trojuholnika a najst vztah medzi zistenymi hodnotami,

e objavit Pytagorovu vetu a obratenu Pytagorovu vetu,

e vediet Pytagorovu vetu a obratenu Pytagorovu vetu,

e manipulovat s poméckami, softvérom,

e vediet formulovat problém, zovseobecnit vysledky a formulovat zavery,

e diskutovat, argumentovat, obhajovat vysledky.

PoZiadavky na vstupné vedomosti a zru¢nosti Ziaka:

e poznat vlastnosti a prvky trojuholnika,

e poznat vlastnosti a prvky pravouhlého trojuholnika,
e vediet uréit druht mocninu disla,

e mat zvladnuté zakladné pocitacové zruénosti.

Taxonomicka urovern:

e porozumiet,
e aplikovat,

e analyzovat,
e hodnotit.

Rieseny didakticky problém:

Ziaci sa v 9. ro¢niku ZS v sulade so SVP naucia Pytagorovu vetu, ¢asto viak maju
problémy v praktickom vyuZiti osvojenych poznatkov. Tieto vyplyvaju podla ndsho
nazoru z nedostatocnej skusenosti sjej aplikaciou v pravouhlych trojuholnikoch
v roznych polohach asréznym oznacenim vrcholov. Uvedené problémy je mozné
minimalizovat konstruktivistickym pristupom k osvojeniu problematiky a zvySenym
dorazom na dodrzanie zasady nazornosti vo vyu¢ovacom procese.
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Vyucovacie metody a formy:

e riadené badanie,

e individualna a skupinova forma vyucovania (jedna skupina pozostava z2 — 3
Ziakov),

e praca s pracovnymi listami.

Pomocky:

e pracovné listy (su uvedené v Prilohe),
® noinice,

e pocitac, kalkulacka,

® rysovacie potreby,

e aplikacia - volne dostupna na:

https://www.geogebra.org/m/aCyxsdGk

https://www.geogebra.org/m/xbs2guhr

Hodnotenie prace ziakov a diaghostika splnenia vzdelavacich cielov:

Praca Ziakov je priebeine pocas vyucovacej hodiny slovne hodnotenad, uditel vyuziva
predovsetkym formativne hodnotenie. V zavere niektorych cinnosti (vypracovanie
Pracovného listu €. 3, Pracovného listu €. 6) si Ziaci kazdej skupiny (dvojice, prip. trojice)
spolo¢ne sformuluju svoje zistenia a vysledky prezentuju spoluziakom.

Uvod k metodike

Pytagorova veta je uc¢ivom 9. roénika zadkladnej $koly podla inovovaného SVP
pre 2. stupenl ZS (2015) na nasledovnej Grovni: Ziak na konci 9. roénika zakladnej gkoly
vie vymenovat zakladné prvky a vlastnosti pravouhlého trojuholnika, vie formulovat
Pytagorovu vetu, pozna jej vyznam, zapiSe Pytagorovu vetu v pravouhlom trojuholniku
ABC s pravym uhlom pri vrchole C, ale aj vztahom pri inom oznaceni stran pravouhlého
trojuholnika, vie ju zapisat ako sucet, ¢i rozdiel druhych mocnin, ako aj pomocou
odmocniny, vypodita dizku tretej strany pravouhlého trojuholnika, ak st zname dizky
jeho dvoch zvysnych stran a vie samostatne pouZit Pytagorovu vetu na rieSenie
kontextovych uloh z redlneho praktického Zivota. Konstruktivistickym pristupom
k osvojeniu Uvodu do problematiky a zvySenym doérazom na dodrianie zdasady
nazornosti vo vyucovani sa snazime o to, aby sme minimalizovali problémy Ziakov
pri zvladnuti uciva a aby boli vedomosti Ziakov trvalé. Predpokladame, Ze Ziaci objavia
Pytagorovu vetu, ako aj obratenu Pytagorovu vetu a budd ich vediet zapisat
pri lubovolnom oznaéeni stran pravouhlého trojuholnika. Ziaci pracuju samostatne
i v skupinach.
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Priebeh 1. vyucovacej hodiny

Motivdcia (10 minut)

Ziaci si pocas doméacej pripravy na prvd vyuéovaciu hodinu zopakuju ucivo
o trojuholniku, ktoré je obsiahnuté v $tudijnych materidloch k Pytagorovej vete , Co uz
viem o trojuholniku”. Ucitel prispdsobi tento material vlastnym podmienkam (v uprave
zohladni, ktoré ucivo maju Ziaci prebrané). Ziakom poskytne tento material po vlastnej
Uprave k dispozicii vopred v elektronickej alebo tlacenej podobe. Na zaciatku prvej
vyucovacej hodiny Ziaci vypracuju Pracovny list €. 1, pricom si zopakuju zakladné prvky
a vlastnosti trojuholnika a pravouhlého trojuholnika (vrcholy, strany, vnutorné
a vonkajsie uhly), pojmy vyska a ortocentrum v pravouhlom trojuholniku, vlastnosti
Stvorca a vypocet obsahu pravouhlého trojuholnika a Stvorca. Touto ¢innostou uditel
motivuje Ziakov k dalSej praci. V pripade, Ze niektori Ziaci neovladaju danu
problematiku, pri kontrole vysledkov ucitel kladenim otdzok zopakuje so Ziakmi
potrebné prvky a vlastnosti trojuholnika, pravouhlého trojuholnika a Stvorca.
Po vypracovani Pracovného listu €. 1 ucitel spolu so Ziakmi vyhodnoti spravnost rieSeni
jednotlivych uloh (ustne, ndkresom na tabulu, pripadne si zvoli prezentaciu —
dataprojektor, pocitac).

Skumanie (10 minut)

V dalsej Casti vyucovacej hodiny Ziaci pracuju vo dvojiciach. Vystrihna trojuholniky
podla pokynov v Pracovnom liste ¢. 2 a objavuju vztah. SnaZia sa svoje zistenia
sformulovat a navzdajom porovnat vysledky s vysledkami spoluZiakov vo vlastnej
skupine.

Formuldcia problému ucitelom, riadené bddanie (10 minut)

Ziaci dostanu Pracovny list ¢. 3, v ktorom je vyznaéeny pravouhly trojuholnik . U¢itel sa
Ziakov pyta o aky trojuholnik ide, pricom ocakava, ¢i Ziaci budu vediet, Ze dany
trojuholnik je pravouhly, ¢o vyplyva z vlastnosti uhloprieCok Stvorca. V pripade
problémov ucitel so Ziakmi vlastnosti Stvorca frontalne zopakuje. Pocas prace sa mozu
Ziaci poradit so zZiakmi svojej skupiny, pri urcovani druhych mocnin pouZivaju
kalkulacky. Jednotlivé skupiny - dvojice Ziakov — prezentuju po vypracovani Pracovného
listu €. 3 svoje zistenia a porovnavaju ich so zisteniami ostatnych skupin.

Podla potreby ucitel kladie Ziakom otazky typu:

e Co plati o dizkach stran trojuholnika? O¢akdva vztah trojuholnikovej nerovnosti,
ak ho nevedia, tak ich na tuto odpoved dalSimi otazkami navedie.

e Ako vypocitame obsah Stvorca?

e Aké su vase zistenia? Jednotlivé dvojice prezentuju svoje zavery.
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Na zaver ucitel zhrnie zistenia Ziakov napriklad takto:

,V tomto trojuholniku ABC sme zistili vztah a® + b? = c2. Nasou ulohou bude overit
tento poznatok riesenim viacerych uloh, aZz potom sa budeme snazit dokdzat, Ci tento
vztah plati v kazdom pravouhlom trojuholniku, alebo je to len ndhodné zistenie.”

Ziaci pokracuju v praci vo dvojiciach, prip. trojiciach rieenim dloh Pracovného listu
C. 4, kazdy ziak ma vlastny pracovny list. Na urychlenie prace si m6zu Ziaci v ramci
skupiny rozdelit Ulohy. Vzajomne si skontroluju vypocty, ktoré robia s pouZitim
kalkulacky, prip. si ich m6zu skontrolovat aj na internetovych strankach:

https://www.geogebra.org/m/aCyxsdGk, https://www.geogebra.org/m/xbs2guhr.

Zhrnutie, zdpis a dékaz Pytagorovej vety (10 minut)

V zavere prvej vyucovacej hodiny ucitel zapiSe na tabulu Pytagorovu vetu spolu
s nacrtom prislusného pravouhlého trojuholnika (Ziaci si zapiSu pozndmky z tabule
do zositov), ucitel vyuZije Pracovny list €. 5, ktory da k dispozicii kazdému Ziakovi. Dokaz
Pytagorovej vety realizuje vysvetlenim dokazu uvedeného v Pracovnhom liste €. 5,
pricom si Ziaci priamo do Pracovného listu ¢. 5 zakresluju a farebne vyznacuju
jednotlivé trojuholniky. Dokaz si neprepisuju do zoSitov. Na domacu ulohu si Ziaci zistia
pribliZny pocet doteraz zverejnenych dbékazov Pytagorovej vety na internete
a na najblizsej vyucovacej hodine odovzdaju najzaujimavejsi z nich.

Hodnotenie (5 minut)

Ucitel formativne vyhodnoti pracu Ziakov na vyucovacej hodine, vyuZzije predovsetkym
slovnu pochvalu jednotlivcov a skupin.

Priebeh 2. vyucovacej hodiny

Vyhodnotenie domdcej ulohy (5 minut)

Po odovzdani domacich uloh ucitel vyhodnoti pristup Ziakov k plneniu domacej ulohy,
ohodnoti esteticki Uroven domdcich uUloh a aZ na dalSej vyucovacej hodine
pripomienkuje kladné, ¢i zaporné stranky odovzdanych domadcich prac. Velmi pekne
vypracované domace ulohy mdzZe pripadne hodnotit znamkou (vybrani Ziaci mozu
prezentovat dokaz, ktory si vybrali, v zavere vyucovacej hodiny).

Rozpracovanie (10 minut)

Ziaci s pouZitim rysovacich pomécok samostatne riedia Glohy z Pracovného listu ¢. 6.
Na vyucovacej hodine kazdy Ziak zostroji jeden trojuholnik podla pokynov v pracovhom
liste (ostatné trojuholniky moZe zostrojit v ramci domdacej pripravy na dalSiu
vyucovaciu hodinu; nepovaZujeme za potrebné vsak dat povinne vSetkym Ziakom
zostrojit zvy$né trojuholniky). Ucitel uréi kazdému Ziakovi, ktory trojuholnik ma
zostrojit. Trojuholnik zostroja Ziaci, ktori dosahuju lepsie vysledky v matematike, resp.
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nemaju vyraznejsi problém s konstrukénymi ulohami a konstrukciami trojuholnikov.
Ak niektori Ziaci pracuju rychlejSie, moZu zostrojit este jeden trojuholnik. Ziaci
po konstrukcii uréia odmeranim chybajtce velkosti vnitornych uhlov a chybajtcu dizku
strany zostrojenych trojuholnikov, doplnia ich do zadania a ndsledne urcia druh
trojuholnika.

Riadené bddanie, vysvetlenie (10 minut)

Ucitel v riadenom rozhovore v spolupraci so ziakmi formuluje obratenu Pytagorovu
vetu, ktoru Ziaci nasledne zapiSu do zositov (mo6Zu vyuzit Pracovny list €. 7).
Pri formulacii zaverov, vyplyvajucich z vlastnych konstrukcii a merani, ucitel pomaha
Ziakom napriklad otazkami:

e Aké druhy trojuholnikov ste zostrojili?

e Boli vSetky trojuholniky pravouhlé?

e Odmerali ste si dizky jednotlivych stran trojuholnikov?

e Aky vztah ste by ste vedeli urcit zo zistenych udajov?

e Musime porovnavat len dizky jednotlivych stran trojuholnikov?

e Ak vypoditate druhé mocniny dizok jednotlivych stran trojuholnikov, vidite
medzi nimi nejaky vztah? Ziaci vypoc¢itaju druhé mocniny s pouzitim kalkulagky
a zistené hodnoty vyjadruju vztahom — Pytagorovou vetou.

Rozpracovanie (15 minut)

Praca Ziakov pokracuje vypracovanim uloh obsiahnutych v Pracovnom liste €. 7. Ziaci
pracuju vo dvojiciach (trojiciach), navzajom si radia a pomahaju. V pripade potreby
ucitel pomaha Ziakom aplikovat nadobudnuté poznatky pri rieSeni jednotlivych uloh.
RieSenim tychto uloh si Ziaci osvojuju pouzitie Pytagorovej vety v lubovolne
oznacenom trojuholniku, ktory je v roznych polohach. Za kazdu skupinu zapiSe jeden
Ziak vyjadrenie Pytagorovej vety ku kazdému trojuholniku, ktory je vopred pripraveny
nacrtom na tabuli (pripadne inou formou). VSetky strany v kazdom trojuholniku su
vyjadrené aj vztahom s druhou odmocninou. Spoloc¢ne je skontrolované a odsuhlasené
vyjadrenie Pytagorovej vety v kazdom z danych trojuholnikov. Ak maju jednotlivci
problémy s vyjadrenim Pytagorovej vety v danych trojuholnikoch, je potrebné
zopakovat pojmy prepona, odvesna a v danych trojuholnikoch ich tieZ oznadit aj slovne
k jednotlivym stranam trojuholnikov v ulohach Pracovného listu €. 7.

Motivaciou k dalSej praci je rozhovor ucitela so ziakmi na tému, kde sa v praktickom
Zivote stretnu s pravouhlym trojuholnikom, ktoré rovinné Utvary poznaju a ¢i mozno
v nich vyuzit poznatky o pravouhlom trojuholniku. Po tomto kratkom rozhovore
pokracuju Ziaci vypracovanim uloh Pracovného listu €. 8. Na vyucovacej hodine ucitel
vyberie niektoré z rovinnych Utvarov, ktoré rieSia spolo¢ne, ostatné ponecha Ziakom
na vypracovanie ako domdacu ulohu.
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Hodnotenie (5 minut)

Ziaci spolo¢ne s ucitelom vyhodnotia pracu z obidvoch vyucovacich hodin. U¢itel
hodnoti pristup Ziakov k plneniu jednotlivych uloh, ich disciplinu, aktivitu a zaujem
o pracu. Ziaci hodnotia pripravu a vyber tloh, pracovné listy, pripadne navrhni zmeny.
Odporucame hodnotit pracu na obidvoch vyucovacich hodinach formativne,
za dolezité povazujeme vyzdvihnut pracovnu atmosféru, spoluprdacu a pomoc
v skupinach. Potrebné je kladne hodnotit zavery, ku ktorym Ziaci dospeli.

Poznamka k metodike

V predloZzenej metodike je vyznamny konstruktivisticky pristup vo vyu€ovani a riadené
badanie, ktorych zaradenim predpokladame zvySenie zdujmu Ziakov o preberanu
problematiku. Zaradenim jednotlivych Uloh v Pracovnom liste ¢. 7 a Pracovnom liste
¢. 8 zdroven ocakdvame, Ze Ziaci budu dostatocne pripraveni na vyuzitie Pytagorove;j
vety pri rieSeni pravouhlého trojuholnika. Praca v skupindch pomaha jednotlivcom,
ktori maju problém s prezentovanim vysledkov vlastnej prace, aby takéto situacie
lah3ie zvladli. Ziaci si zarover vzajomne pomahaju a spolupracou zlepuju vzajomné
vztahy, ucia sa tak vzajomne si pomahat.
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6 Zaujimavé a aplikacné ulohy s vyuzitim Pytagorovej vety

V nasledujucej kapitole uvadzame zbierku uloh, ktoré vyuzivaju v rieSeni Pytagorovu
vetu. Aplikacné ulohy rozvijaju u Ziakov samostatnost, aktivitu a tvorivost uZ
z roznych tematickych celkov, pripadne sa buduju vztahy matematiky k ostatnym
vyucovacim predmetom. Riesenim aplikacnych uloh by sa Ziaci mali naucit formulovat
problémy, vediet ziskavat informacie, potrebné k ich rieSeniu, vediet ich riesit
v suvislostiach a napokon vediet sformulovat nazory a zavery tychto rieseni. Urcite
motivaCne na Ziakov pdsobia aj zabavné matematické ulohy alebo ulohy z bezného
Zivota.

Uvadzame ukazky dvoch aplikacnych udloh vhodnych pre Skolsku prax. Prva je ukazka
vyuzitia nadobudnutych vedomosti o trojuholniku, jeho vlastnostiach a aplikacie
Pytagorovej vety v jejrieSeni. Druhd uloha poukazuje na moznosti pouZzitia Pytagorove;j
vety v rieSeni problému o kruzniciach. Vyuzivame tu vSeobecné znenie Pytagorovej
vety (plati pre vSetky navzdjom podobné utvary, ktoré su zostrojené nad stranami
trojuholnika).

Uloha 1.

Dvaja maijitelia pozemkov sa nemohli zhodnut na tom, kto ma vacési pozemok. Oba
pozemky mali tvar trojuholnikov. Rozmery prvého pozemku boli 50 m, 50 m, 80 m;
druhy pozemok mal rozmery 50 m, 50 m, 60 m. Prvy majitel tvrdil, Ze jeho pozemok
mé dlhdiu zékladfiu, preto ma aj vacsiu vymeru. Druhy bol presvedéeny, 7e na dizke
zakladne nezéleZi a vymera je rovnaka. Kto z nich mal pravdu? (Sedivy a kol., 2008)

RieSenie ulohy 1.

Toto rieSenie pozostava z niekolkych krokov:

1) V rozbore ulohy nacrtneme oba pozemky a konstatujeme, Ze ide o rovhoramenné
trojuholniky s rovnakou dizkou ramien, ale roznou dizkou zékladni (Obr. 30).

c
4 N, 50m . 50m
50 m \ %, 50 m Prd
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e

Obr. 30 Nacrt pozemkov v tvare trojuholnika

2) Zopakujeme si vlastnosti rovnoramenného trojuholnika a doplnime ndacrty o vysky
na zakladne, ktoré rozdelia oba trojuholniky na dva zhodné pravouhlé trojuholniky.

3) S pouzitim Pytagorovej vety dopotitame dizky znazornenych vysok.
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4) Po zisteni, 7e znazornené pravouhlé trojuholniky maju zhodné dizky stran prijmeme
zaver, ze podla vety sss su trojuholniky zhodné.

Pre Ziakov je naroc¢né sformulovat zaver v zneni ,zhodné utvary maju zhodny obsah”,
CastejSie dokoncia riesenie ulohy vypoctom obsahov obidvoch trojuholnikov ,pre
istotu”. V zavere rieSenia uvedieme spravne sformulovanu slovnu odpoved.

Uloha 2.

Dané su dve kruznice ki(S1, r1) a kz(Sz, r2). Zostrojte kruznicu ks, ktorej obsah je suc¢tom
obsahov kruznic ki a ka.

Riesenie ulohy 2.

Z roznych mozZnych rieseni Ulohy uvddzame aplikaciu Pytagorovej vety. Vztah medzi
obsahmi danych kruznic a hfadanej kruznice je S; = S; + S, . Po dosadeni do vzorca
pre vypoclet obsahu kruhu dostaneme vztah pre polomery kruznic: 12 = 12 + 1. Dizku
polomeru hladanej kruinice teda vieme zostrojit ako preponu pravouhlého
trojuholnika, ak vyuZijeme nasledovné vsSeobecné znenie Pytagorovej vety: Sucet
obsahov dvoch podobnych uatvarov zostrojenych nad odvesnami pravouhlého
trojuholnika sa rovnd obsahu Utvaru s nimi podobného zostrojeného nad preponou
tohto trojuholnika. Na obr. 31 prezentujeme tento vztah analogicky medzi polkruhmi,
kde strany trojuholnika tvoria priemery tychto polkruhov.

Obr. 31 Obmena Pytagorovej vety

Poznamka: P6vodné znenie tejto vety uvedené v knihe Euklides: Zaklady, kniha VI, veta
31; najdeme aj v knihe Fulier, J. a kol., 2011, 5.197.

Ucitel ich modZe zaradit do vyucCovacieho procesu vramci opakovania danej
problematiky alebo aj ako motivacny aspekt. Uvadzame aj vysledky k danym dloham.

Zadania uloh

1. Vypoditajte vydku rovnostranného trojuholnika s dizkou strany 2+/3.
2. Zahrada tvaru rovnostranného trojuholnika mé plochu 1000 m?2. Aky je obvod
zahrady?
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3. Do kruhu chceme vpisat rovnostranny trojuholnik s dizkou strany 24 cm. Aky
musi byt najmensi priemer kruhu?

4. Pravouhly trojuholnik, ktorého odvesny st v pomere 5:12, ma preponu dizky
26 m. Ako dlhé su odvesny?

5. Rovnoramenny trojuholnik ma vy$ku 35 cm. Pomer di?ok zékladne ku ramenu
je 48 : 25. Aku dizku ma rameno trojuholnika?

6. Kosostvorec md uhlopriecky dizok 12 cm a 16 cm. Vypoditajte vysku
kosostvorca.

7. Dany je pravouhly trojuholnik s odvesnami 3 cm a 6 cm a stredom prepony
prechadza kolmica. V akej vzdialenosti od vrcholu s pravym uhlom pretina
kolmica odvesnu?

8. Na jednej ulici priniesli poziarnici 13 m dlhy rebrik. Najprv ho opreli o jeden
veziak. Rebrik dosiahol do vysky 12 m. Ked ho bez premiestnenia opreli o dom
na druhej strane ulice, dosiahol do vysky 5 m. Ako daleko su od seba domy?

9. Kmen stromu ma priemer 18 cm. Mozno z neho odpilit hranol s podstavou
10 cm?

10.Z bodu na kruZnici su zostrojené dve na seba kolmé tetivy, ktorych vzdialenosti
od stredu kruznice su 6 cm a 10 cm. Viypocditajte dizky tetiv a polomer kruZnice.

11.Kruznice k(S, R) a m(O, r) maju vonkajsi dotyk a spolo¢nt dotycnicu t. Vypocitajte
polomer kruznice, ktord sa dotyka oboch kruznic a sucasne aj dotycnice t.

12. Topol vysoky 32 m sa zlomil a jeho vrchol padol 16 m od paty stromu. V akej
vyske sa strom zlomil?

13.Dve rovnobeiné tetivy jednej kruZnice maju dizky 40 cm a 48 cm, pri¢om s
od seba vzdialené 22 cm. Aky je polomer kruznice?

14.Pravouhlému trojuholniku s odvesnami 6 cm a 8 cm je opisana kruznica. Aky
je polomer kruznice?

15. Pravouhlému trojuholniku s odvesnami 3 cm a 6 cm je vpisand kruznica. Aky je
polomer kruznice?

16.Dvaja majitelia pozemkov nemohli zhodnit na tom, kto ma vacsi pozemok. Oba
pozemky mali tvar trojuholnikov. Rozmery prvého pozemku boli 50 m, 50 m, 80
m; druhy pozemok mal rozmery 50 m, 50 m, 60 m. Prvy majitel tvrdil, Ze jeho
pozemok ma dlhSiu zakladnu, preto md aj vacsSiu vymeru. Druhy bol
presvedéeny, Ze na dizke zakladne nezélezi a vymera je rovnaka. Kto z nich mal
pravdu?
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17.Dva stoziare vysokého napatia su umiestnené na kopci. Vyskovy rozdiel ich piat
je 23 m, vodorovna vzdialenost je 54 m. Akd je dizka elektrického vedenia medzi
nimi, ak 5% dr6tu sa pocita na previsnutie?

18.Dve borovice su od seba vzdialené 40 m. Jedna ma vysku 31 m, druha 6 m. Aka
je vzdialenost od jedného vrcholu po druhy?

19.V pravouhlom trojuholniku ABC s preponou ¢ st dané dizky: a = 10 cm, v, =
9,5 cm. Vypoditajte obvod a obsah trojuholnika ABC.

20.V kruznici s polomerom 7,5 cm su zostrojené dve rovnobezné tetivy, ktorych
dizky su 9 cm a 12 cm. Vypoéitajte vzdialenost tychto tetiv (ndjdite vietky
rieSenia).

21.V pravouhlom trojuholniku KLM s preponou m = KL pozname dizky odvesien
|IKM| = 20 mm a |LM| = 15 mm. Urcte dizku tainice t,,, na preponu, vysky v,,
na preponu a dizku Usekov prepony vytvorenych patou vysky VU

22.Kosostvorec ma stranu a = 6 cm, polomer vpisanej kruznice je r = 2 cm.
Vypoéitajte dizky oboch uhloprie¢ok.

23.0bdlZnik ABCD ma strany AB, AD v pomere 3:4. Obdizniku ABCD je opisand
kruznica k s polomerom 5 cm. Vypoéitajte dizky stran obdiZnika ABCD.

24.Nad dvoma stranami trojuholnika ABC su zostrojené stvorce (strana AC je dlhsia
ako strana BC). Obsah $tvorca nad stranou BC je 25 cm?, dizka vysky vc na stranu
AB je 3 cm, pata P vyiky vc deli stranu AB v pomere 2:1. Vypoditajte dizku strany
AB. Vypocitajte obsah Stvorca nad stranou AC.

25.V pravouhlom trojuholniku ABC s preponou cjedané: a = 10 cm,c = 12,5 cm,
bod P je pata vysky v., M je stred usecky BC. Vypocitajte obsah trojuholnika
PBM.

Vysledky uloh

4000./3
3

1.3 2. 3.12.\/2 4.10,24 5.125cm 6.9% 7.2§ 8. 17 m

9. polomer je 9 cm, polovica uhloprie¢ky ma dizku 5v/2 cm t. j. trojuholnik mozno vpisat
10. odvesny maju dizky 12 cm a 20 cm, polomer kruznice je 2+/34  11. Gloha ma dve

riedenia, 1y, = \/i—% 12.12m 13.5.4/17 14.10 15. 9_2@ 16. druhy, oba

pozemky maju rovnakd vymeru 17. priblizne 137,80 m 18.5v89 m 20.10,5 cm,
1,5cm  20.12,5mm, 12 mm, 9 mm, 16 mm  21.4,28 cm, 11,21 cm 22.6cm,
8cm 23.73cm?  24.12 cm?
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Ulohy riedenie s vyuZitim informacno-technologickych technolégii

Budovanie a rozvoj geometrickych predstav je uz od utleho veku spojeny s prostredim,
v ktorom dieta vyrastd. Na ziskavanie trvalych a neformalnych vedomosti Ziakov
vo vyucovacom procese je potrebné zachovavat spojitost novych poznatkov s redlnym
Zivotom. To mbzZzeme realizovat aj rieSenim matematickych aplikaénych uloh, ktoré
Skoly. RieSenim aplikacnych uloh by sa Ziaci mali naucit formulovat problémy, vediet
ziskavat informacie potrebné k ich rieseniu, vediet ich riesit v suvislostiach a napokon
vediet sformulovat nazory a zavery tychto rieseni.

Dalej uvddzame ukazky tvorby réznych matematickych tloh vychddzajicich z jedného
obrazka. Méze nim byt obrazok trojuholnika bezny v Skolskej praxi alebo fotografia,
v ktorej sa priamo trojuholnik nenachadza ale méZzeme ho dotvorit a vyuzit pri tvorbe
zadania Uloh. Uvedené ulohy maju charakter otvorenych neparametrickych uloh, ktoré
moZze ucitel sdm modifikovat primerane veku a matematickym schopnostiam Ziakov.
RieSenie geometrickych uloh je vhodné vizualizovat aj vyuZitim prostriedkov IKT, my
sme konkrétne vyuzili softvér GeoGebra.

Zadanie aplikacnej ulohy

Stip na obr. 32 je na mdle pri jazierku a slGZi na uchytenie lodiek.

Obr. 32 Fotografia moéla so stipom

e Aky vysoky moze byt stip, ak by sme poznali dizku jeho tiefia?

e Aka bude dizka lana, ktoré upevnime cez oka na stipe a do dosiek na mdle,
pri¢om lano so stipom zviera lubovolny uhol?

e Medzistip a jeho tieri natiahneme lano tak, aby vytvorili trojuholnik. Aké dizky
stran a velkosti vnutornych uhlov bude mat takto vytvoreny trojuholnik?
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e Modlo tvaru obdi#nika so stranami a, b je pokryté drevenymi latkami v dvoch
radoch, ako je to na obrazku. Aky priblizne je rozmer jednej drevenej latky
na moéle, ak jedna latka tvori priemerne 3% z plochy tohto méla?

Pri rieSeni danej ulohy vyuZijeme prostredie dynamického softvéru GeoGebra
(Obr. 33).

Obr. 33 Fotografia upravend v GeoGebre

Stip na obrazku je postaveny na mdle pri rybniku a sltzi na prichytenie lode. Medzi stip
a jeho tien natiahneme lano tak, aby vytvorili trojuholnik.

e Ako zavisi di?ka lana od dizky tiefia stipu? Kedy ma tiefi maximalnu a kedy
minimalnu dizku?
e Ako zavisi dizka lana od jeho uchytenia na stipe?

Pri rieeni prvej Glohy pouZzijeme vlastnost, 7e dizka tiefia zavisi od dopadu slne¢ného
svetla na stip. S vyuZitim softvéru GeoGebra mdzeme danu situdciu prezentovat
pohybom bodu S po kruznici, ktorej polomer je vzdialenost medzi Sinkom a Zemou.
Situdcia na obr. 34 je modelom, v ktorom zanedbame polohu tiena a zameriame sa
na jeho dizku. To ndm umoini simulovat trojrozmerny jav v rovine, pricom polomer
Zeme a Slnka zanedbame.
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Obr. 34 Zavislost tiefia stipu od polohy SIinka

V druhej tlohe dizka lana zavisi od jeho umiestnenie na stipe. V GeoGebre mézeme
menit dizku lana pohybom bodu X na Usecke AB (X je bod, v ktorom je upevnené lano
na stipe a Usetka AB predstavuje dany stip). Ak umiestnime bod X do bodu B,
dostaneme maximalnu dizku lana. Umiestnenim bodu X do bodu A sa diZka lana rovna
diZke tiefia (Obr. 35).
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Obr. 35 Dizka lana v zavislosti od jeho umiestnenie na stipe

Vyuzitim moznosti pouzitého softvéru mozeme uvedené rieSenia Uloh prezentovat
v dynamickom prostredi. Ziaci tak méiu konkrétnu situdciu vnimat ,v pohybe”
a skimat pozadované vztahy a vlastnosti objektov. UCitel si mozZe pripravit takéto
ulohy aj formou apletov (Rumanovd, Pavlovicova, 2012).
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Zaver

Vyznam Pytagorovej vety v skolskej praxi je velky, pretoze je pouzitelna hlavne
v praktickych situaciach prepojenych na bezny Zivot. Spomenieme teda fakt, ze
sledovanim vieme zistit, ¢i napriklad dve priamky alebo trojuholniky vyskytujlice sa
v akejkolvek situacii okolo nds, su kolmé alebo pravouhlé. Potom vieme pouzit
Pytagorovu vetu na zistenie dizky potrebnej strany, ak st zndme dizky zvy$nych stran
na danom predmete. Podobnych praktickych uUloh najdeme viacej, a preto aj
implementacia uvedenej problematiky do Skolskej praxe je vyznamna a potrebna.

Pytagorova veta urcite patri medzi najCastejSie pouzivanu vetu v Skolskej praxi a je
pravdepodobne aj najslavnejSou matematickou vetou vbbec. Je to zaroven veta
s najvacsim poctom dokazov, v dostupnych zdrojoch sa ich uvadza az okolo 300. Tato
geometricka veta je pouZitelnd aj v praktickom Zivote. Popisané aktivity v prispevku su
rieSitelné aj pre slabsich Ziakov, o moéZe byt pre nich zaroven silne motivujlce.
Motivaciou pre Ziakov mozu byt aj konkrétne ukazky vyuZitia vSseobecného znenia
Pytagorovej vety, pripadne aj historicky pohlad na tuto vetu.

Popisanu problematiku je vhodné prepojit s badatelsky orientovanym vyucovanim.
Taktiez moderné digitdlne technoldgie podporuju experimentalnu cCinnost Ziakov.
Vhodne pripravend badatelska aktivita je vhodna pre rozne stupne vzdeldvania a mbze
mat vyrazny pozitivny efekt na zlepSenie konceptualneho porozumenia uciva Ziakmi
v roznych prirodovednych predmetoch ako désledok aktivnej prace v badatelskom
procese. Uvadzame preto niekolko aktivit k téme Pytagorova veta s prepojenim
na badatel'sky orientované vyucovanie s podporou dynamického softvéru vyuzivaného
vo vyucovani geometrie.

Verime, Ze sme touto publikdciou ukdzali, aké moéze byt vyucovanie matematiky
zaujimavé a podnetné.
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Prilohy — pracovné listy

Pracoymy list ¢. 1

S L./

Uz ste si zopakovali, ¢o ste sa uz ucili o trojuholniku. Vyuzite svoje vedomosti a vypracujte
predloZeny pracovny list.

1.) Farebne vyznacte 2.) Oznacte v obrazku 3.) Use&ky su AA;, BB;,CC,
trojuholnik ABC . vonkajSie uhly |
Oznatte v obrazku jeho trojuholnika ABC. trojuholnika. Bod O sa
strany a vnatorné uhly. NAZYVA wevverieeeeireeeeinens

A a\ s B\

4.) Trojuholnik na obrazku je .......cccceeeeeeeeennnn. . Dorysujte chybajuce vysky trojuholnika
do obrdazka, oznacte ich a vyznacte aj ortocentrum.

¢ Dopliite nazvy jednotlivych stran trojuholnika ABC
na obrazku:
b a
[ R
d o JOUOUR
A c B
Coavrrreeerreeeenns

Napiste vzorec na vypocet obsahu trojuholnika ABC : ........cccvveevveene.

Urcite si spomeniete = aj na nasledovné:
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5.) Rovinny utvar
ABCD na obrazku
J€ tereriiiiie e,
Narysujte jeho
uhlopriecky.

D

Doplnite chybajuci text:
Uhlopriecky Stvorca zvieraju .................... uhol.
Uhlopriegky §tvorca maju ........cccoveurennnes dizku.

Spoloény  bod  (priese¢nik)  uhloprieCok ich  rozdeluje

Vypoditajte obvod a obsah $tvorca s dizkou strany 2,9 cm (v riedeni
uvedte spravne jednotky).
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Zo Stvorca KLMN zostrojeného v Stvorcovej sieti nizSie si vystrihnite dvanast Zltych
trojuholnikov.

Popiste vlastnosti tychto trojuholnikov. Svoje tvrdenia zd6vodnite.

Chvilu sa zabavte = ukladanim Zltych trojuholnikov , okolo” trojuholnika ABC tak, aby ste
vidy jednu stranu vystrihnutého Zltého trojuholnika prilozZili ku strane trojuholnika ABC a aby
sa tieto strany prekryvali.

Spravne v Nespravne v
prikladanie: . prikladanie:

Daldim prikladanim Zltych trojuholnikov k uZ uloZzenym Zltym trojuholnikom k trojuholniku
ABC vytvorte Zlté stvorce. Pokuste sa sformulovat svoje zistenia.

N M
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meﬁ. 3
" y

Svoje zistenia z Pracovného listu €. 2 porovnajte s nasledovnym obrazkom:

Odmerajte a zapiste dizky stran trojuholnika ABC:a = mm,b = mm,c = mm.
Vypocitajte:

obsah Stvorca s dlzkou strany a:

obsah $tvorca s dizkou strany b:

obsah Stvorca s dlzkou strany c:

Pokuste sa najst vztah medzi vypocitanym hodnotami. Svoje zistenia porovnajte so zisteniami
ostatnych spoluziakov.
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Odmeranim zistite dizky stran pravouhlych trojuholnikov ABC,KLM a TUV (dizky uvedte
v milimetroch). Na vypocet druhych mocnin pouzite kalkulacku. Hodnoty zapiste so spravnymi
jednotkami.

Doplnenim znakov: =, =,+ do prazdnych rdmikov zapiste vztah medzi hodnotami druhych

mocnin.

AABC | = oo -
b= oo, D% = e, a? b? c?
C= trrrvrrernnn C2 = e

AKLM | K= o, K2 = oo,
= e 12 = e 12 m? k?
M= e M’ = teeeieiierienes
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ATUV | t= e, t2 = e
US coeeeeeeen, UZ = oeeeeeeceeeeeeeeenns t? u? p2
V= e V= e,

Na zaklade vlastnych vypoctov sformulujte zavery.

Svoje zavery porovnaijte s idajmi/hodnotami na internetovych strankach:

https://www.geogebra.org/m/aCyxsdGk https://www.geogebra.org/m/xbs2guhr
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https://www.geogebra.org/m/aCyxsdGk
https://www.geogebra.org/m/xbs2guhr

Pracoyay list ¢. 5
c—

Pytagorova veta:

Obsah Stvorca zostrojeného nad preponou pravouhlého trojuholnika sa rovna suctu obsahov
Stvorcov zostrojenych nad obidvomi odvesnami.

a « Zapis Pytagorovej vety

v pravouhlom trojuholniku ABC s preponou C, odvesnami a, b:

c b A c? =a®+b*
Existuje vela dokazov Pytagorovej vety, jeden uvadzame nizsie.

Dbékaz Pytagorovej vety:

D ¢ ¢ Stvorec ABCD sobsahom S tvoria S$tyri pravouhlé
ab
a b~ ° trojuholniky s rovnakym obsahom S, = > a Stvorec
o/
\ so stranou b — a a obsahom S, =(b—a)2. Obsah Stvorca
b
‘ b |° ABCD je S=4S,+S, a sufasne S=c’. Zrovnosti
ab
c \ 4S,+S, =c? po dosadeni 4-—+(b—a)’ =c? dostdvame
a ) 2
L 1 rovnost:  2ab+a’—2ab+b*=c?, zktorej vyplyva:
C
c? = a® 4 b?, &o sme chceli aj dokazat.

Uloha 1: Porovnajte uvedené informdcie so zisteniami z Pracovného listu &. 4.

Uloha 2: Zistite priblizny pocet doteraz zverejnenych dokazov Pytagorovej vety na internete
a najzaujimavejsi si zapiste (narysujte) a odovzdajte na najblizSej vyucovacej hodine.
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Zostrojte trojuholniky podfa zadani. Uréte odmeranim a zapite dizky strdn aaj velkosti
vnutornych uhlov, ktoré chybaju.

Zadanie: Meranie:

A ABC o=
a=6cm p=
b=8cm y =
c=10cm

Zadanie: Meranie:

ATUV |<TUV| =
t=5cm |<UVT| =
u=4cm |<VTU| =
v=3cm

Zadanie: Meranie:

AXYZ |<XYZ| =
x=12cm |<YZX| =
y=13cm |<ZXY| =
z=5cm

Zadanie: Meranie:

A MNO 0=
m=12cm |*MNO| =
n=13cm |<OMN| =
|<MON| = 90°
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Nacrt: Konstrukcia:

Nacrt: Konstrukcia:
Nacrt: Konstrukcia:
Nacrt: Konstrukcia:

Ostrouhlé trojuholniky su: Pravouhlé trojuholniky si: Tupouhlé trojuholniky su:
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Pracoyay list ¢. 7

—

Obrdtend Pytagorova veta:

Ak pre dizky stran lubovolného trojuholnika ABC so stranami a, b, ¢ pricom najdlhdou stranou

je strana c plati: ¢ = a® + b?, tak je tento trojuholnik pravouhly a jeho preponou je strana ¢
a odvesnami su strany a, b.

S pouZitim obratenej Pytagorovej vieme vypoétom overit, & trojuholnik uréeny dizkou
vsetkych jeho stran je, alebo nie je, pravouhly.

Uloha: V nasledovnych trojuholnikoch vyznaéte pravy uhol a zapi$te ku kaidému z nich
Pytagorovu vetu.

C A M L
\ K
A B B c
E H N
P
G
D
F
F
(o}

Domdca uloha: Zistite, aké Cisla (pripadne skupiny Cisel) sa oznacuju ako pytagorejské
(pytagorovské).
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Uloha 1: V rovinnych tGtvaroch pohladajte a farebne vyznacte pravouhlé trojuholniky, ktoré by
vam mohli pomoct pri riedeni réznych uloh (napriklad pri uréovani dizky Use¢ky nevyhnutnej
k vyrieSeniu ulohy). Ak je viac moZnosti, ndjdite ich.

Uloha 2: Oznacte strany vyznacenych pravouhlych trojuholnikov a zapiste Pytagorovu vetu.

Stvorec
D C D, (of
A B A1 B1
obdlznik rovnostranny trojuholnik
D c C
A B
A B
rovhoramenny trojuholnik kosostvorec
C
/D / |
A B
A B
pravouhly lichobeinik rovnoramenny lichobeznik
D C D C
A B A B
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