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Uvod

Sucastou matematickej pripravy ucitelov v ramci ich rozsSirujuceho studia na UKF
v Nitre je aj oblast geometrie hlavne preto, Ze vyucovanie geometrie sa prelina
vsetkymi stupfiami vzdelavania, aj ked ma vidy iny rozmer.

Na zdkladnej Skole ma vyucovanie geometrie prevazine propedeuticky charakter,
pretoZe Ziaci sa stretavaju sroéznymi geometrickymi Utvarmi len z pohladu ich
definovania a popisu vlastnosti. Déraz je kladeny nielen na spravne pouzivanie
matematickej terminoldgie, ale aj na rysovanie a pracu s rysovacimi pomockami.
Na zakladnej Skole prevlada v spristupfiovani uciva z geometrie hlavne uplatiiovanie
zdsady nazornosti. Ziaci tak ziskavaju poznatky na zdklade zmyslového vnimania
predkladanych modelov. Na strednej Skole si Ziaci nadobudnuté vedomosti rozsiruju
o dalsSie matematické pojmy suvisiace s planimetriou a stereometriou. Propedeutika sa
nahradza deduktivnou metddou vo vyucovani geometrie, dalej sa rozvija priestorova
predstavivost Ziakov arieSia sa snimi polohové aj metrické vztahy vrovine
a v priestore. V geometrickom vzdelavani je pre Ziakov velkym pomocnikom prave
ucitel. Snahou ucitefov by preto malo byt nabadanie Ziakov k rieSeniu problémov
réznymi spdsobmi, so zretelom na ich vedomosti, schopnosti a osvojeny matematicky
aparat.

PredloZzenad publikdcia je prioritne uréena pre studentov rozsirujuceho studia
matematiky na UKF v Nitre, preto je v nej kladeny déraz na geometricku problematiku
jednak z teoretického pohladu, ale aj v jej aplikacii vo forme rieSenych uloh. Publikacia
obsahuje predovsetkym tematické celky zgeometrie, ktoré su sucastou
matematického vzdeldvania na zdkladnej a strednej skole.

Verim, Ze ucebnica s ndazvom Geometria pre ucitelov — rozsirujuce studium bude
vhodnym didaktickym materidlom pre ucitelov v ich dalSom vysokoskolskom
vzdelavani, ale bude vhodnou poméckou aj pre buducich uditelov matematiky v rdmci
ich Studia na vysokej skole, pripadne tuto ucebnicu budu dalsi zaujemcovia vyuZivat
v Skolskej praxi.

Autorka



1 Aplikacie geometrickych poznatkov v planimetrickych
ulohach

V prvej kapitole sa budeme venovat vyznamnym vetam v geometrii, konkrétne
Pytagorovej vete a Euklidovym vetam, ktoré suvisia srieSenim uloh v pravouhlom
trojuholniku. Uvedieme konkrétne ukazky rieSeni roznych geometrickych uloh. TiezZ sa
v kapitole venujeme trigonometrii a prezentovat budeme danu problematiku aj
v Ulohdach suvisiacich s uhlami avseobecnymi trojuholnikmi, pricom vyuZijeme
goniometrické funkcie.

1.1 Pytagorova veta, Euklidova veta o vyske, Euklidova veta
o odvesnach

Medzi najcastejSie pouzivanu vetu v Skolskej praxi patri Pytagorova veta a je
pravdepodobne aj najslavnejSou matematickou vetou vbbec. Je to zaroven veta
s najvacsim poctom dbkazov, v dostupnych zdrojoch sa ich uvadza aZz okolo 300.
Vyznam Pytagorovej vety v skolskej praxi je velky, pretoZe je pouzitelnda hlavne
v praktickych situaciach prepojenych na bezny Zivot.

Pytagorova veta plati pre pravouhly trojuholnik. Pravé uhly vytyCovali uz stari
Egyptania alebo Babyloncania, pretoZe ich potrebovali pri réznych stavbach alebo
podoryse pyramid. Pravé uhly merali pomocou povrazu, ktory rozdelili uzlami
na dvanast dielikov. Nasledne vytvorili z tohto povrazu trojuholnik, pricom jednotlivé
strany mali dizku tri, $tyri a pat tychto dielikov, ako je mozné vidiet na obrazku.

Auset

Vyuzili jednu vlastnost trojuholnika, t. j. oproti najdlhsej strane, ktora ma pat dielikov,
lezi najvacsi uhol (a ten je pravy).



NajcastejSie Pytagorovu vetu pozname vyjadrenud len algebrickym zdpisom
c? =a?+ b? avieme, Ze plati vpravouhlom trojuholniku sodvesnami a, b
a s preponou c. Na dalSom obrazku je graficky znazornena Pytagorova veta.

O

CY

Uvadzame zhrnutie k Pytagorovej vete:

c ... prepona (najdlhsSia strana, leZzi oproti pravému
uhlu),

a,b ... odvesny,

Y. , b
obsah vypocitame zo vztahu S = aT,

plati Pytagorova veta: ¢* = a® + b? (obsah 3tvorca
zostrojeného nad preponou pravouhlého trojuholnika

sa rovna suctu obsahov Stvorcov zostrojenych nad
obidvomi odvesnami),

a = vy, b = v,, ortocentrum je totozné s vrcholom
pravého uhla,

stred opisanej kruznice je totozny so stredom
prepony.

Uvadzame aj dokaz Pytagorovej vety:

Stvorec ABPQ s obsahom S tvoria $tyri pravouhlé
. ) . b
trojuholniky s rovnakym obsahom S; = aT a Stvorec

so stranou b — a a obsahom Sz = (b — a)?. Obsah
Stvorca ABPQ je S =4S, + Sg asulasne S = c2.
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Q c P Do rovnosti 4S, + Sg = c? dosadime vztahy a plati:

a b 2 4.612;b+ (b—a)? =c?
\ 2ab + a? — 2ab + b? = c?.
c b b c
: Teda plati: ¢? = a? + b2.
a b a
A c B

a b b a
l""’ b
.
a a fc a
A a
a b
2 2 2
a + b = c

Plati aj obratena Pytagorova veta:

Ak pre dizky stran a, b, c trojuholnika ABC plati vztah c¢? = a? + b?, potom je tento
trojuholnik pravouhly s odvesnami a, b a preponou c.

Pozndmka. Nad stranami pravouhlého trojuholnika m6zeme zostrojit aj polkruhy (pozri
obrdzok) a plati pozmenend Pytagorova veta: Obsah polkruhu zostrojeného nad
preponou pravouhlého trojuholnika je rovny suctu obsahov polkruhov zostrojenych nad

jeho odvesnami.




V pravouhlom trojuholniku platia aj Euklidova veta o odvesnach a Euklidova veta

o vyske:

e Euklidova veta o odvesnach:
a? =c.c,
b? =c.c,

e Euklidova veta o vyske na preponu:
v =c4.Cp,

kde c, je cast prepony (Usecka), ktorej krajné
body su: pata vysky na preponu a spoloc¢ny bod
prepony s odvesnou a,

¢, je Cast prepony (Usecka), ktorej krajné body
su: pata vysky napreponu aspolocny bod
prepony s odvesnou b.

V nasledujucej ¢asti uvedieme niekolko uloh, ktoré vyuZzivaju v rieSeni Pytagorovu vetu
a Euklidove vety. Vybrali sme ulohy, v ktorych sa prelinaju vedomosti z r6znych
tematickych celkov, hlavne z planimetrie a stereometrie.

Priklad 1.

V pravouhlom trojuholniku KLM s preponou m = KL pozndme dizky odvesien |[KM| =
20 mm a |LM| = 15 mm. Uréte dizku taZnice t,, na preponu, vysky v, na preponu
a dizku usekov prepony vytvorenych patou vysky v,,.

Riesenie:

V rieSeni Ulohy vyuZijeme Pytagorovu vetu a Euklidove vety, ktoré platia v pravouhlom

trojuholniku.

Oznacime jednotlivé strany a useky prepony
a postupne vypocitame jednotlivé dizky.

V trojuholniku KLM pouZijeme Pytagorovu vetu
na vypocet dizky prepony KL:

IKL| = m = 2 + k2
m = /207 + 152

m=25mm



Euklidovu vetu o odvesne pouZijeme na vypocet
diZok Usekov prepony KP = m; a PL = my, kde
P je pata vysky na preponu v trojuholniku KLM:

2 _
k*=m.m;

152 == 25.mk

m, = 9mm

A
Y

m ! Pre m; oplati m=m-m,=25-9=
16 mm.

Pouzijeme Pytagorovu vetu v trojuholniku LKP na vypocet vysky na preponu:

IMP| = v, = sz —m?

Uy =152 —-92 =12mm

Mozné je tiez pouZit vypocet obsahu trojuholnika KLM atuto hodnotu potom
nasledne vyuzit pre vypocet dizky U, Pripadne Euklidovu vetu o vyske na preponu
v pravouhlom trojuholniku.

Taznicu t,,, vypocitame z trojuholnika SPM s pouZitim Pytagorovej vety. Plati:

|SM| = t,, |[PM| = v,

1
|SP| = |SL| — |PL| = Sm=my = 12,5—-9=35mm

tm =+ VA + |SP|?
tm =+ 122 + 3,52

t, = 12,5mm

Dizka taZnice na preponu v trojuholniku KLM je 12,5 mm, vy$ky na preponu 12 mm
a Useky prepony maju dizku m;, = 9mmam; = 16 mm.

Priklad 2.

Pravidelny $estboky ihlan mé dizku bo¢nej hrany 2 m a polomer kruznice opisanej
podstave je 1 m. Vypocitajte jeho objem a povrch.
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Riesenie:

V nacrte telesa sme vyznalili vsetky prvky
potrebné k vypoctom.

Podstavou pravidelného Sestbokého ihlana je
pravidelny Sestuholnik, ktorého obsah moéZeme
pocitat s pouZitim vzorcov (tie su vsak menej
zname), alebo ako Sestnasobok obsahu
rovnostranného trojuholnika so stranou a
avySkou v, (podstava sa skladd zo Siestich
zhodnych rovnostrannych trojuholnikov). KedZe
pozname polomer kruZnice opisanej podstave,
pozname zéaroveri dizku hrany podstavy a = 1 m,
¢o vyplyva z vlastnosti pravidelného Sestuholnika.

Telesovu vysku v; a stenovu vysku v vypocitame
s pouzitim Pytagorovej vety podla nacrtu, kedze
pozname dizku bo¢nej hrany h = 2 m.

Plast tohto telesa pozostava zo Siestich zhodnych
rovhnoramennych trojuholnikov so zakladnou a
a vyskou na zakladnu v;.

v, =V22 - 12 Vg = 22—(1)2

v, =v3m Vg =—m

Pre podstavu v pravidelnom Sestbokom ihlane plati:

Sp = 6'ST1’ST1 = %

Sy = 6.% =3.a.7,
V3

Sp = 317

Sy =¥m2

11



P

re plast v pravidelnom sestbokom ihlane plati:

Vs

Spl = 6'ST2’ST2 = aT

Sy = 6. “;’S =3.a.v,
V15
Spl = 317
3V15
S =" m

Vypocitame teraz objem a povrch Sestbokého ihlana:

1
V=1.5,v S=S,+S$,
13 _ i, WS
V=== /3 S=""+=
V=%m3 S =8,4m?

Objem daného ihlana je 1,5 m3 a jeho povrch je priblizne 8,4 m?2.

Ulohy na precvic¢enie

1. Pomocou Euklidovych viet zostrojte usetky sdizkou v10,v7,v/20 (dana je
jednotkova usecka).

2. V pravouhlom trojuholniku ABC st dané dizky: a = 10 c¢m, v, = 9,5 cm. Vypocitajte
obvod a obsah trojuholnika ABC.

3. V kruZnici s polomerom 7,5 cm s zostrojené dve rovnobezné tetivy, ktorych dizky
sU 9 cm a 12 cm. Vypocditajte vzdialenost tychto tetiv (ndjdite vSetky riesenia).

4. KososStvorec ma stranu a = 6 cm, polomer vpisanej kruznice je r = 2 cm. Vypocitajte
dizky oboch uhlopriecok.

5. ObdlZnik ABCD mé strany AB, AD v pomere 3:4. Obdizniku ABCD je opisand kruznica
k s polomerom 5 cm. Vypoéitajte dizky stran obdiZnika ABCD.

6. Nad dvoma stranami trojuholnika ABC su zostrojené stvorce (strana AC je dlhSia ako
strana BC). Obsah $tvorca nad stranou BC je 25 cm?, dizka vygky vc na stranu AB je
3 c¢m, pata P vyiky vc deli stranu AB v pomere 2:1. Vypoditajte dizku strany AB.
Vypocitajte obsah Stvorca nad stranou AC.

7. V pravouhlom trojuholniku ABC je dané: a = 10 cm,c = 12,5 cm, bod P je pata
vysky v., M je stred usecky BC. Vypocitajte obsah trojuholnika PBM.

8. Vypocditajte objem a povrch kocky, ak telesova uhlopriecka ma dizku 10 dm.
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9. Vypocitate objem a povrch hranola, ktorého podstava je kosoStvorec
s uhloprieckami u; = 12 cm, u, = 16 cm. Vyska hranola sa rovna dvojnasobku
podstavovej hrany.

10. Cestny valec ma priemer 0,8 m a dizku 1,8 m. Aku plochu uvalcuje, ak sa oto&i
1200-krat? Kolkokrat sa musi otocit, aby uvalcoval cestu 3,6 m Siroku a 6,28 km
dlha?

11. Obal na zmrzlinu ma po rozbaleni tvar Stvrt kruhu s polomerom 12 cm. Kolko
mililitrov zmrzliny sa don zmesti?

12. Vypocitajte objem a povrch pravidelného zrezaného Stvorbokého ihlana
s hranami podstdv 1 dm a 5 cm, ak obsah pldsta je 5,4 dm?.

13. Do nadoby tvaru polgule sme naliali 2 | vody a tak sme ju naplnili do vysky 60 mm.
Vypocitajte polomer prislusnej gule.

14. Vypoditajte, kolko dm? plechu tvori povrch nadoby tvaru zrezaného rotaéného
kuZela, ktora je zhora otvorend a priemer jej dna je 18 cm, priemer hornej podstavy
je 30 cm a strana ma dizku 18 cm. Vypoditajte aj jej objem.

1.2 Trigonometria

V tejto podkapitole sa budeme venovat trigonometrii, konkrétne tloham suvisiacich
s uhlami a trojuholnikmi s vyuzitim goniometrickych funkcii ako sinus, kosinus, tangens
a kotangens. Zadefinujme si najskor uvedené goniometrické funkcie ostrého uhla
v pravouhlom trojuholniku.

Sinus ostrého uhla v pravouhlom trojuholniku je pomer dizky protilahlej odvesny
ostrého uhla k dizke prepony.

Kosinus ostrého uhla v pravouhlom trojuholniku je pomer dizky prilahlej odvesny
ostrého uhla k dizke prepony.

Tangens ostrého uhla v pravouhlom trojuholniku je pomer dizok protilahlej a prilahlej
odvesny k ostrému uhlu.

Kotangens ostrého uhla v pravouhlom trojuholniku je pomer diok prilahlej a
protilahlej odvesny k ostrému uhlu.
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sin,B:E sino::E
c c
cosﬁ:E cosazg
c c
tgf =2 tgar = =
a b
cotgps =2 cotga :E
b a

Priklad 3.

Vypoditajte velkosti vnutornych uhlov rovnobeznika ABCD, ak su dané dizky jeho stran
a =10 cm,b = 5 cm a obsah rovnobeinika je 25 cm?.

Riesenie:
D C
d=5 v
b
a ".\
A kY a B

Vzorec pre obsah rovnobeznika je S = a.v, kde vje vysSka rovnobeinika ABCD.
MoZeme vypoditat teda danu dizku v:

s 25
v==-==—=25cm
a 10

V pravouhlom trojuholniku AXD pozndme dizku strany |AD| =b =5cm avysky
v = |DX| = 2,5 cm. Na vypocet uhla a v trojuholniku AXD vyuZijeme goniometricku
funkciu sinus:

v_2,5_

1
b 5 2
a = 30°.

sina =

Dvojica uhlov &,y a 8, § st zhodné uhly a plati: y = a = 30°,8 = 6.

14



V rovnobezniku plati, Ze sucet vnutornych uhlov je 360°, preto vieme vypocitat velkost
zvysSnych uhlov:

a+p+y+8§=360°
2.0 + 2.30° = 360°
2.5 =300°
B = 150°
Velkosti vnutornych uhlov rovnobeznika st « =y = 30°, 8 = § = 150°.

Priklad 4.

Zo skaly vo vyske 66 m je vidiet vrchol stoZiara pod hibkovym uhlom @ = 37° a patu
stoziara pod hibkovym uhlom B = 51°. Vypocitajte vysku stoZiara.

Riesenie:
Situacia zo zadania prikladu je znazornena na obrazku.

b c VysSku stoZiara BE zistime ako rozdiel
dizok: |BE| = |AD| — |EC].

Dizku EC zistime z trojuholnika DEC.
Vypoditame najskor dizky €D, AB, ktoré
sa rovnaju, pouZzijeme na vypocet tg y.
Plati:

°°m y =90° —51° = 39°
|AB|
tgy = IAD|
|AB| = |AD|.tg y = 66.tg 39°
|AB| = 53,45 m
Vieme vypocditat teraz |EC|:
) |EC]|
tga = CD]
|EC| = |CD|.tg a = 53,45.tg 37°
|[EC| = 40,28 m
|BE| = |AD| — |EC| = 66 — 40,28
=25,72m

Stoziar ma vysku 25,72 m.

V trojuholniku plati sinusovd a kosinusovad veta. Tieto vety pouzivame pri rieSeni
vSeobecného trojuholnika, t. j. pri uréovani nezndmych prvkov vSeobecného
trojuholnika.
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Dékaz sinusovej vety

Dékaz kosinusovej vety

, , a b c
Sinusova vetq: — = —— = —
sina sinf8 siny

Pouzivame ju, ak je trojuholnik dany:

e dvomi stranami a uhlom leZiacim oproti jednej
zZ nich,
e jednou stranou a lubovolnymi dvomi uhlami.

Kosinusovd veta:

2 =p%*+c*—2bc-cosa

a
b’ =a’ +c® —2ac-cos S
¢’ =a’+b*—2ab-cosy

Pouzivame ju, ak je trojuholnik dany:

e tromi stranami,
e dvomi stranami a uhlom nimi zovretym.

Z pravouhlych trojuholnikov APC a BPC mobieme
zapisat vztahy (s vyuZitim goniometrickych funkcii
ostrého uhla pravouhlého trojuholnika):

. v, :
S"WZFZWC =b-sina
=b-sina=a-sinfg
. v i
S|nﬁ=g°:>vcza-smﬁ

==
sina sinpf

Analogicky dokazeme ostatné vztahy.

V pravouhlom trojuholniku plati Pytagorova veta:
A APC:v? = b? — x?
A BPC: v?

a? — y?
Plati rovnost: b? —x?% = aq? — y?

atiezplatic=x+y = y=c—x.
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Dosadime do predchadzajuceho vztahu a upravime:
b? —x?>=a’—-(c—x)>* = a? =b?+c?—2cx
V trojuholniku APC zaroven plati: cosa = g = x = b.cosa

Po opatovnom dosadeni za x dostdvame vztah: a? = b? + ¢? — 2bc.cos a

V dokazovani dalSich vztahov postupujeme analogicky.

Pozndmka. Plati vztah — = _b == 2R, kde R je polomer kruznice opisane;j
sina sin 8 siny

trojuholniku.
Priklad 5.

V trojuholniku ABC st dané: b = 8 cm,c = 6 cm, @ = 120°. Vypoditajte dizku strany
a, velkost vnutornych uhlov 8,y daného trojuholnika.

RieSenie:
Na vypocet ostatnych prvkov v trojuholniku ABC vyuzZijeme sinusovu a kosinusovu vetu.

C

Dizku strany a vypocitame z kosinusovej vety:
a? = b? + ¢ — 2bc.cosa
a’> =8%2+4+6%2—-28.6.cos120°=>a =12,17 cm
Na vypocet zvysSnych uhlov v trojuholnikov pouZijeme zase sinusovu vetu:

siny sina

c a
siny = SR ¢ =sin120°0—— = 0,423
a 12,17
y = 25°17°

Podobne by sme mohli vypocitat aj velkost uhla £, no my pouZijeme na vypocet
vlastnost pre sucet uhlov v trojuholniku:
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p =180°—a—y = 180° — 120° — 25°17" = 34°43’

V trojuholniku ABC maju uhly velkost 25°17°, 34°43" a strana ma dizku 12,17 cm.

Priklad 6.

Na kopci stoji rozhladiia 40 m vysoka. Patu a vrchol tejto rozhladne vidime z urcitého
miesta v udoli pod vySkovymi uhlami a = 35° f = 41°. V akej vyske je vrchol kopca

nad rovinou pozorovacieho miesta?
Riesenie:

Situacia zo zadania uUlohy je zndzornena na obrazku.

B

Z pravouhlého trojuholnika ABC vypocitame velkost uhla y, ¢o je uhol pri vrchole B:

y = 90° — 41° = 49°
Sinusovu vetu vyuZijeme na vypocet dizky Gsecky AD v trojuholniku ABD:
|AD| _ 40
sin49°  sin 6°
40.sin 49°

sin 6°

|AD| =

|AD| = 301,9

Na vypocet vysky kopca, ktory je vobrazku oznaleny ako x = |CD|, vyuzijeme

goniometrickd funkciu sinus v trojuholniku ABC:

X
sina = W
x = |AD|.sina
x = 301,9.sin 35°
x=173,16 m

Vyska kopca, na ktorej je rozhladna, je priblizne 173,16 m.
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Ulohy na precvicenie

1.

Do pravouhlého trojuholnika ABC s pravym uhlom pri vrchole A je vpisana kruznica.
Dotykovy bod T; rozdeluje odvesnu AB v pomere AT;:T;B = 1:4. Urcte velkosti
ostrych uhlov trojuholnika ABC.

. Lichobeznik na obrazku je tetivovy, pricom |BC| = |CD|, |AB| =120 mm je

priemerom opisanej kruznice a |<BCD|120°. Vypocitajte jeho obsah a obvod.

N

. Obsah rovnoramenného trojuholnika so zakladriou dlhou 6 cm je 30 cm?. Vypoditajte

dizku polomeru kruZnice vpisanej a opisanej tomuto trojuholniku.

. Vypoéitajte  obvod  trojuholnika ABC, ak pozndme: |AB| = 8cm,

|BC| = 6 cm, |<BAC| = 30°.

. Na kopci stoji rozhladna 35 m vysoka. Jej patu i vrchol vidime z urcitého miesta v

udoli pod vyskovymi uhlami o = 28°, 8 = 31°. Ako vysoko je vrchol kopca nad rovinou
pozorovacieho miesta?

. Vypocditajte ostatné prvky trojuholnika ABC (dizky stran a velkost vnutornych uhlov

trojuholnika), v ktorom je dané:

a)a=4cm,c=5cm,a = 45°
b)a=65cm,b =46 cm,a = 42°35’

c) b =225mm,a = 107°35", f = 30°40°
da=16cm,b = 25cm,c =36 cm

19



2 Zhodnost a podobnost utvarov. Zhodné a podobné
zobrazenia v rovine. Konstrukcné ulohy

V druhej kapitole uvedieme definiciu a vlastnosti zhodnych a podobnych zobrazeni
v rovine. Vysvetlime pojmy suvisiace so zhodnostou a podobnost geometrickych
utvarov, venujeme sa hlavne trojuholnikom. Podrobnejsie ale popiseme rézne zhodné
zobrazenia, konkrétne osovu a stredovu simernost, posunutie, otoCenie, ale aj jedno
podobné zobrazenie — rovnolahlost. Na konkrétnych prikladoch uvedieme praktické
pouZzitie uvedenych zobrazeni, a to hlavne pri rieSeni konstrukénych uloh a r6znych
aplikacnych dloh.

2.1 Zhodnost trojuholnikov

Dané su dva trojuholniky A, B;C; a A,B,C,. Hovorime, Ze trojuholnik A; B, C; je zhodny
s trojuholnikom A, B, C,, ak su zhodné kazdé dve odpovedajuce si strany a kazdé dva
odpovedajuce si vnutorné uhly.

Zhodnost trojuholnikov A, B, C;, A, B,C, oznacujeme: A;B,C; = A,B,C,.
Teda plati: a; = a,, by = b,, ¢; 2 ¢y, 1 = Ay, f1 = Po, V1 = V2
Platia vety:

e Ak sa dva trojuholniky zhoduju vo vsSetkych troch stranach, tak si zhodné
(veta sss).

B

e Ak sa dva trojuholniky zhoduju v jednej strane a v dvoch uhloch prilahlych, tak
su zhodné (veta usu).
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e Ak sa dva trojuholniky zhoduju v dvoch stranach a v uhle nimi uréenom, tak su

zhodné (veta sus).
A C e

Ulohy na precvicenie

1.

Rozhodnite, ¢i trojuholniky ABC a EFG su zhodné. Ak ano, ich zhodnost od6vodnite
a zapiste:

a) |AB| = 60 mm, |<CAB| = 56°, |<ABC| = 71°
|FG| = 6 cm, |XEFG| = 56°, |<FGE| = 71°

b) |AC| = 9 cm, |<CAB| = 80°, |<BCA| = 46°
|EF| = 9 cm, |<EFG| = 46°, |<FGE| = 54°

. KruZnice k4, k, maju spoloény stred S. Use¢ka AB je priemer kruznice k,, Gse¢ka CD

je priemer kruznice k,. Rozhodnite, Ci vyfarbené trojuholniky (pozri obrazok) su
zhodné. Ak ano, ich zhodnost zdévodnite a zapiste.

. Ktoré dva trojuholniky su zhodné? Zapis zhodnost pre vSetky odpovedajlce si strany

a uhly.

A ABC:|BC| = 8 cm, |2ABC| = 50°,|<BCA| = 93°
ADEF: |DE| = 80 mm, |<DEF| = 93°,|<FDE| = 37°
AMNO: |[NO| = 8 cm, |<OMN| = 50°, |<NOM| = 93°
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2.2 Zhodné zobrazenia v rovine

Zhodné zobrazenia su zobrazenia, v ktorych vytvoreny obraz je zhodny zo vzorom,
t. j. obraz zavisi od vzoru, meni sa podla vzoru.

Najdeme urcite vela ukdzok zhodnych zobrazeni okolo nas, ¢i uz v prirode, v umeni,
v roznych vedach, ale aj v mozaikach, dlazdiciach. Uvedieme niekolko konkrétnych
ukazkach zo Zivota.

EEmEN

POt

Pod zobrazenim Z v rovine rozumieme také zobrazenie, ktoré kazdému bodu X v rovine
priradi prave jeden bod X" v rovine, X" = Z(X).

Pozndmka. Bod X sa nazyva vzor a bod X" obraz v danom zobrazeni.

Zhodné zobrazenia su zobrazenia, v ktorych vytvoreny obraz je zhodny zo vzorom,
t. j. obraz zavisi od vzoru, meni sa podla vzoru.

Ak sa bod X zobrazi na ten isty bod X (zobrazi sa sdm do seba), t.j. X = Z(X) = X', tak
bod X sa nazyva samodruznym bodom.

Ak sa priamka p zobrazi sama do seba, t. j.p = p’, tak je priamka p samodruZnou
priamkou v danom zobrazeni. Kazdy bod na samodruznej priamke je samodruzny.

Lubovolny rovinny udtvar U (trojuholnik, kruznica, Stvoruholnik, ...) sa nazyva
samodruzZnym utvarom, ak sa dany Utvar zobrazi sdm do seba (U = Z(U) = U’), teda
kazdy bod patriaci Utvaru je samodruzny.

X=X
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Involutorné zobrazenie je zobrazenie, ktoré ak priradi vzoru X obraz Y, tak priradi vzoru
Y obraz X.

Priama zhodnost — orientécia bodov vzoru a obrazu je rovnaka. Utvar sa pri priamej
zhodnosti napriklad len posunie alebo otoci (pozri obrazok).

B

Nepriama zhodnost — orientacia bodov vzoru a obrazu je opacna, to znamena, Ze Utvar
sa v nepriamej zhodnost ,,preklopi“.

Zhodné zobrazenie v rovine je také zobrazenie, ktoré dvom réznym bodom X, Y priradi
body X', Y tak, Ze usecky XY, X'Y" st zhodné.

Pre zhodné zobrazenie zakladnych geometrickych Utvarov v rovine platia nasledujuce
vlastnosti:

e Obrazom AB v zhodnom zobrazeni v rovine je A'B".
—> —
e QObrazom AB v zhodnom zobrazeni v rovine je A'B’.

e Obrazom p_A) v zhodnom zobrazeni v rovine je p’A".
e Obrazom <AVB v zhodnom zobrazeni v rovine je <A'V'B’ s nim zhodny.
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e Obrazom rovnobeinych priamok AB,CD v zhodnom zobrazeni v rovine

su rovnobezné priamky A'B’,C'D".
e Dvarovinné utvary su zhodné prave vtedy, ked sa body jedného Utvaru zobrazia

do bodov druhého utvaru tak, Ze usecky, ktoré si v zobrazeni zodpovedaju,
su zhodné.
Dalej sa konkrétne budeme venovat nasledujicim zhodnym zobrazeniam v rovine:
e stredova sumernost,
e 0sova sumernost,

e posunutie (translacia),
e otocenie (rotacia).

2.3 Stredova sumernost

Nech S je bod v rovine. Stredovou sumernostou podla bodu S rozumieme zobrazenie

S(S) v rovine, ktoré kazdému bodu A roviny priradi taky bod A’ roviny, Ze bod S je
stredom Usecky AA".

Body A, A" su stredovo sumerné podla bodu S. Bod S sa nazyva stred sumernosti.
Oznadenie stredovej simernosti so stredom S: S(S): 4 —» A".

Stredova sumernost je jednoznacne uréend stredom sumernosti Salebo dvojicou
bodov, ktoré sa na seba zobrazia (vzor — obraz).

Vlastnosti stredovej simernosti:

e Stredova simernost je involutdrne zobrazenie.

o

L]
X

e Samodruznym bodom je stred sumernosti S.

e Stredova siumernost je priama zhodnost.
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e Priamka, ktora prechddza stredom simernosti S, je samodruzna.

e Vstredovej sumernosti so stredom S je obrazom kazidej priamky
(neprechadzajucej stredom S) priamka s fnou rovnobezna.

e Obrazom uUsecky AB v stredovej siumernosti je zhodna usecka A'B’, ktora je
rovnobezna s useckou AB.

Priklad 1.

Dana je kruznica [(0, ). Zostrojte obraz kruZznice / v stredovej sumernosti podla stredu
S, ktory je vonkajSim bodom kruznice /.

Riesenie:

SS:l-U,S¢l.

Mame dve moznosti rieSenia. Staci zobrazit v danej stredovej simernosti len stred
O kruznice I, S(S): 0 = 0O’, pretoze polomer kruznice I’ bude mat tie? dizku r. Ina
moznost rieSenia je takd, Ze zobrazime v danej stredovej sumernosti stred O

a lubovolny bod A, ktoré patria kruznici /, S(S):0 — 0°,5(5): A — A’. KruZnica /" bude
uréena stredom O” a polomerom |0°A’

2.4 Osova sumernost

Dand je priamka o v rovine. Osovd stmernost v rovine je zobrazenie S(o0), ktoré
kazdému bodu X roviny priradi bod X" roviny tak, Zze body X, X" leZia na kolmici k priamke
o, pricom stred usecky XX lezi na priamke o.
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Body X, X su osovo sumerné podla priamky o. Priamku o nazyvame os sumernosti.
Oznacdenie osovej simernosti s osou 0: S(0): X —» X'.

Osova sumernost je jednoznacne urcena osou sumernosti o alebo dvojicou bodov,
ktoré sa na seba zobrazia (vzor — obraz).

Vlastnosti osovej sumernosti:

e Osova sumernost je involutorne zobrazenie.
XK=y
-

eX =Y

e Samodruzné body osovej simernosti su vSetky body osi simernosti.

e Priamky kolmé na os sumernosti su samodruzné.

[+]

: a
—e——--————":;u ————— = — = — = — -

e Osova sumernost je nepriama zhodnost.

=

Le ™y
"‘-\.
[l 8

e Obrazom lubovolnej polroviny s hrani¢nou priamkou o je polrovina k nej
opacna.
e Osova sumernost zobrazi Gtvar na Utvar s nim zhodny.

Pozndmka. KruZnica sa v osovej simernosti zobrazi na zhodnu kruznicu, trojuholnik
na trojuholnik s nim zhodny, obrazom lubovolnej priamky v osovej sumernosti
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je priamka, usecka sa zobrazi na usecku, ktora je s nou zhodn4, dvojica rovnobeziek sa
zobrazi na dvojicu rovnako vzdialenych rovnobeziek.

Priklad 2.

Dany je trojuholnik ABC a priamka o, ktora pretina dve strany trojuholnika. Zostrojte
obraz trojuholnika ABC podla osi o.

Riesenie:
S(0):ABC —» A’B’C’.

Obrazom trojuholnika ABC v osovej sumernosti podla osi o je trojuholnik A’B°’C" s nim
zhodny. Na jeho zostrojenie staci zobrazit v danej simernosti vSetky jeho vrcholy.
Popiseme zobrazenie bodu B v osovej simernosti podla osi 0. Bodom B vedieme
kolmicu na os o, kolmica pretne os v bode O a bod B” dostaneme tak, Ze bod O je
stredom usecky BB’. Podobne zostrojime obrazy zvysnych dvoch vrcholov A, C
trojuholnika ABC. Os o pretne podla zadania trojuholnik ABC v dvoch réznych bodoch
X, Y, a teda tieto body su samodruinymi bodmi v danej osovej sumernosti
X=X,Yy=Y).

2.5 Posunutie

V posunuti dané utvary posivame danym smerom o danu vzdialenost. KedZze mbézeme
Utvar posuvat dvoma smermi o pevne zvolenu vzdialenost, zavedieme pojem
orientovana usecka.
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Orientovand usecka je usecka E, ktorej krajné body maju uréené poradie, t. j. bod A

je zatiatoény bod, bod B je koncovy bod Useiky. Di¥kou orientovanej usecky AB
nazyvame dizku Usecky AB.

= —_
Posunutie (transldcia) uréené orientovanou Use¢kou AB je zobrazenie T(AB), ktoré

kazdému bodu X priradi bod X" tak, Ze orientované usecky E, XX’ st zhodné a rovnako
orientované.

—
Posunutie je jednoznacne urcené orientovanou useckou AB, ale aj dvojicou bodov,
ktoré sa na seba zobrazia. Oznacenie posunutia: T(AB):X - X'

Vlastnosti posunutia:

e Posunutie nie je involutérne zobrazenie.
e Posunutie nema samodruzné body.

e Samodruiné priamky su vSetky priamky rovnobeiné s orientovanou
useckou AB.

-
_F
pep
e Posunutie je priama zhodnost.
l"' B 01
T M
E ]
- K |I
'. < \‘x_ |
a - '-.\‘- |
e MW _
T L"'l.__ — M
k f
‘-._"‘- I
"‘-,.____ _—-"H

e Obrazom fubovolnej priamky v posunuti je priamka s fiou rovnobezna.
e Obrazom usecky XY v posunuti je Usecka XY’ s nou zhodna a rovnobezna.
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Priklad 3.

Zostrojte obraz Stvoruholnika ABCD v posunuti uréenom orientovanou useckou CA.
Riesenie:

T(CA): ABCD » A'BC'D".

Obrazom Stvoruholnika ABCD v posunuti, ktoré je ur¢ené orientovanou useckou C_A>, je

Stvoruholnik A‘B’C’'D’” zhodny so Stvoruholnikom ABCD. Na jeho zostrojenie nam staci
posunut napriklad jednotlivé vrcholy daného stvoruholnika. To znamen4, Ze budeme

vrcholy posuvat rovnobeZne svektorom CA o dizku usecky CA. Bod A sa posunie
doboduC(C = A4A").

O
Im—— ]
g /
r\ /
J /
/ \ -
) fe=x  _~4D
i . ———— lIll
|l|l _'_'__.'-""'F-FF- f I:"’
/ _— - f)" ,fj
- f .
/ _— ¢
/
e

Priklad mozZeme riesit aj tak, Zze posunieme len niektoré vrcholy stvoruholnika ABCD
a obraz Stvoruholnika A'B'C'D” doplnime podla vlastnosti, Ze obrazom usecky
v posunuti je usecka s nou zhodna a rovnobezna.

2.6 Otocenie

Pri oto¢eni mame znovu dve mozZnosti otacania, méZzeme otacat proti smeru a v smere
hodinovych ruciciek. Zavedieme preto pojem orientovany uhol.

Orientovanym uhlom AV B rozumieme usporiadanu dvojicu polpriamok ﬁ,ﬁ
so spoloénym zaciatkom V. Polpriamky ﬁ,ﬁ nazyvame ramena orientovaného uhla,

VA je zaciato¢né rameno, VB je koncové rameno, bod V je vrchol uhla.

Pod velkostou orientovaného uhla AVB budeme rozumiet velkost konvexného alebo

nekonvexného uhla AV B, ktory vytvorime otocenim polpriamky VA do polpriamky VB
pri pohybe v kladnom zmysle (proti smeru hodinovych ruciciek) alebo v zapornom
zmysle (v smere hodinovych ruciciek).
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Ak splyvaju polpriamky VA, VB rozumieme zakladnou velkostou orientovaného uhla
AV B velkost nulového uhla.

W

Nech je dany bod S a velkost orientovaného uhla a. Otocenie (rotdcia) ur¢ené bodom

Sauhlom a je zobrazenie R(S, a), ktoré kazdému bodu X priraduje bod X" tak, Ze plati:
|SX| = |SX’|a orientovany uhol XSX’je zhodny s orientovanym uhlom a.

otoCenig o + a

otocenie o -a

s

Otocenie je jednoznacne urcené stredom a uhlom otacania. Oznacenie otocenia:
RS, a):X - X"

Vlastnosti otocenia:

Otocenia pre velkost uhla otolenia a # km, k € R nie je involutornym
zobrazenim.
Samodruznym bodom otocenia je iba bod S.

Otocenie nema samodruznu priamku pre velkost uhla oto¢enia @ # km, k € R.
Otocenie je priama zhodnost.

N
| ™.
1
C | \\\_\
| .,
II | W
| e
| B
AR
A % ®
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e Obrazom lubovolnej priamky p v otoceni so stredom S o uhol a je priamka p”
réznobezna s priamkou p, pricom vrcholové uhly, ktoré uréuju priamky p, p’,
maju velkost a.

Pozndmka. Otocenie Utvaru so stredom S a uhlom 180° mdzeme nahradit stredovou
sumernostou so stredom S. Vyskusajte to sami na lubovolnom utvare.

Priklad 4.

Otocte rovnoramenny pravouhly trojuholnik ABC s pravym uhlom pri vrchole C okolo
bodu A o uhol 45°.

Riesenie:
R(A,45°):ABC - A'B°C".

Na zostrojenie otoCeného trojuholnika A'B’C" vyuZijeme jednotlivé vrcholy
trojuholnika, ktoré postupne budeme otacat okolo stredu Ao uhol 45° Podla
vlastnosti, Ze samodruznym bodom otocenia je iba stred otocenia, vrchol A bude
samodruznym bodom otolenia (A = A”). Zvy3né body B, C otoéime podla popisu
z definicie otocenia, a kedZe uhol otocenia je kladné Cislo, tak otacame proti smeru
hodinovych ruciciek. To znamend, Ze vedieme polpriamku bodom A tak, Ze uhol
polpriamok |<I(ﬁ,ﬁ)| = 45°, atiez plati |AB| = |AB’|. Podobne otoéime
aj vrchol C.

2.7 Podobné zobrazenia v rovine. Podobnost trojuholnikov

Podobné zobrazenie je zvlastnym pripadom zobrazenia.

Zobrazenie f mnoZziny M do mnoZiiny M’ sa nazyva podobné (podobnostou)

s koeficientom k € R* prave vtedy, ked dvom navzdjom réznym bodom X, Y priradi

. . .y “ XY e a s
dva navzajom rézne body X', Y’ tak, Ze plati ﬁ = k. Dany vztah vieme vysvetlit aj
tak, Ze podobné zobrazenie zachovava pomer dizok useciek.
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Body X, Y nazyvame vzory, body X', Y’ su ich obrazy. Pre podobnost tGtvarov U, U’ sa
pouziva oznacenie: U~U".

V definicii uvedeny zépis k € R znamena, Ze &islo k je redlne a kladné (teda neméze
byt zaporné alebo 0). Ddvod je jednoduchy — poditame s dizkami Useciek a kazda dizka
usecky je vyjadrena kladnym cislom.

Cislo k sa nazyva koeficient podobnosti a mdZe nadobudat hodnoty:

.....

e k > 1, potom hovorime, Ze ide o zvac¢Senie (obraz je , vacsi“ ako vzor),

e k =1, potom hovorime, Ze ide ozhodnost (teda obraz avzor su rovnako
,velké”), plati teda, Ze zhodnost je len Specidlnym pripadom podobnosti,

e k <1, potom hovorime, Ze ide o zmensenie (teda obraz je mensi ako vzor).

Poznamka. Hodnota koeficientu podobnosti k zavisi od toho, ktory Utvar povazujeme
za vzor, a ktory za obraz.

Platia vety:

e Ak su dva utvary podobné, potom sebe odpovedajice uhly st zhodné.
e Trojuholniky su podobné, ak sa zhoduju v dvoch vnutornych uhloch (veta uu).

.,....-.....-' ]|I _I.ILI i ::;
e Trojuholniky su podobné, ak sa zhoduju v uhle a v pomere stran lezZiacich na
jeho ramenach (veta sus).

e Trojuholniky su podobné, ak su odpovedajuce si strany Umerné (veta sss).
L]

Priklad 5.

Na obrazku st uvedené dva Utvary — $tvorec ABCD so stranou dizky 2 cm a koso$tvorec
A'B’C’D’ so stranou dizky 4 cm. Dizky uhloprie¢ok st vyznacené na obrazku. Zistite,
Ci su tieto utvary podobné.
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Riesenie:
Najskor vypocitame pomer podobnosti k:

AB'| 4 _|BC| 4 __ICD|_4 _|AD| 4

Y - l—_ - !—___2)—_ =2)
|AB| 2 |BC| 2 |CD| 2 |AD| 2
pre pomer dizok uhloprie¢ok plati:
|A°C’| 695

= = 2,45
|AC| ~ 2,83

Z uvedeného vyplyva, 7e Gtvary nie si podobné, pretoze nemaju rovnaky pomer dizok
odpovedajucich si Usetiek. Nadli sme iny pomer pre dizky uhloprietok A'C’, AC,
podobne sme mohli uvazovat o dizkach uhloprie¢ok B'D’, BD, kde by bol pomer k iny
nez 2.

Priklad 6.

K danému trojuholniku KLM s dizkami stran 6 cm, 4 cm, 6 cm zostrojte dva podobné
trojuholniky K'L'M’, K”’L”"M"" postupne s koeficientmi k" = %, k' = S Su trojuholniky
K'L'M',K”'L”"M" tiez podobné?

Riesenie:

Vypocitame najskér dizky stran K'L", L'M’, K'M’. Plati:

—lK,L,l k’ 1 |K'L’| 1 |[KL| =3
= = - = — =
IKL| 2 2 cm
v _ 1 IL'M’| L ILM| = 2
= = - = — =
ILM| 2 2 cm
KMy L |K'M’| 1 IKM| = 3
= = - = = — =
|KM| 2 2 cm

Trojuholnik K'L’'M° mé polovi¢né dizky stran ako trojuholnik KLM. Zostrojime

trojuholnik so stranami 3 cm, 2cm, 3 cm.
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Pre trojuholnik K”'L""M"" plati:

|K,’L’,| k// 3 |KIILII| 3 |KL| 9
= === = — =
IKL| 2 2 cm
|L”M”| _ k’/ _ 3 i |L/IM/’| — 3 |LM| — 6
M| T2 ~2 o
|K,’M”| _ k” _ 3 i |KIIMI/| — 3 |KM| — 9
kM| ¢ T2 ~2 —oom

—
-
e

K’ Scm L"

Z uvedenych vypoctov je mozné vidiet, Ze v prvom pripade ide o zmensenie a v druhom
o zvacSenie. Trojuholniky K'L'M’,K”L"”"M’ su tiez podobné (K'L'M'~ K L"M’")
pretoze:

|K/ILII| |LIIMII| |KIIMI/| 9 6

_ — - =_=3,
K'L| — |L'M| ~ |[KM| 3 2

Priklad 7.

Tien stromu ma dlzku 35 m, tiefl kolmej metrovej ty¢e ma v tom istom case dlzku
148 cm. Vypocitajte vysku stromu, ak sinecné lice povazujeme za rovnobeiné.

RieSenie:

Oznacime si trojuholniky ABC, A’'B°C’, ktoré su podobné podla vety uu, atiez B = B’.
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Plati:

wB AC
|AB| _ |AC]

1,48 1

55 = Tac |AC| = 23,65 m.

Strom je vysoky 23,65 m.
Priklad 8.

Vypoditajte vymeru obdiZnikového pozemku s rozmermi v pomere 1:2 na plane
v mierke 1:3000, ak v skutocnosti ma pozemok 18 ha.

Riesenie:

Oznaéme strany pozemku v skutoénosti ako a’, b’, pricom tento obdiZnik je podobny
obdlzniku so stranami a, b. Zo zadania vieme, ?e plati: a’ = 2b" a vypoéitame teda
skuto€né rozmery pozemku nasledovne:

§"=180000m? = a’.h" = 2.(b")?
9.10000 m?* = (b")?
b"=300m
Z uvedeného vyplyva, Ze pozemok ma rozmery 300 m a 600 m. KedZe pozemok

v skutocnosti je podobny pozemku, ktory je zakresleny na mape s mierkou 1:3000, plati
1 mm na mape zodpovedd 3000 mm v skutoc¢nosti, potom

1 B a
3000 300.1000

Odtial vyplyva, Ze pre druhy rozmer pozemku je b = 200 mm. Obsah obdiznikového
pozemku na mape je S = a.b = 200 cm?.

= a =100 mm.

Prikladom podobného zobrazenia v rovine je rovnolahlost, ktoré ma vsetky vlastnosti
podobného zobrazenia (uvddzame ich v Uvode tejto podkapitoly), ale naviac ma taku
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vlastnost, Ze v zobrazeni sebe odpovedajice si priamky (resp. usecky) su vidy
rovnobezné.

Vrovine je dany bod S a Yy ER,y # 0,y # 1. Ku kazdému bodu X (vzor) roviny
zostrojime bod X’ (obraz) podla predpisu:

e AkX =S, potomX =S,

e Ak X # S, zostrojime bod X” na priamke SX tak, aby pre dizky setiek SX’, SX
platil vztah % = | x|, pricom, ak y > 0, zostrojime bod X na polpriamke SX,
ak ale y < 0, zostrojime bod X" na opacnej polpriamke k SX.

Bod S nazyvame stred rovnolahlosti, redlne Cislo y koeficientom rovnolahlosti.

Oznadenie rovnolahlosti so stredom S a koeficientom rovnolahlosti y: H(S, x):
X - X

Priklad 9.

Zobrazte bod X v rovnolahlosti danej stredom rovnolahlosti S (X # S) a koeficientami

1
X=21X=_E'

RieSenie:
KedZze y =2 > 0, lezi bod X na polpriamke SX. Zostrojime teda polpriamku SX

a odmeriame vzdialenost bodov S,X. Zvolili sme si |SX| = 3 cm. Vypocitame
vzdialenost |SX’| = |SX|.|x| = 3.2 = 6 cm. Bod X" leZi vo vzdialenosti 6 cm od bodu

S na polpriamke SX.

X X'

V druhom pripade je y = —%. KedZze y = —% < 0, lezi bod X" na opacnej polpriamke

k polpriamke SX. Zostrojime opacnu polpriamku k polpriamke SX a odmeriame
vzdialenost bodov S,X. Ajvtomto pripade sme si zvolili |SX| = 3 cm. Vypocitame

vzdialenost |SX’| = |SX]|. x| = 3. |—§| =§ cm. Bod X’ lezi vo vzdialenosti 1,5 cm

od bodu S na opacnej polpriamke k SX.
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Ulohy na precvicenie

1.

10

11.

Dané su dva $tvorce ABCD, A'B'C'D’ sdizkami stran 2cm a 5cm. Zistite, &i su
podobné.

. Dané su dve kruznice k(S;,3 cm), I(S,, 3 cm). Zistite, ¢i su podobné.

. Stvorec mé dizku strany a = 2 cm. Zostrojte podobny $tvorec s koeficientom

podobnosti k = 1,5. Ide o zvacsenie?

. Stredy stran kosostvorca su vrcholy rovnobeznika. Su tieto Utvary podobné?

. Trojuholnik ABC ma vnutorné uhly velkosti « = 30°,y = 45°. Trojuholnik KLM ma

vnutorné uhly k = 105°, 4 = 30°. SU podobné?

. Rozhodnite, ¢i su trojuholniky ABC, A'B’C’ podobné, ak a = g, b = %,y =70%a =

5 4,11, °
E'b —4,)/ = 70°.

. Vypocitajte vymeru pozemku, ktory je na mape v mierke 1:10000 zobrazeny

plochou 13,4 cm?.

. Budova skoly vrha tien na rovinu dvora 16 m dlhy a v tom istom case zvisla metrova

tyC vrha tient 132 cm dlhy. Zistite vySku budovy Skoly.

. Priama cesta rovnomerne stupa na kazdych dvoch metroch o 46 cm. O kolko metrov

stupne cesta na vzdialenosti 270 m?

. Nastupiste lanovky, ktord rovnomerne stupa, je vzdialené 4200 m od jej cielového
miesta a postavené je o 180 m nizSie. Ako daleko od nastupista je cestujuci, ak sa
nachadza vo vyske 50 m nad zemou?

Narysujte rovnostranny trojuholnik ABC so stranou a = 3,5 cm. Zvolte v jeho
vnutri bod M a zostrojte rovnolahly trojuholnik A'B'C" podla stredu M

. 3
a s koeficientom y = — pe

2.8 Riesenie konstrukénych uloh metdédou zhodnych a podobnych

zobrazeni

Nasledujuca kapitola bude obsahovat riesené konstrukéné ulohy s vyuZitim metdod
stredovej sumernosti, osovej siumernosti, otocenia, posunutia, ale aj podobnosti
a rovnolahlosti. Ulohy budu rie$ené s prihliadanym na jednotlivé fazy riedenia — naért,
rozbor, postup konstrukcie, konstrukcia, skuska, diskusia, nevyhnutnych pri rieseni

ko

nstrukénych uloh.
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Priklad 10.

Dané su dve réznobeiné priamky p, g a bod F, ktory nelezi na priamkach. Zostrojte
Stvorec ABCD so stredom F tak, aby bod A patril priamke p a bod C priamke q.

Riesenie:

Nacrt

Rozbor

Ked najdeme z hlfadaného Stvorca bod A alebo bod C, tak dany Stvorec ABCD vieme
zostrojit. Nech mame napriklad bod A, ktory patri priamke p. Potom bod C je obrazom
bodu A v stredovej simernosti podla bodu F. TiezZ plati: bod A lezi na priamke p, tak
bod Cbude lezat na obraze priamky p’v stredovej simernosti podla bodu F. Zo zadania
Ulohy ma teda bod C leZat na priamke g a zaroven na priamke p”.

Postup konstrukcie

1. p,qF
p;S(F):p-p
C;Ceqnyp’
A;S(F):C - A

k; k(F,|AF))
mFemmL AC
B,D;knm = {B,S}
ABCD

0N Uk wN
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Skuska

Vyplyva z rozboru a konstrukcie.

Diskusia

Vietky kroky konstrukcie st jednoznaéné. Uloha ma jedno rieenie.
Priklad 11.

Dana je priamka b a kruznice k, I. Zostrojte usecku XY tak, aby bod X patril kruznici k,
bod Y patril kruznici /, stred usecky XY bol bodom priamky b, a aby usecka XY bola kolma
na priamku b.

Riesenie:

Nacrt
: Ix
Ve iv
( P

Rozbor

Ak najdeme bod X alebo Y podla podmienok zo zadania ulohy, Usecku XY vieme
zostrojit. Nech napriklad mame bod X, potom bod Y je jeho obraz v osovej simernosti
podla priamky b. KedZe bod X lezi na kruznici k, tak bod Y musi lezat na obraze k’
kruznici k, a tiez bod Y lezi na kruznici /.

K/ N
."; \\-".
|II s I',.
| ° Tx
N, / I
. A
O
—_ T T - |
. '\.
k Y 5
! L~ T . M|
i S Y
N e I
\ / — )
i\ : .'..- !
s !
S PRy
~T 7 e
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Postup konstrukcie Konstrukcia

2. k';S(b):k —» k' */ N
3.Y;YeEk Nl -
4. X;S(b):Y » X | * 15
5. XY |
N,y S
o -
:'{.'{. s | Sy, |
/ T
I .? \“*\r
\ -‘-': / :
5 4
Yo .
Skigka

Vyplyva z rozboru a konstrukcie.
Diskusia

Uloha ma najviac dve riedenia, pretoze sa kruznice k” al pretni maximalne v dvoch
bodoch.

Priklad 12.

Dana je priamka p, kruznica k a body C, D. Zostrojte rovnobeznik ABCD, ak bod A patri
priamke p, bod B patri kruznici k.

Riesenie:
Nacrt
p|
|
| ~
|| 0] al
s
Al f,_/' B \\,\h
| f \
| | s
|
| N4
Rozbor

Predpokladajme, Ze dany rovnobeznik ABCD mame zostrojeny. KedZze mame body C, D
astrany AB, CD rovnobeznika su navzajom rovnobezné, tak posunutie v smere

orientovanej usecky DC zobrazi bod Ado bodu B. Posunieme preto vsmere
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orientovanej usecky DC priamku p, jej obrazom je priamka p’. Bod B musi teda leZat aj
na priamke p’, aj na kruznici k.

I
P
I

Postup konstrukcie

1. p,k,C,D

2. p% T(l—)_C)):p -p
3.B;BeEp Nk

4. A;T(CD):B - A
5. ABCD

Skuska

Vyplyva z rozboru a konstrukcie.

Diskusia

Pocet riedeni zavisi od pocétu prieseénikov priamky p” a kruinice k. Uloha ma dve
rieSenia.

Priklad 13.

Z pravidelného Sestuholnika ABCDEF zostali len body T, X, Y, pricom bod T je stredom
Sestuholnika abody X, Y sU postupne body patriace strandm AB, CD daného
Sestuholnika ABCDEF.
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Riesenie:

Nacrt
L ]
.
x. oy
Rozbor
Sestuholnik mozZieme otacat okolo jeho stredu T postupne

o 60°,120°,180° 240° 300° avtedy sa zobrazi sam do seba. (Vieme to preto, Ze
Sestuholnik vieme rozdelit na Sest rovnostrannych trojuholnikov, t. j. vnutorné uhly
maju velkost 60°). KedZe body X, Y leZia na stranach AB, CD, vyberieme také otocenie
okolo bodu T, aby sa otocil bod X do bodu X’, teda strana AB na stranu CD. Uhol
otoCenia bude 120°. Obrazom bodu X v danom otoceni je bod X', ktory sa zobrazi

na usecku CD. Potom na priamke YX lezi aj usecka CD.

Postup konstrukcie

1. T,X,Y

X R(T,120°):X » X’
m;TEm,mL(Y—X}
Z;ZeEmnYX

C,D;CEYX, D€YX, |«CTZ| =
|«DTZ| = 30°

. k; k(T,|TC))

. ABCDEF

A wnN

N O

Skuska
Vyplyva z rozboru a konstrukcie.
Diskusia

Uloha ma jedno riedenie.
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Priklad 14.
Zostrojte trojuholnik ABC, ak poznate a = 45°, 5 = 60°, v, =5 cm.
Riesenie:

Nacrt

Rozbor

Ak pozndme dva vnutorné uhly a,f, vedeli by sme zostrojit nekone¢ne mnoho
trojuholnikov, ktoré by mali tieto velkosti uhlov, ale nemali by predpisanu vysku
v, = 5 cm. Zostrojime jeden pomocny trojuholnik AB’C” svnutornymi uhlami
a = 45° B = 60°. Lubovolne zostrojime usec¢ku A"B’a dve polpriamky m,ﬁ tak,
Ze |<B’AM| = 45°, |<AB’N| = 60°. Bod C’ je prienikom polpriamok AM,B’N. Pre
trojuholniky AB’C’, ABC bude platit, Ze su podla vety uu podobné. Vo vzdialenosti
v, = 5 cm zostrojime priamku p rovnobezni s A'B’. Bod C je prienikom polpriamky

AM a priamky p. Rovnobezka s Useckou B'C’ prechddzajica bodom C uréi bod B.

Postup konstrukcie KonStrukcia
1. AB’; |AB|” — l'ubovolne
AM; |«B’AM| = 45°

B'N; |<AB’N| = 60°
C;C € AMNB'N

AB’C’

p;p |l ﬁ, |p,ﬁ| =5cm
C;CepN AM

q;q I BC',C €q
.B;BEqnAB

10. ABC

©ON O UR WN

Skuska
Trojuholnik ABC ma vnutorny uhol pri vrchole B velkost f = 60°, pretoze q || B'C".

Pri vrchole A je zase uhol velkosti @ = 45°, pretoze |<B’AM| = 45°. Trojuholnik ABC
ma vysku v, = 5 cm, pretoze |p, AB| = 5 cm.
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Diskusia

Uloha mé jedno rie$enie, lebo pomocny trojuholnik AB’C” je podla vety usu zostrojeny

jednoznacne a prienik priamok q,ﬁje len jeden bod B.
Priklad 15.

Do daného trojuholnika ABC vpiste Stvorec KLMN tak, aby strana KL lezala na strane
AB, bod M lezal na strane BC a bod N na strane AC.

Riesenie:
Rozbor

Na konstrukciu Stvorec KLMN su uvedené viaceré podmienky. Zanedbame
podmienku, aby bod M lezal na strane BC. Vtomto pripade vieme zostrojit vela
pomocnych Stvorcov K'L’"M’N’ tak, aby jeho strana KL’ leZala na strane AB, bod N’
patri strane AC. Ak pouZijeme rovnolahlost so stredom vo vrchole A trojuholnika ABC,
potom zobrazime pomocny Stvorec K'L’M N’ do hladaného Stvorca KLMN tak,ze M €

AM" N BC.

Postup konstrukcie Konstrukcia
1. ABC
2. K'L'M'N" — pomocny Stvorec
3. M;M € AM’ n BC
4. KLMN

Skuska
Zostrojeny $tvorec KLMN splifia podmienky zo zadania dlohy.
Diskusia

Uloha ma najviac jedno riesenie. Ak je trojuholnik ABC tupouhly stupym uhlom
vo vrchole A, uloha nema riesSenie, pretoZe strana KL by nelezala na strane AB, ale

na priamke AB.
Ulohy na precvic¢enie

1. Dand je priamka p, kruZznica k a dva r6zne body S, O. Zostrojte trojuholnik ABC tak,
aby bod A lezal na priamke p, bod B na kruznici k a body S, O boli postupne stredmi
stran AC, BC trojuholnika ABC.
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10

11.

12.
13.

14.

15.

16.

. Body X, Y, V patria stranam postupne leziacich na priamkach ﬁ, <B_C),(C_D) obdiznika

ABCD a bod Z je priese¢nik uhloprie¢ok daného obdiznika. Zostrojte obdiZnik ABCD.

. Dané su dve sustredné kruznice k, | a bod S, ktory lezi na kruznici s mensim

polomerom. Zostrojte rovnobeznik so stredom S, ktorého vrcholy lezia na danych
kruzniciach k, /.

. Dané su dve kruznice k, | a priamka p. Zostrojte rovnostranny trojuholnik ABC,

ktorého tazZnica t, lezi na priamke p a vrcholy A, B leZia postupne na kruZniciach k, /.

. Dana je priamka p a dva rozne body A, B, ktoré lezia v jednej z polrovin s hrani¢nou

priamkou p. Najdite bod X na priamke p, aby sucet usecCiek AX, BX bol minimalny.

. Dané su dve rovnobezné priamky x, y a priamka z s nimi r6znobezna. Zostrojte

Stvorec XYZV, ktorého vrchol X lezi na priamke x, vrchol Z na priamke z a uhlopriecka
YV je ¢astou priamky y.

. Dané su dve kruznice k, I, priamka p a usecka AB. Zostrojte priamku g rovnobeznu

s priamkou p tak, aby vzdialenost medzi jej priesec¢nikmi s kruznicami k, / bola rovna
dizke Usecky AB.

. Dané su réznobezné priamky x, y, z a kladné Cislo w. Zostrojte také body X, Y, ktoré

leZia postupne na priamkach x, y tak, aby priamka XY bola rovnobezna s priamkou
z a dizka Usecky XY sa rovnala &islu w.

. Dané su dve roznobeiné priamky p, g, bod T a rovnoramenny trojuholnik KLM.

Zostrojte trojuholnik TUV podobny s trojuholnikom KLM tak, aby bod U patril
priamke p a bod V patril priamke g.

. Zostrojte rovnostranny trojuholnik ABC, ktorého vrcholy leZia na troch
rovnobeznych priamkach.

Dana je kruZnica k a dva ro6zne body P, Q. Zostrojte dve rovnobezné priamky p, g
prechadzajuce postupne bodmi P, Q tak, aby pretinali kruznicu k v bodoch X, Y
ohranicujucich stvrtinu kruznice.

Zostrojte trojuholnik ABC, ak poznate a = 60°,f = 45°,t. = 6 cm.
Zostrojte kosostvorec ABCD, ak poznatea = 5cm,e: f = 3: 4.

Do polkruhu s priemerom AB vpiste Stvorec KLMN tak, aby strana Stvorca
KL lezala na AB.

Danému ostrouhlému trojuholniku ABC vpiste obdiZznik KLMN, ktorého strany s
v pomere 3: 2 tak, aby strana M N leZala na strane BC.

Vpiste do daného uhla AV B kruznicu, ktora prechadza bodom M.
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3 Zakladné vety stereometrie. Polohové a metrické
vlastnosti linearnych utvarov v priestore

V tretej kapitole sa budeme venovat rovnobeinému premietania z pohladu jeho
definovania a popisu vlastnosti. Uvedieme najdélezitejSie pojmy a vlastnosti suvisiace
svykladom danej problematiky. TaktieZz sme v kapitole spracovali problematiku
suvisiacu so zistovanim polohovych a metrickych vlastnosti réznych linearnych
geometrickych Utvarov v priestore. Popisané vlastnosti geometrickych Uutvarov
budeme demonstrovat aj konkrétnymi prikladmi, ktoré si vhodne doplnené aj
0 nazorné obrazky.

3.1 Volné rovnobezné premietanie

Medzi najpouzivanejSiu metddu zobrazovania v sekunddrnom matematickom
vzdeldvani patri volné rovnobeiné premietanie. Ako teda spravne znazornit
trojrozmerné teleso v rovine s vyuzitim uvedenej metddy?

Pri rieSeni uloh v priestore maju vyznamnu ulohu obrazky a nacrtky, a preto treba
vediet s nimi aj pracovat. Priemetom geometrického Utvaru vo volnom rovnobeznom
premietani je geometricky Utvar, ktory pozostdva z rovnobeinych priemetov
vyznamnych bodov zobrazovaného utvaru.

Zakladom zobrazovania geometrickych Utvarov vo volnom volnobeznom premietani
je rovnobeiné premietanie Utvaru z trojrozmerného priestoru do jednej roviny.
Rovnobeiné premietanie je jedna z najjednoduchsich zobrazovacich metdd, a pritom
je dostato€ne ndzorna. NajcastejSie sa vo volnom rovnobeZznom premietani zobrazuju
telesa ako kocka, kvader, kuzel, valec, gula a r6zne skupiny telies z nich kombinované
(Rumanova a kol., 2022).

Pozndmka. Castejsie ako rovnobeiné premietanie sa v $kolskej praxi pouZiva pojem
volné rovnobeiné premietanie. Toto premietanie je pripadom rovnobeiného
premietania z priestoru do roviny, ktoré ale nie je viazané na Ziadnu suradnicovu
sustavu v priestore.

Uvedme definiciu rovnobeiného premietania z priestoru do roviny, ktord nazyvame
priemetna. Dand je lubovolnd priamka s a lubovolna rovina a (priamka s je r6znobezna
s rovinou a). Zobrazenie f z priestoru do roviny a, ktoré priraduje lubovolnému bodu
X bod X', ktory vznikne prienikom priamky s* aroviny @, sa nazyva rovnobeiné
premietanie s danym smerom premietania s a priemetrfiou a (pozri obrazok). Priamka
s* prechadza bodom X a je rovnobeZna so smerom premietania s.
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V pripade, Ze je priamka s kolma na priemetnu a, tak premietanie nazyvame ko/lmym

(pravouhlym) premietanim.

Zakladné vlastnosti rovnobezného premietania su:

Rovnobeznym priemetom priamky, ktora je rovnobeinda so smerom
premietania, je bod.

Rovnobeznym priemetom priamky, ktord nie je rovnobeina so smerom
premietania, je priamka.

Rovnobezinym priemetom roviny, ktord je rovnobeina so smerom premietania,
je priamka.

Rovnobeznym priemetom roviny, ktora nie je rovnobeina so smerom
premietania, je celd priemetna.

Rovnobeiné a zhodné usecky, ktoré nie sU rovnobeiné so smerom premietania,
sa v rovhobeZznom premietani zobrazia do rovnobeznych a zhodnych uUseciek.
Stred Usecky sa v rovnobeZnom premietani zobrazi do stredu usecky.

Rovinny utvar, ktory lezi v rovine rovnobezinej s priemetriou, sa v rovhobeznom
premietani zobrazi do zhodného utvaru s danym rovinnym dtvarom.

V rovnobeZnom premietani sa zachovava rovnobeznost a usporiadanie bodov
na priamke.

Ak priamky su navzdjom kolmé (ale Ziadna z nich nie je kolma na priemetriu), tak
ich priemety su tiez kolmé priamky prave vtedy, ked' je aspon jedna z priamok
rovnobezind s priemetnou.

Pozndmka. Z vlastnosti rovnobeiného premietania je zrejmé, Ze priemetom bodu je
bod. Ak bod leZi na priamke, tak aj jeho obraz bude potom lezat na obraze priamky.
Zaroven plati, Ze vSetky body priemetne a sa zobrazia samé do seba. Rovina

rovnobeind s priemethou sa nazyva priecelnd rovina. O telese, ktoré ma niektoru
zo stien rovnobeZnu s priemetriou, potom hovorime, Ze je v prieCelnej polohe.

Zobrazovanie telies z priestoru do roviny by malo spifiat zasady spravnosti, ndzornosti,
ale aj jednoduchosti. Niekedy aj spravne zostrojeny priemet telesa nemusi byt
dostatocne nazorny (nevieme zistit vztahy medzi jednotlivymi hranami, stenami telesa
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alebo iné déleZité vlastnosti telesa). Dalej popi$eme zobrazenie niektorych zakladnych
telies (priestorovych geometrickych Utvarov) vo volnom rovnobeznom premietani tak,
aby spifiali véetky spomenuté zasady.

V skolskej praxi sa naj¢astejsSie pouziva také volné rovnobezné premietanie, v ktorom
sa Usecka kolma na priemetnu zobrazi do Usecky, ktorad zviera uhol 45° s obrazom
isecky rovnobeinej s priemetriou. Dizka zobrazenej usecky sa zmensi na polovicu.
Na obrazku je naznacena konstrukcia kocky ABCDEFGH vo volnom rovnobeznom
premietani s hranou dizky a. Priemety Usetiek AD, BC, EH a FG sU rovnobeiné
a rovnako dlhé usecky.

D C
a D
afd
\45°
[y a B A a B

Pozndmka. Pohlady na teleso delime podla toho, ako sa na teleso pozerdme, ¢o
u Ziakov vzhladom na ich rézne Urovne priestorovej predstavivosti moze pri rieSeni
geometrickych uloh v priestore spdsobovat problémy. Pohlady na telesa pozname
nasledujuce: pohlad na teleso zdola (podhlad), pohlad na teleso zhora (nadhlad),
pohlad zlava a pohlad sprava.

Na dalSom obrazku je zostrojeny priemet valca vo volnom rovnobeznom premietani
s danou vyskou v a polomerom podstavy r.
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Priklad 1.

Zobrazte pismena v tvare H a F vo volnom rovnobeZznom premietani.

Riesenie:

Priklad 2.

Zobrazte pravidelny Sestboky ihlan vo volnom rovnobeinom premietani, ktorého
podstava lezi vo vodorovnej rovine.
Riesenie:

Pri konstrukcii obrazu pravidelného Sestuholnika si treba uvedomit vlastnost
zobrazenia vhodnej Usecky podstavy. Konstrukcia daného obrazu podstavy je zrejma
z obrazka.

3.2 Polohové vlastnosti linearnych utvarov v priestore

Pri zistovani vzajomnej polohy geometrickych Gtvarov v priestore skimame, ¢i Utvary
leZia alebo neleZia v spolo¢nej rovine a ¢i maju spoloéné body. Vzdjomné polohy dvoch
priamok moéZeme znazornit aj na konkrétnom telese, napriklad na kocke ABCDEFGH,
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kde vidiet, Ze dve priamky moéZu byt rovnobeiné, mimobezné, totoZné alebo
réznobezné.

0 A 3] P A ] PO A B " A S BF

Podobne moZeme prezentovat vzajomné polohy priamky aroviny znazornenim

v telese, napriklad na kocke ABCDEFGH, kde sme zvolili rovinu a = ABC. Potom
priamka moze byt s rovinou rovnobeznd, r6znobezZnd alebo priamka leZi v rovine.
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Definicia rovnobeznosti priamky s rovinou je: ,Priamka p je rovnobeind s rovinou «a
prave vtedy, ked snou nemad spolo¢ny bod.” Kritérium rovnobezZnosti priamky
srovinou je: ,Priamka p je rovnobeZnda srovinou a prave vtedy, ked je priamka p
rovnobezna s niektorou priamkou g rovinya, (p la) @ Igc a:(p Il g).“

Uvedené kritérium aplikujeme aj na konkrétnej ulohe (pozri prvy obrdzok vyssie).
Priamka p = HG rovnobeina s rovinou a = ABC, pretoze vieme najst aspon jednu

priamku z roviny a (napriklad priamka g = (CT))), ktord je s priamkou p rovnobezna.
Spomenieme, Ze rovnobezZnost priamok p, g vyplyva z vlastnosti Stvorca CDHG.

Vzdjomné polohy dvoch rovin sU zndzornené na kocke ABCDEFGH na dalSich
jednotlivych obrazkoch. Dve roviny mozu byt rovnobezZné, r6znobezné alebo totozné.

H
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Délezita je aj nasledujucu vlastnost: ,Ak maju dve roviny spolo¢ny aspon jeden bod,
potom maju spolo¢nu priamku, ktord nazyvame priesecnicou alebo roviny su totozné*“.

Definicia rovnobeznosti dvoch rovin je: ,,Dve roviny a, § sU rovnobeZné prave vtedy,
ked kazda priamka jednej roviny je rovnobeina sdruhou rovinou, (a |l B) &
Vp c a: (p |l B).“ A ndsledne vyslovime aj kritérium rovnobeznosti dvoch rovin: , Dve
roviny a, 5 su rovnobezné prave vtedy, ked v rovine a existuju dve r6znobezné priamky
p, g, z ktorych kazda je rovnobeznas rovinou B, (a Il ) © Ap,q c a,p k q¢: (B Il p) A

CARON

Uvedieme dalej vety o rovnobeznosti priamok arovin aj so symbolickym zapisom
a nazornymi obrazkami, ktoré danu vlastnost konkrétne prezentuju:

e Akje priamka p rovnobeznd s priamkou g a priamka g je rovnobezna s priamkou
r, potom je priamka p rovnobeind aj s priamkou r. Vp,q,r € E;: ((p Il q) A

(qIm)=®@In

—————————---{ T
3]

p A B

e Ak je rovina a rovnobeZna s rovinou [ arovina [ je rovnobeZna s rovinou v,
potom je rovina a rovnobeina aj srovinou y. Va,f,y € Ej: ((a I B) A

Bly)=(aly)

e Ak je priamka p rovnobeind s priamkou g a priamka g je rovnobeind s rovinou
a, potom je priamka p rovnobezna aj s rovinou a. Vp,q,a € Es: ((p Il g)A

(qlla))= @la)
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e Ak je priamka p rovnobeznd s rovinou a a rovina a je rovnobezna s rovinou f3,
potom je priamka p rovnobeina aj s rovinou (. Vp,a,f € Ej: ((p Il @) A

@lp)= @I

e Ak je priamka p rovnobeznd s dvoma navzdjom réznobeinymi rovinami «, 5,
potom je priamka p rovnobeinda aj sich prieseénicou q. Vp,q,a,f €
E:(0la)A(lIprgeanB)= @l

an

% D C

Ak maju dve roviny spolo¢ny bod, maju spolo¢nu priamku, ktoru je potrebné tiez najst.
Uvedieme dalej postup, ako konstrukcéne zostrojit priesecnicu dvoch rovin.

Priklad 3.

Zostrojte priese¢nicu rovin ABC a BXY v nepravidelnom Stvorbokom kolmom hranole
ABCDEFGH, ak bod X lezi v stene BCG a bod Y lezi na hrane DH.
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Riesenie:

Treba si najskor uvedomit, ¢o to predstavuje hladat spolo¢nu prieseénicu dvoch rovin.
A teda, na zostrojenie priesec¢nice potrebujeme najst dva spolocné body rovin ABC
a BXY. Jednym spoloénym bodom je bod B, druhy spolo¢ny bod ndjdeme ako
priesecnik priamky XY s rovinou ABC. Kolmym priemetom bodu Y do roviny ABC je

bod D a kolmy priemet bodu X oznacime Z. Priese¢nik priamok XY aDZ je hladanym
bodom, ozna¢ime ho P. Hladanou priesecnicou rovin je teda priamka BP.

Pozndmka. Uvedieme aj iny spb6sob ako ndjst prieseCnicu dvoch rovin. Najskor
zostrojime rez hranola rovinou BXY. Rezovym utvarom je Stvoruholnik B1Y2, a preto
priesecnicou rovin ABC a mje priamka BP’. Na obrazku je mozné vidiet, Zze body P’
a P lezia na priamke (B_Z), ktord je prieseCnicou rezovej roviny BXY s rovinou podstavy
ABC.

Daldou vzajomnou polohou geometrickych Utvarov, ktorej sa budeme venovat, je
vzajomnad poloha troch rovin. Uvedieme ich jednotlivo aj pomocou nazornych obrazkov
a symbolickych zapisov. Budeme uvazovat tri rézne roviny. Ale ak by sme nepouZzili
slovo ,rézne”, tak by dve roviny z tychto troch rovin mohli byt aj totoZzné. Potom

musime uvazovat takisto o vzajomnej polohe dvoch rovin, kde nastanud tri pripady
vzajomnej polohy rovin, t. j. roviny s rovnobezné alebo totozné alebo r6znobezné.

Tri r6zne roviny a, 5, ¥ mOzu mat tieto vzajomné polohy:

e Vsetky tri roviny st navzdjom rovnobezné rozne.a ll S Il y

53



e Dve roviny sU navzdajom rovnobeiné rbdzne a tretia je s nimi roznobezina,
priesecnice sU navzadjom rdzne rovnobezky. ((a IBOAy Ha)A(y i ﬂ)) =

(pcany)a@eBny))Alp il g

H/ G
G

T
|
|
|
|
|
|
|
|
] _————

e KaZzdé dve roviny suU navzajom rbéznobeiné, priesecnice sU navzajom rbzne
rovnobezky. (@t B MA(pcany)A@@cfnyATcanBAp@lql
)
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e KaZzdé dve roviny su navzajom r6znobezné a maju jedinu spolocnu priesecnicu.

(akphtv)A(pcanpfny)
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e Kazidé dve roviny su navzajom rdznobezné a maju spolocny jediny bod.

(akBry)A(PEANBNY)

T ¢

Pozndmka. Vzajomna poloha troch rovin je problematika, ktoru je potrebné spomenut
aspon strucne, pretoze sa niektoré vlastnosti tejto vzajomnej polohy tiez vyuzivaju pri
zostrojovani rezu telesa rovinou.

Daldou déleZitou témou, stvisiacou s vlastnostami geometrickych Utvarov v priestore,
je zostrojenie rovinného rezu danou rovinou. Zadefinujme teda pojem rez telesa
rovinou. Rez telesa je prienik telesa a roviny, alebo rovinny utvar, ktorého hranica
vznikne ako prienik stien telesa s rovinou rezu.

Pri konStrukcii rezu telesa rovinou vyuzivame nasledujuce vety:

e Ak dve rovnobeiné roviny pretina tretia rovina, potom ich pretina
v rovnobeznych priamkach.

e Ak je priamka rovnobezna s dvoma r6znobezinymi rovinami, tak je rovnobezna
aj z ich priesecnicou.

e Nech kazdé dve ztroch rovin su r6znobeiné. Potom ak dve z priesecnic
prechadzaju jednym bodom, tak nim prechddza aj tretia priesecnica, alebo ak
dve z priese€nic nemaju spolo¢ny bod, tak st rovnobezné a je s nimi rovnobezna
aj tretia priesecnica.

Priklad 4.

Zostrojte rez kocky ABCDEFGH rovinou a = PQR, kde body P, Q su postupne vnutorné
body hran AE, EH a bod R leZi v stene kocky CDHG.
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Riesenie:

Pri zostrojovani rezu kocky rovinou @ moze postupovat podla nasledujiceho postupu,
pricom budeme aj symbolicky zapisovat jednotlivé body tohto postupu.

Body P, Q leZia v rovine steny ADHG (<P_Q) can m Priamka (P_Q) pretne rovinu ABC
v bode 1 a rovinu DCG v bode 2 (1 € PG N ABC = PG n (ADH NnABC) = PG N AD,
2 E(@D(D—CG) =(P—Q)n (mnm) =(P_Q)n(lﬁ-l)). Body 2 a R lezia v rovine steny
DCGH ((Z_R) can m) a priesec€nica roviny a so stenou kocky DCGH je usecka ST (S €
GH, T € (C_G>). Priamka 2R pretne rovinu ABC vbode 3 (3 € 2RNABC =2Rn
(m N m) =2Rn (D_C>). Body 1 a 3 lezZia vrovine steny ABCD (ﬁ can m)
a priesecnica roviny a so stenou kocky ABCD je usecka WV (W € E, Ve <B_C)). KedZe
roviny m,m su rovnobeziné, tak aj priamky w,ﬁ su rovnobeiné. Podobne
rovnobeznost plati aj pre priamky (Q_S),(I/ITV) a ST, PW. Rovinnym rezom kocky
ABCDEFGH rovinou a = (135}_?) je sestuholnik PQSTVW.

Priklad 5.

Zostrojte rez hranola ABCDEFGH s podstavou lubovolného Stvoruholnika rovinou

a = PQR, kde bod P je vnitornym bodom hrany AE a body Q, R su postupne body
leziace v stenach hranola ADHE, CDHG.

Riesenie:
Predtym uvedené vety teraz vyuzijeme pri konstrukcii rezu hranola danou rovinou.

Uvedieme aj symbolicky zapis jednotlivych bodov riesenia.

Body P, Q lezia v rovine ADH ((P_Q) can m) arovina a pretne stenu hranola ADHE
v Usecke PS (S € DH).Body S, R leZia v rovine CDH (SR c an m) arovina a pretne
stenu hranola CDHG v Uusec¢ke SW (W € CG). Priesecnicou rovin m, ABF je priamka
XY ()717 c CDH n m). Priamka SR pretne rovinu ABF v bode 2 (2 € SRNABF =
SREn (mfnm) =§nﬁ). Body 2 a P leZia vrovine ABF (2P c anm)
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arovina a pretne stenu hranola ABFE v Usecke PV (V € BF). Rovinnym rezom hranola
ABCDEFGH rovinou @ = PQR je Stvoruholnik PSWV.

E H

Daldou podstatnou geometrickou problematikou je hladanie priese¢nika priamky
srovinou. Najskér je potrebné podrobne vysvetlit jednotlivé kroky postupu
konstrukcie pri hfadani tohto priese¢nika, aby sme si uvedomili, Ze tieto kroky boli uz
samostatne rieSené v predchadzajucich dlohach.

Zostrojenie priesecnika priamky p s rovinou a vysvetlime na nasledujucom postupe
konStrukcie:

e priamkou p poloZime rovinu B, ktord je s rovinou a réznobezna (B, (p € B) A
(a & B)),
e zostrojime prieseCnicugrovinaa ff (q,q € a N p),
e priesecnik P priamok p a g je hfadanym priesec¢nikom priamky p aroviny «a
(P,PEPNg=pNa).
Pozndmka. Odporuc¢ame si volit pri hranoloch rovinu # kolmud na rovinu podstavy
telesa a pri ihlanoch tzv. vrcholovu rovinu, ktora prechadza vrcholom ihlana.

Priklad 6.

Danad je kocka ABCDEFGH a bod K, ktory lezi na hrane CG. Zostrojte priesecnik telesovej
uhlopriecky EC s rovinou ABK.
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Riesenie:
Budeme postupovat podla jednotlivych krokov uZz uvedeného postupu a zaroven

zostrojime na kocke prislusnu konstrukciu.

Zostrojime najskor rez kocky rovinou a = ABK, ¢o je Stvoruholnik ABKL. Zvolime si

rovinu, v ktorej bude lezat priamka EC.Mbze to byt napriklad rovina AEC, r6znobeina
srovinou ABK, vktorej lezi urcCite priamka EC ((E_C) c AEC) A (AEC 'S ABK)).

Nasledne treba zostrojit priese¢nicu rovin AEC a ABK, ktorou je priamka AK
(4K c AEC n4BK). Priese¢nik priamok EC, AK je bod P atento bod P je teda
prieseénikom priamky EC a roviny ABK (P € A4E n 4K = AE n ABK).

H G
1
1
E . F
"'-.J_*— ————————— -——-a K
[ -
lll\‘ —-’f
Sl ey P.
: -
i M
r -
; 1 // L]
DL L] i
s T
L L C
£one L
e
A B

Ked mame osvojenu problematiku zostrojovania rezov roznych telies rovinou a vieme
ndjst priesecnik priamky s rovinou, vieme zostrojit rez telesa rovinou, kde je nutné
najskor zostrojit priesecnik jednej priamky danej roviny s niektorou stenovou rovinou
daného telesa.

Priklad 7.

Zostrojte rovinny rez Stvorstena ABCV rovinou a = PQR, kde body P, Q, R su postupne
body leZiace v stenach Stvorstena ABV, ABC, BCV, teda Ziadne dva body z danych bodov
neleZia v jednej rovine.

Riesenie:

Ulohu za¢neme riesit tak, Ze si zvolime priamku z roviny «, nech je to napriklad priamka
PR. Aby sme v reze telesa rovinou mohli pokracovat, zostrojime najskor priesecnik
nami zvolenej priamky PR srovinou ABC. Ateda na zostrojenie rezu daného
Stvorstena vyuzijeme bod K, ktory je prave priesecnikom priamky PR s rovinou ABC
(K e PRNABC =PRn (an) =‘ﬁ€nﬂ7v*). Body K, Q leZia uz v jednej
rovine ABC (<K_Q) can m) arovina a pretne stenu Stvorstena ABCv Usecke XY (X €
AB,Y € BC). Body X, P leZia v rovine ABV (XP c an m) a rovina a pretne stenu
Stvorstena ABV v Usecke XW (W € AV). Tiez body Y, R leZia v rovine BCV ((Y—R) can
W) a rovina a pretne stenu Stvorstena BCV v Usecke YU (U € CV). Podobne aj body
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W, U lezia v rovine ACV (WU c a N ACV). Rovinnym rezom Stvorstena ABCV rovinou
a je Stvoruholnik XYUW.

e iEme et

<

Ulohy na precvicenie
1. Zistite vzajomnu polohu priamok a, b:

a) v kocke ABCDEFGH, ak a = ﬁ, b = YW, kde body K, L, M, N su postupne stredmi
hran AB, CG, BC, EH,

b) v pravidelnom Sestbokom hranole ABCDEFA'B'C’'D’E'F’, ak a = (B—C'), b= DA’

2. Zistite vzajomnu polohu dvoch rovin a, 8 v danom telese. V pripade, Ze su roviny
réznobezné, zostrojte aj ich priesecnicu:

a) Stvorsten ABCD, ak a = MNP,b = ACD, kde body M, N, P su postupne
vnutornymi bodmi hran BC, AB, BD,

b) kocka ABCDEFGH, « = KLM,b = PQR , kde body P, Q, R su postupne stredmi
hran BC, GH, AE, body K, M su postupne vnutornymi bodmi hran BF, BC a bod L
je vnutornym bodom steny ADHE.

3. Zostrojte rez kocky ABCDEFGH rovinou KLM, ak:

a) bod K lezi v stene ABCD a body L, M su postupne vnutornymi bodmi hran EF, FG,

b) body K, M su postupne vnutornymi bodmi hrdn AE, CG a bod L leZi na polpriamke
za bodom B,

c) bod K lezi na polpriamke EA za bodom A, bod L lezi na polpriamke CG za bodom
G a bod M lezi na polpriamke EH za bodom H.

4. Zostrojte rez daného telesa rovinou KLM:

a) Stvorboky hranol ABCDEFGH, jeho podstava je lichobeznik a body K, L, M su
postupne vnutornymi bodmi hran AB, HG, DM,

b) trojboky hranol ABCDEF, bod K lezi v stene ABED abody L, M su postupne
vnutornymi bodmi hran EF, DF,
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c) pravidelny Stvorboky ihlan ABCDV, bod K lezi na polpriamke AB za bodom B, bod
L je vnutornym bodom hrany DC a bod M leZi na polpriamke CV za bodom v,

d) Stvorsten ABCD, bod K lezi v stene ABD a body L, M su postupne vnutornymi
bodmi hran BC, CD.

5. Zostrojte priesecnik priamky p = KL s rovinou a = PQR v uvedenom telese:

a) kocka ABCDEFGH, body K, L, P, Q su postupne vnutornymi bodmi hran BF, CD, GH,
EH, bod R leZi na polpriamke DA za bodom A,

b) trojboky hranol ABCDEF, body K, L, P, R su postupne vnutornymi bodmi hran AC,
EF, CF, DE a bod Q je totozny s vrcholom B,

c) Stvorsten ABCD, body P, Q, R su postupne vnutornymi bodmi hran CD, CB, AD
a bod L leZi v stene ABC,

d) pravidelny Sestboky ihlan ABCDEFV, bod K je vnitornym bodom steny CDV, bod
L lezi na polpriamke VA za bodom A, body P, Q, R su postupne vnutornymi bodmi
hran BC, CD, EF.

3.3 Metrické vlastnosti linearnych utvarov v priestore

Vramci metrickych vlastnosti geometrickych Utvarov budeme zistovat uhly
a vzdialenosti medzi jednotlivymi Gtvarmi (bod, priamka, rovina).

Pre vzdjomnu polohu priamok platia nasledujuce vlastnosti:

e uhlom priamok a, b nazyvame uhol lubovolnych nedisjunktnych priamok a’, b’
pre ktoré plati: a’ || a, b’ || b,

o kolmé priamky su priamky, ktorych uhol je pravy,

e priamka kolma na rovinu je priamka kolma na vsetky priamky roviny,

e priamka kolmad na rovinu je s touto rovinou réznobezna, v opacnom pripade by
totiZ v rovine existovala priamka, ktora je s danou priamkou rovnobezna, ¢o je
v spore s predchadzajlicou vlastnostou.

Priklad 8.

Dany je pravidelny $tvorboky ihlan ABCDV s dizkami hran |AB| = a, |AV| = b, pri¢om
bod M je stred hrany CV a bod N je stred hrany BC. Konstrukéne zostrojte uhol priamok
MN,AM.
Riesenie:

Priamky MN,W sU navzajom réznobezné, preto uhol tychto priamok je mensi uhol,
ktory dané priamky zvieraju. Konstrukcéne zistime tento uhol priamok tak, Ze zostrojime
v skutoénych dizkach trojuholnik AMN. Pre jednotlivé jeho dizky stran plati: Gse¢ka AM
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je taznicou trojuholnika ACV, Usetka MN je strednd priecka trojuholnika BCV a dizku
Usecky AN zostrojime v Stvorci ABCD. Potom plati: <(‘Wv’, m) = <(AMN) = a.

1Y

A M

Uvedieme kritérium kolmosti priamky a roviny, tiez kritérium kolmosti dvoch rovin:

e Priamka je kolma na rovinu prave vtedy, ked je kolma na dve réznobeiné

priamky tejtoroviny. k L « & 3a,b € a:a L k,b L k
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e Dve roviny su kolmé prave vtedy, ked jedna z rovin obsahuje priamku kolmu na

druhdroviny.a L f ©3Ja€a:alf

/

Priklad 9.

Danad je kocka ABCDEFGH. Zistite, Ci je kolma priamka EC na rovinu DBG.
Riesenie:

Vyuzijeme kritérium kolmosti priamky a roviny, t. j. dokazeme, Ze priamka EC je kolma
na dve r6znobezky roviny DBG. Uvazujme napriklad priamku BD. Priamka Fﬁje kolma
na priamky ﬁ, ﬁ, pretozZe je kolma na rovinu m, a teda je kolma aj na priamku EC.
Podobne priamka BG je kolma na priamky 75_13, ﬁ, preto je kolma na rovinu ECF a je
kolma aj na priamku EC.Z uvedenych kolmosti priamok vyplyva, Ze priamka EC je
kolma na priamky (Iﬁ)), (ﬁ, a preto aj na rovinu DBG.
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Priklad 10.

Dana je kocka ABCDEFGH. Zistite, i roviny DHB, ACF su kolmé.
Riesenie:

Z kritéria kolmosti dvoch rovin staci dokazat, Ze napriklad priamka AC roviny ACF je
kolma na rovinu DHB. Priamka AC je urcite kolma na priamku BD roviny DHB
a zaroven je kolma aj na priamku BF roviny DHB. Preto priamka AC je kolma na dve
réznobezné priamky roviny m, a teda je kolma aj na rovinu DHE. Potom vyplyva, Ze
aj rovina mfje kolma na rovinu ACF a opacne.

/U’l’-_h__:___:::?_s I
- . ——
.:_.:‘__F(:-\" *.,_4/.:_‘/

Nasledujuce vety suvisia s kolmostou priamky a roviny:

A

e Existuje jedina priamka prechddzajuca danym bodom a kolma na danu rovinu.
e Vsetky priamky kolmé na tu istu rovinu su navzajom rovnobezné.

PopiSeme dalsie pripady, ako zistit uhol priamky s rovinou a uhol dvoch rovin. Uhol
priamky s rovinou je uhol priamky s jej kolmym priemetom do roviny.
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Uhlom dvoch rovnobeznych rovin je nulovy uhol. Uhlom dvoch réznobezZnych rovin je
uhol priamok leZiacich v danych rovinach a kolmych na priesecnicu rovin. Ak je tento
uhol pravy, tak hovorime, Ze roviny su kolmé.

Platia nasledujuce vety ako dosledky uvedenych viet:

e Uhol priamky m s rovinou a (priamka nie je kolmd na rovinu) je najmensi
zo véetkych uhlov dvojic priamok m, a (a c ).

e Uhol priamky s rovinou je zhodny s doplnkovym uhlom k uhlu priamky
s kolmicou na rovinu.

e Uhol dvoch rovin je zhodny s uhlom kolmic na tieto roviny.
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Priklad 11.

Dany je kvader ABCDEFGH s dizkami hran |AB| = a,|BC| = b, |AE| = c. Konstrukéne
zostrojte uhol priamky BG a roviny EBC.

Riesenie:

V danom kvadri zostrojme kolmy priemet priamky BG do roviny EBC. Tymto
priemetom je priamka W, pretoze sme nasli kolmé priemety dvoch réznych bodov
priamky do roviny EBC. Preto uhol priamky(B—G> a rovinym je uhol priamok (B_G),ﬁ.
Konstrukéne zistime tento uhol tak, Ze zostrojime v skuto¢nych dizkach trojuholnik
BGX, ktory je navySe aj pravouhly (priamka (G_X)je kolma na rovinu W, preto je kolma

na vsetky priamky z tejto roviny, a teda aj na priamku W). Skuto¢nu dizku strany BG

zostrojime z obdiznika BCGF a dizku strany GX zostrojime z obdiznika DCGH. Preto
plati: «(BG,EBC) = %(GBX) = a.
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Priklad 12.

Dany je kvader ABCDEFGH s dizkami hran |AB| = a,|BC| = b, |AE| = c. Konstrukéne
zostrojte uhol rovin ABC, ACF.

Riesenie:

Uhol rovin TPC‘,W je uhol kolmych priamok na prieseCnicu tychto rovin, teda
na priamku AC. Najskor najdeme kolmu rovinu na priamku AC. Kedze priamky W,W
su kolmé na danu priesecnicu, preto aj rovina BFW je kolma na AC podla kritéria
kolmosti priamky a roviny. Priesecnicou rovin W,W je priamka BW
a priesecnicou rovin W,W je priamka XF. Preto uhol rovin m,ﬁ je uhol

priamok W,ﬁ. Konstrukéne zistime tento uhol tak, Ze zostrojime v skutocnych
dizkach trojuholnik BXF, ktory je tiez pravouhly. Skutoénu dizku strany BX zostrojime
z obdi?nika ABCD adizka strany BF je zndma zo zadania ulohy. Plati teda:
%(ABC,ACF) = <(BXF) = a.
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Medzi dalSie metrické vlastnosti geometrickych Utvarov patri vzdialenost medzi nimi.
Preto vzdialenost dvoch geometrickych utvarov U, V je Cislo, ktoré je minimom mnoZiny
diZok Usectiek XY, kde X je lubovolny bod Utvaru U a bod Y je fubovolny bod atvaru V.
|U,V| = min{|XY|; X e UANY € V}

Pozndmka. Ak Utvary maju spoloc¢ny aspon jeden bod, potom ich vzdialenost je O.
Pri vzdialenosti geometrickych Utvarov mozu nastat nasledujice pripady:

e vzdialenost dvoch bodov,

e vzdialenost bodu od priamky,

e vzdialenost bodu od roviny,

e vzdialenost dvoch rovnobezZnych priamok,
e vzdialenost dvoch mimobeZznych priamok,
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e vzdialenost dvoch rovnobeznych rovin,
e vzdialenost priamky od roviny.

Dalej sa budeme jednotlivym vzdialenostiam.
Vzdialenost dvoch bodov A, B je dizka use¢ky AB; oznacujeme |4, B|. |A, B| = |AB|

Vzdialenost bodu M od roviny a je dizka use¢ky MP, kde bod P je pata kolmice z bodu

M na rovinu a; oznalenie danej vzdialenosti je |M, a|. |M,a| = |M,P| = |MP|,P €
kNnaAMEek
k
M
X
o!

Pozndmka. Ak |M,a| = |M,P| = |MP|, tak |MP|je zrejme kratSia ako |MX]|
pre lubovolny bod X, kde X e a AX # P.

Priklad 13.

Danad je kocka ABCDEFGH s dizkou hrany |AB| = a. Konstrukéne zostrojte vzdialenost
bodu F od roviny KLM, pricom body K, L su postupne stredy hran AB, BC a pre bod M
plati: |[DM| = 3|MH|.

Riesenie:

Vzdialenost bodu F od roviny KLM je dizka usecky FS, pricom bod Sje kolmym
priemetom bodu F do roviny KLM. Zostrojime rovinu (s vyuzitim kritéria kolmosti
dvoch rovin) kolmu na rovinu KLM a prechadzajucu bodom F. Uvedena kolmica FS lezi
potom v tejto kolmej rovine. Zvolme si napriklad rovinu BFH:KL c m,ﬁ 1 BD A
KL L (ﬁ, preto KLM L BFH. Taktie? aj kolmy priemet S bodu F do roviny KLM lesi

na priesecnici RM rovin KLM,BFH. Konstrukéne zistime tuto vzdialenost tak, Ze
zostrojime v skutoénych dizkach obdiZnik BFHG, pricom dizku jednej jeho strany
zostrojime zo $tvorca ABCD a druhd dizka obdiZnika je zhodna s dizkou hrany kocky

ABCDEFGH. Preto plati: |F, KLM| = |F,S| = |FS]|.
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Vzdialenost bodu M od priamky m je definovana ako:

e planimetrické riedenie: dizka use¢ky MR, kde bod R je pata kolmice z bodu M
na priamku m; oznaéenie |M, m|; |[M,m| = |[M,R| = |[MR|,R € knmAM € k,

M

m

e stereometrické riedenie: dizka Use¢ky MR, kde bod R je prienikom roviny A
(rovina A je kolma na priamku m a prechadza bodom M) a priamky m; oznacenie
IM,m|; IM,m| =|M,R| = |MR,REANMAMCAAALM.

m

g

Priklad 14.

Dana je kocka ABCDEFGH s dizkou hrany |AB| = a. Konstrukéne uréte vzdialenost
bodu F od priamky ﬁ, pricom bod K je stredom hrany GH.

Riesenie:

Na zostrojenie vzdialenosti bodu F od priamky AK vyuZijeme vysSie popisané

—>
planimetrické rieSenie. Zostrojime najskor rovinu, ktora je uréena priamkou AK
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a bodom F. V danej rovine AFK hladan3 vzdialenost je dizka usecky FX, kde bod X je
pata kolmice z bodu F na priamku AK. Kongtrukéne zistime tito vzdialenost tak, ze
zostrojime v skutoénych dizkach lichobeinik AFKL, pripadne iba trojuholnik AFK, ktory
je navyse aj pravouhly. Dizky strdn AF a FK tohto pravouhlého trojuholnika AFK
zostrojime z jednotlivych stien kocky, t. j. zo Stvorca ABFE a Stvorca EFGH. Plati:
|F,4K| = |F,X| = |FX|.
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Vzdialenost dvoch rovnobeznych priamok m, n je vzdialenost lubovolného bodu jednej
priamky od druhej priamky; oznadujeme |m,n|. |m,n| = |M,n| = |[MN|,M € m A
NeknnAMekAkLln

M

Vzdialenost dvoch mimobeZnych priamok a, b je vzdialenost dvoch bodov A, B, ktoré
su prienikom priamok a, b a osi o danych mimobeZnych priamok a, b; oznacenie |a, b|.
la,b| = |A,B| = |AB|,A€ aAB€E€bAAB LaNAB L b
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Pozndmka. Os mimobeznych priamok zostrojime podla nasledujuceho postupu:
na priamke napr. a si zvolime fubovolny bod X a danym bodom zostrojime rovnobezku

b’ s druhou priamkou b; nech rovina a = a, b’, potom zostrojime fubovolnu kolmicu k

na rovinu a a rovina 8 je urend f = a, k; rovina 8 pretne priamku b v bode B a tymto
bodom vedieme rovnobezku o s priamkou k; priamka o pretne priamku a v bode A; os

o mimobeziek a, b je teda priamka E, pricom je jedinou osou mimobeziek.
Priklad 15.

Dana je kocka ABCDEFGH s dizkou hrany |AB| = a. Zostrojte os mimobeznych priamok
(E—I?, ﬁ, pricom body K, L su postupne stredy hran GH, BF.

Riesenie:

KedZe os mimobeznych priamok je kolma na obidve mimobezky ﬁ, (ﬁ, tak najskor
najdeme tento kolmy smer. Nasledne budeme uz riesit ulohu, kde budeme hladat
priecku danych mimobeZiek rovnobeZznu s danym smerom. Z kritéria kolmosti priamky

a roviny vyplyva, Ze rovina GHM je kolma na priamku(lz') a rovina DMH je kolma
na priamku EK. Potom ich priesecnica MH je kolma na obidve mimobeziné priamky,
a teda priamka MH je hladany smer osi danych mimobezZnych priamok. Zostrojime
dalej rovinu ETQ, ktora obsahuje priamku EK a je rovnobeznd so smerom MH. Bod X
je priesecnikom priamky LC s rovinou m, a tymto bodom X uz prechadza hladana os

mimobeziek. Os pretina priamku EK v bode Y.
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Vzdialenost rovnobeZnych rovin a, B je vzdialenost [ubovolného bodu z jednej roviny
od druhej roviny; oznacenie je |a, B]. |a, Bl = |A,B| = |AP|,A€aAPEkNBAAE
knk LB

Vzdialenost priamky m od roviny « je vzdialenost lubovolného bodu priamky od roviny;
oznacenieje [m,a|. |m,a| = |[M,a| = |[MN|,M e mAN€E€knNnaAM€eEkANk L«

k
M

m

Ulohy na precvi¢enie
1. V danom telese konstrukéne zostrojte uhol priamok:

a) kocka ABCDEFGH, priamky ﬁ, (ﬁ,

b) kocka ABCDEFGH, priamky BT—I), W, kde bod M je stred hrany BC,
c) pravidelny trojboky hranol ABCDEF, priamky ﬁ, ﬁ,

d) pravidelny Sestboky hranol ABCDEFGHIJKL, priamky (C_G),ﬁl).

2. V. danom telese konstrukcne zostrojte uhol priamky a roviny:

a) kvader ABCDEFGH, priamka (ﬁ, rovina ACK, ak bod K je stred hrany HD,

b) kocka ABCDEFGH, priamka (ﬁ, rovina BKL, ak bod K je stred hrany AE a bod L je
stred hrany CG,

c) pravidelny stvorboky ihlan ABCDV, priamka ZV, rovina ABC.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. V. danom telese konstrukéne zostrojte uhol rovin:

a) kocka ABCDEFGH, roviny BKH, ABG, ak bod K je stred hrany AE,

b) pravidelny Sestboky ihlan ABCDEFV, roviny BCV, ABC,
c) pravidelny Stvorsten ABCD, uhol bo¢nych stien Stvorstena.

. Dokazte, ze v kocke ABCDEFGH plati: ADK 1 BCL, ak bod K je stred hrany EF a bod

L je stred hrany AE.

. Dand je kocka ABCDEFGH. Zostrojte priamku prechddzajucu bodom F a kolmu

na rovinu EKL, ak bod K je stred hrany AB a bod L je stred hrany GH.

. Dokazte, ze v pravidelnom Stvorstene ABCD su kazdé dve mimobezné hrany na seba

kolmé.

. Dany je pravidelny stvorsten ABCD a bod M je stred hrany CD. Zostrojte vzdialenost

bodu M od priamky AB.

. Dana je kocka ABCDEFGH a bod O je stred steny ABCD. Zostrojte vzdialenost bodu E

od priamky 0G.

. Dany je pravidelny Stvorboky ihlan ABCDV abod K je stred hrany AB. Zostrojte

vzdialenost bodu K od priamky CV.

Dana je kocka ABCDEFGH a bod S je stred hrany AE. Zostrojte vzdialenost bodu C
od roviny HSG.

Dany je pravidelny Sestboky ihlan ABCDEFV. Zostrojte vzdialenost bodu F
od roviny ABV.

Dana je kocka ABCDEFGH. Zostrojte vzdialenost priamok HF a BG.

Dany je pravidelny osemsten ABCDEF. Zostrojte vzdialenost priamky CE
od roviny ABF.

Dany je pravidelny stvorboky ihlan ABCDV. Zostrojte vzdialenost rovin BCV a KLM,
ak body K, L, M su postupne stredy hran AB, CD, DV.

Dany je pravidelny stvorsten ABCD a body K, L, M su postupne stredy hran BC, AC,
CD. Zostrojte vzdialenost rovin ABD a KLM.
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4 Vektory v geometrii

V nasledujucej kapitole sa budeme venovat vektorom a ich vlastnostiam. Uvedieme
najdolezitejSie pojmy a vlastnosti suvisiace so zavedenym suradnicovej sustavy
v rovine aj v priestore. Na Stvrtu kapitolu nadvazuje potom dalSia kapitola, v ktorej
vyuZijeme uvedené poznatky v analytickych rovniciach priamok a rovin. Popisanu
problematiku doplnime o niekolko rieSenych uloh a v ramci cviceni su uvedené dalsie
typy uloh suvisiace s rieSenou témou.

4.1 Orientované usecky, vektor

Najskor uvedieme vlastnosti potrebné k zavedeniu pojmov ako je orientovana usecka
a vektor. Uvahy budu pre geometrické Utvary v priestore, pricom pod geometrickym
Utvarom budeme rozumiet lubovolnd mnoZinu bodov. Zakladnymi geometrickymi
utvarmi su body, priamky, polpriamky, usecky, roviny a polroviny.

Priamky a, b su rovnobeZné, ak lezia v jednej rovine a nemaju spolocny bod. Polpriamky
A—B), cD (tiez usecky AB, CD) su rovnobezZné, ak su priamky ﬁ, CD rovnobe#né. Rovina
a a priamka AB su rovnobezné, ak nemaju spolo¢ny bod. Rovina a a polpriamka AB

(usecka AB) su rovnobezné, ak su rovnobezné rovina a a priamka AB.

Dve polpriamky ﬁ, CD su suihlasne rovnobe?né (lezia v jednej polrovine s hranicou AC
alebo lezia na jednej priamke, pricom jedna je podmnoZinou druhej), v opacnom
pripade su polpriamky nesthlasne rovnobezné.

/

A

C/ A B

Use¢ku AB nazveme orientovanou, ak A je zaliatoény bod Usecky, B je koncovy bod

usecky, pre takéto oznaceni pouzijeme Sipku, t. j. AB. Orientovanu Use¢ku AB mo¥no
definovat aj ako usporiadani mnoZinu bodov A, B, oznadujeme ju [4, B]. Nulovou
orientovanou useckou je Usecka, ktorej zacCiato€ny bod je totozny s koncovym bodom
usecky, oznacenie nulovej usecky je AA. Dizka orientovanej Usecky AB je dizka usecky
AB, teda |ﬁ|=|AB|. Orientované Usecky AB, BA su rézne a kazda z nich je opacna
k druhe;.
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Nenulové orientované usecky E, CD su suhlasne (nesuhlasne) orientované, ak
polpriamky E, CD st sdhlasne (nestihlasne) rovnobezné. Usetky ﬁ, CD sa nazyvaju
ekvipolentné, ak su suhlasne orientované a maju rovnaké dlzky. Dané ekvipolentné
usecky oznacujeme AB ~CD. Orientované usecky ﬁ, CD su ekvipolentné prave
vtedy, ak stredy useciek AD, BC splyvaju.

Podmienky pre ekvipolentnost orientovanych uUseciek su tieto:
e AB ~AB,
e AB ~CD => CD~AB,
e (AB ~CD, CD~EF)=> AB~EF.

Dalej definujeme volny vektor ako mnoZinu vietkych orientovanych Useciek, z ktorych

kazdé dve su ekvipolentné. Vektory oznacujeme q, B, ﬂf,

Nech d je lubovolny vektor, O je lubovolny bod priestoru. Potom existuje jediny bod
M taky, Ze plati: oM =d (vektor d sme umiestnili do bodov O, M; M = 0 + a,
a=M-0).

Vektory su kolinedrne, ak existuje priamka, ktord je s nimi rovnobezna (t. j. vektor je
rovnobezny s priamkou, ak je reprezentant je rovnobezny s danou priamkou alebo
na nej lezi). Nulovy vektor je kolinearny s kazdym vektorom.

Nech orientované Usecky st reprezentantmivektorov a, b, (AB € d,CD € b).Vektory

d, b su suhlasne rovnobezné, ak su sthlasne rovnobeZne orientované use¢ky AB, CD,
- i 7 Vs s v Ve a ’

ozna&enie je a 1T b. Vektory d,b su nesuhlasne rovnobezné, ak su nesuhlasne

_ —— P
rovnobeZne orientované Usetky AB, CD, oznalenieje a Tl b.

Nech AB = d. Vektor Eél)je opacény vektor k vektoru d, oznacenie opaéného vektora je
— d. Opaény vektor k nulovému vektoru je nulovy vektor, tieZ plati: —(—a)=a.

Velkost vektora je dizka lubovolného reprezentanta tohto vektora, oznacenie |aj|, |B|,
4B
jednotkovym vektorom.

, ... TieZ plati: |d| = 0, vektor ma nulovu dizku a |a| = 1, dany vektor nazyvame
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4.2 Operacie s vektormi, linearna zavislost a nezavislost vektorov

Nech d, b st lubovolné vektory, bod A je lubovolny vektor a @ = AB. Zostrojme bod C
tak, aby b = BC, potom vektor & = AC nazyvame stctom vektorovd , b, d+ b = C.
Sudet vektorov @ , b nezavisi od volby bodu A.

Pre dva nekolinedrne vektory aich sucet plati trojuholnikové pravidlo a pravidlo
rovnobeznika. Pre n nekolinearnych vektorov plati pravidlo mnohouholnika.

Pre lubovolné vektory @, b, € platia vety:
e G+b=b+d (komutativny zakon),
o (a+ 5) +c=ad+ (5 + &) (asociativny zékon).
Rozdiel vektorov d, b vidy existuje a je nimi jednoznaéne uréeny, oznadenie: d — b=

d+ (=b).
Su¢inom vektora v a redlneho &isla k sa nazyva vektor Z, pre ktory plati:

e |z| = |k|.|¥|, kde |k| je absolutna hodnota ¢&isla k,
e vektory 7, Z su sihlasne rovnobezné, ak k = 0,
vektory U, Z st nesuhlasne rovnobeZné, ak k < 0.
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Vektor p = k. d nazyvame aj tzv. skaldrnym sicéinom vektora d.

B A
=0 =

e l.a=a,
e (—1).a=-—a,
o k(lad) = (k.Da,

o k(d+b)=kd+
o (k+Dd=ka+la.

Priklad 1.

—_—

Dany je obdlznik ABCD so stredom S. Dané su vektory d = ﬁ, b =BC. Vyjadrite

pomocou vektorov @, b vyjadrite vektory & = CA4, f = DS.
RieSenie:

Vyznadime si v obrazku zadané vektory a, b, €.

D e
3 b
| a4 B

Su¢tom vektorov @, b je vektor TC, ¢o je opaény vektor k vektoru €. Z uvedeného teda
vyplyva, e 8 = —AC = —(a+ E) =—d-»b.

V tomto pripade najskor vyuzijeme opacny vektor k vektoru b azakreslime rozdiel
vektorovd — b. Platid — b = d + (—1_5) = d + BX = AX. Mé%eme teraz zistit vztah
medzi vektormi @ — b, f, a teda plati f = DS = %(& — 5) = %& — %l_))

D C

[

X
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- 7 s . Vé - = . . . . Ve Ve v 7 v
Ak vektory d, b su kolinedrne (d # 0), potom existuje jediné redlne &islo k také, e
b = ka.
Vektor d je rovnobezny s rovinou g, ak je rovnobeZny s niektorou priamkou leZiacou v
rovine o. Ak je vektor d rovnobeiny s rovinou o, potom je rovnobeiny

v . v . - 7 -> ’ 7 .
s kazdou rovinou rovnobeZznou s rovinou o. Vektory a, b, ¢ nazyvame komplandrnymi,
ak existuje rovina, s ktorou su rovnobezné (ak je aspon jeden vektor nulovy, potom su

vektory vidy komplanarne). Inak st vektory nekomplandrne. Ak vektory @, b, & su
komplandrne, ale d, b su nekolinearne, potom existuju jediné realne Cisla k, [ také, ze
plati ¢ = kd + Lb.

i bd Vs ’ Ve v 7
Nech @, b, ..., 7 st vektory a k, [, ..., w st redlne &isla. Potom vektor b = ka + -+ + wn

sa nazyva linedrnou kombindciou vektorov a, b, ..., 1t

Vektory @, b, ..., 7 sa nazyvaju linedrne zdvislymi, ak aspofi jedno z &isel k, 1, ...,w sa
g - — > 7 — P . . ,
nerovna nule a plati 0 = ka + :--+ wn. Vektory a,b,...,n sa nazyvaju linedrne

nezdvislymi, ak k =l = -+ = w = 0 a plati 0 = kd + --- + wii.
Pre vektory platia aj nasledujuce vety:

e prin > 1 sustava n vektorov je linedrne zavisla prave vtedy, ak aspon jeden
z nich je linearnou kombindaciou ostatnych vektorov tejto sustavy,

e ak lubovolny pocet sustavy n vektorov je linearne zavisla, potom celd sustava je
linearne zavisla,

e sustava linearne nezavislych vektorov neobsahuje nulovy vektor,

e ak je suUstava vektorov linedrne nezavisla, potom kazda jej Cast je linearne
nezavisla,

e suUstava vektorov dq, b je linedrne zavisla prave vtedy, ak tieto vektory su
kolinedrne,

R

e sUstava vektorov d, b, ¢ je linedrne zavisld prave vtedy, ak su tieto vektory

komplanarne.

4.3 Suradnice vektora, suradnicova sustava v rovine a v priestore

Najskor definujme bdazu vektorového priestoru. Bdzou vektorového priestoru
nazyvame sustavu vektorov s nasledujucimi vlastnostami:

e vektory sustavy su dané v urcitom poradi,
e slUstava je linearne nezavisl3,
e kazdy vektor priestoru je linedrnou kombindciou bazy.
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Pocet vektorov bazy sa nazyva rozmer (dimenzia) vektorového priestoru. Rozmer
roviny je dva (oznacujeme ako trojrozmerny vektorovy priestor) a rozmer priestoru je
tri (oznadujeme ako trojrozmerny vektorovy priestor). Bazové vektory e;, e, e; su
vektory  bazy  priestoru, zapis je (e], e;,e3). Nasledujuce  zépisy
—_— — — —_— — —> _— — — N , , 7 .

(e], e5,e3),(e,, e7,e3),(es3, e,,e;) surdzne bazy daného vektorového priestoru.

Nech e, e,,e; je baza a vektor d je lubovolhy vektor priestoru. Potom plati

d= a; e + a,e, + a;e;,vektor sme rozloZili na tri vektory v danej baze. Suradnice
vektora d v danej baze st a4, a,, as, oznalenie je d(a,, a,, as).

Pre operécie s vektormi d(ay, a,, as), b(by, b, b3) platia nasledujice vety:

e Kazda suradnica suctu dvoch vektorov sa rovna suctu odpovedajucich
si siradnic danych vektorov.

d+ b = (ay,ay, az)+ (by, by, by) = (ay + by, a5 + by, az + bs)

e Kazda suradnica rozdielu dvoch vektorov sa rovna rozdielu odpovedajucich
si suradnic danych vektorov.
> -
a— b = (al, az, a3) - (bl, bz, b3) = (al - bl’ az - bz, a3 - b3)

e Kazda suradnica skalarneho ndsobku vektora sa rovnd tomu istému nasobku
odpovedajlcej si siradnice daného vektora.

kC_l) == (al, az, a3) == (kal, kaz, ka3)

Nutnou a postadujucou podmienkou toho, aby vektory d(aq,a,,as), E(bl,bz,bg)
v stradnicovej baze ej, e,,e; boli kolinedrne je, aby ich sturadnice boli fubovolhym
nasobkom.

Bazal,j, k sa nazyva ortonormdina, ak vektory 1,7, k spifiaju podmienky:

N -
o |TI=ljI=1k]|=1,
B — —

| =
e akOE, = I, OE, = ], OE; = k, potom <E,OE,, <E,0E;, 2E;OE, st pravé.

Velkost vektora d(a,,a,,a;) uréeného v ortonormalnej baze 1, ],k je

ld| = \/a? + a2 + az2.

Definujme pravouhlu stiradnicovu sustavu v rovine, v ktorej su suradnicové vektory na
seba kolmé a su jednotkové. Takuto suradnicovu sustavu nazyvame aj kartezidnskou
sustavou suradnic.

Oznaéme O ako zaciatok suradnicovej sustavy, 7, J ako sturadnicové vektory a x, y ako
stradnicové osi. Potom kartezidnsku sdradnicovu ststavu oznadujeme trojicu (0, x, 7).

Nech (0,7,)) je afinna sdradnicova sustava, M lubovolny bod roviny, vektor oM
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je polohovy vektor. Suradnice x, y vektora OM v baze 1, ] nazyvame suradnicami bodu
M v sustave suradnic (0, 7,]), oznacenie je M[x, y].

yi

o

Fd

Pre kazdy lubovolny bod M v (0, x, y) so stradnicami x, y plati xT = OM,, yj = OM,,
kde M,, M, su pravouhlymi priemetmi bodu M na osi x, y. Plati:

Mx,y] => OM = xT + yJ
xtNT yj I

a existuju body M; € x, M, € y: xi = OM;, yj = OM,,

OM = OM, + OM,, t.j. MM, Il y, MM, |l x.

Dané su dva body Alx;,y,], Blx,,v,] v kartezidnskej sustave suradnic, potom
|AB| = |E| = \/(xz — %)%+ (v, —y1)2.

Teraz definujme pravouhlu suradnicovu sustavu v priestore. Zvolme [ubovolny bod O,

fubovolnl bazu 1, J, k priestoru. Kartezidnskou ststavou sdradnic v priestore nazveme
Stvoricu (0, x, y, z). Pouzijeme dalej nasledujlice oznacenia:

O - zacdiatok suradnic,

1,7,k - siradnicové vektory,
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Ox, Oy, Oz— suradnicové osi,

Oxy, Oxz, Oyz - suradnicové roviny,
Oxyz — sUstava suradnic.

Nech (0, x, y, z)je sustava stradnic, bod M je fubovolny bod priestoru, Wje polohovy
vektor bodu M vzhladom na bod O.

Saradnice vektora OM v baze 7,k nazyvame stradnicami bodu M v(0,x,y,z),

oznatujeme M|x,y, z], pricom OM = xT + yj + zZk.

Pre polohovy vektor oM plati: OM = OM; + MM, + M,M = xU+ yj + zk.

,]\ 1
. 2
A ] _// s :
> 4 :
4 » |
/ 1 ‘ \
0 — >
= |
“k '
4 bt 7

Kazdad suradnica vektora sa rovna rozdielu odpovedajucich suradnic koncového
a zaciato€ného bodu vektora.

MiM,(x; — X1, Y2 — Y1)
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Podobny vztah plati aj pre stradnice vektora v priestore.

4
Z,4
B
ZO /
) A
ki
j.
’_- 0 yo y1 d
Xo.Z.
X4
X
Suradnice stredu S[x,y,z| Useéky AB, kde Alxy,Vq,21], Blx;, V2, 2,] sU x = xl;le
_Y1ty2 21tz
=—= 7z ===
2 2

RozliSujeme pravotocivy, t. j. kladne orientovanu v priestore sustavu suradnic alebo
lavotocivdy, t. j. zaporne orientovanu v priestore sustavu suradnic.

V kartezidnskej sustave suradnic (0, x, y, z)st dané body M, [x;, y1, 2,1, M5[x5, vy, 251,
potom  pre vzdialenost bodov < M;, M,  platii |M;,M,| = |M1M2| =
\/(xz —x1)? + (2 —y1)* + (2 — 7).

Pozndmka. Nech L je neprazdna mnoZzina vektorov z vektorového priestoru V. Potom L
sa nazyva vektorovym podpriestorom priestoru V, ak plati:

o del, bel => (d’ + E)EL,
e del => adel, pre acR.

Bazou vektorového podpriestoru L nazyvame taku usporiadanu sustavu linearne
nezdvislych vektorov, ak kazdy vektor podpriestoru L je linearnou kombinaciou danej
sustavy vektorov. Pocet vektorov bazy je dimenziou podpriestoru L.

Priklad 2.

Vypoditajte suradnice avelkost  vektora 2m — 1, ak = MN,
M[3,0], N[5, —1],7(-3,2).
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Riesenie:

Vypoéitame najskdr suradnice vektora m = MN=N-M = (5—-3,-1-0) =
(2,—1). Tiez vyjadrime vektor 2m = 2.(2,—1) = (4,—2), preto rozdiel vektorov je
2m—n=4,-2)—(-32)=#4+3,-2-2) =(7,-4).

ESte nam zostdva vypoditat dizku vysledného vektora, vyuZijeme na to dosadenie
dovztahu: |2m — 71| = 72 + (—4)2 = V49 + 16 = V65.
Priklad 3.

Dané su tri rézne body A[—3,—2],B[1,4], B[—5,0]. Tvoria tieto body trojuholnik?
Ak ano, tak zistite, aky je to typ trojuholnika.

RieSenie:
Nech i=AB=B—-A=(46), 3=AC=C—A=(-2,-2). Ak by boli vektory

U, U kolinearne, tak body A, B, C leZia na jednej priamke. Pre kolinedrne vektory plati
vztah U = k. v. Dosadime suradnice vektorov:

(4,6) = k.(—2,-2)
(4.6) = (=2k,—2k)
4=-2k =>k=-2

6=—2k=k=-3

Z uvedenych hodn6t vyplyva, Ze neexistuje jedind hodnota pre k, a tak body nelezia
na jednej priamke a mo6zu tvorit vrcholy trojuholnika.

Aby sme zistili o aky typ trojuholnika ide, vypocitame dizky vetky vektorov, ktoré s
umiestnime na jednotlivé strany daného trojuholnika, t. j. i = AB, % = AC,w = BC.

i=AB =B — A= (4,6)

il = |[AB| = V47 + 62 = V16 + 36 = V52 = 2V/13
B=AC=C—-A=(-2,-2)

5] = [AC| = J(=2)2 + (—2)2 = V& + 4 =8 = 2V2
W=BC=C-B=(-6-4)

Wl = [BC| = /(—6)> + (—4)> = V36 + 16 = V52 = 2V13

Trojuholnik ABC je rovnoramenny.
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Priklad 4.
Dokazte, Ze vektory 1 (2, —1,0),7(1,0,4), w(3, —2, —4) su linearne zavislé.
Riesenie:

Linedrne zavislé vektory su vtedy, ak aspon jeden z tychto troch vektorov je linedrnou
kombindaciou ostatnych dvoch vektorov, preto napriklad plati vztah w = ku + [v.

Dosadime suradnice danych vektorov:
w=ku+Iv
(3,-2,-4) =k.(2,-1,0) + 1.(1,0,4)
(3,=2,—4) = (2k,—k,0) + (1,04
3=2k+1
—2=—k=>=>k=2

—4=4l=1=-1

Dosadenim do tretej rovnici overime riesenie:

3=22+(-1)
3=3
Hodnoty k = 2,1 = —1 vyhovuju aj tretej rovnici, teda sustava rovnic ma préve jedno

rieenie. Znamena to, Zze vektor W je linedrnou kombindciou vektorov U, ¥ a mdzeme
zapisat tuto vlastnost vektorov aj vztahom:

wW=2u—1v
Vektory i, U, W su linedrne zavislé.
Ulohy na precvienie
1. Zvolte si dva vektory 7, 71 a graficky zndzornite nasledujuce vektory:

a) m — 57,
b) 27 + 37,
c) —m — 27.

2. Vektory S=B—At=C—B, u=D—-C, =E—-D, w=A—E su totoiné
so stranami pravidelného patuholnika ABCDE. Zostrojte vektory:

a) —S§+t—1,

b)—§+25—%ﬁ—3v—W.
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3. V obdi#niku ABCD plati % = AC, ¥ = BD. Vyjadrite vektory, ktorymi sd uréené jeho
stranami, pomocou u, v.

4. Je dany Stvoruholnik ABCD. Dokazte, ze stredy jeho stran tvoria rovnobeznik.

5. Dana je usecka AB. Vyjadrite jej stred S pomocou bodov A, B.

6. Dany je trojuholnik ABC. Vyjadrite pomocou bodov A, B, C su radnice jeho taZiska T.

7. Dany je Stvorsten ABCD. Vyjadrite pomocou bodov A, B, C, D suradnice jeho
taziska T.

8. V danej kartezianskej suradnicovej sustave (0, x,y), resp. (0, x,y,z) vypoCitajte
suradnice nasledujucich vektorov:

a) i = AB,A[1,2], B[4, 3],
b) % = DC,D[2,2],C[—1,4],
c) U+ V,—uU+ 5V, U, v st zadané v a), b),
d) p = PR, P[1,1,3], B[4,3,2],
e) § = QS,Q[-2,6,0],5[2,—4,-3],
f) 5p — 3q¢,—q — 8V, U, ¥ su zadané v d), e).
9. Rozhodnite, & body A[1,2,3], B[3,5,7], C[10,11,12] leZia na jednej priamke.

10. Uréte druhd suradnicu bodu C[4,y] tak, aby body A[3,2], B[6,—1], C lezali
na priamke.

11. Rozhodnite, ¢i body A[3,1,2], B[2,—1,—2],C[0,3,5],D[—3,0,2] leZia v jednej
rovine.

12. Dané su body A[1,2,3],B[4,7,9],C|[7,—2,—1]. Uréte suradnice bodu D tak, aby
ABCD bol rovnobeznik.

13. Zistite, &i vektor w(0,6,3) je linedrnou kombinaciou vektorov 1(2,0,1), ¥(—1,3,2).
14. Dokdzte, 7e vektory u(3,—2,1), v(—1,1,—2), w(2,1, —3) su linedrne nezavislé.

15. Vyjadrite vektor £(11, —6,5) pomocou vektorov %, ¥, w z tlohy 14.

4.4 Skalarny, vektorovy a zmiesany sucin vektorov

Uhlom vektorov a, Fnazyvame konvexny uhol uréeny polpriamkami OA, OB, ktoré
nesplyvaji (OA =G, OB = b), oznatenie <AOB. Pre nulovy uhol plati, 7 polpriamky OA,
OB splyvaju. Uhol uréeny vektormi nezavisi od volby bodu O.
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Dva nenulové vektory d, b nazyvame kolmymi (ortogondlnymi), ak medzi nimi je pravy
uhol. Nulovy vektor je kolmy na kazdy iny vektor.

Skalarnym  suc¢inom lubovolnych dvoch vektorov a, b nazyvame Cislo
d.b = |d||b|cosx(d,b).
Pre skaldarny sucin dvoch vektorov platia nasledujuce vety:

e G.b=0 prave vtedy, ked su vektory navzajom kolmé (plati aj ak jeden vektor
je nulovy),

_,
&islo d.a nazyvame skaldrnym $tvorcom vektora @, plati: |d| = Va2,

skalarnym suginom vektorov @(ay, a,, as), b(by, by, bs), ktorych stradnice st
v ortonormdlnej baze sa rovna d. b= a;b; + a,b, + asbs,

vektory d(aq, a,, as), b(by, b, bs) ktorych sdradnice su v ortonormélnej baze,
sU navzdjom ortogondlne prave vtedy, ked a,b; + a,b, + az;b; = 0,

kosinus uhla dvoch nenulovych vektorov d(aq,a,,as), B(bl,bz,b3), ktorych
suradnice su dané v ortonormalnej baze, vypocitame pomocou vztahu
. a,b; + a,b, + azb
COS<I(a,b)= 171 202 3¥3
Ja2 +a? + a2.\/b? + b2 + b2

-
-

Dalsie vety pre @, I;, ¢, d lubovolné vektory a pre k € R su:
o d.b=b.d,

(kd)b = k(ab),

d(kb) = k(ab),

(@+Db)e = aé+hé,

(@+b)(¢+d)=dc+bé+dd+bd,

Nech a,b su dva lubovolné nenulové vektory. Vektorovym sucinom vektorov a,b

(v tomto poradi) je vektor B = @ X b, definovany takto:

e vektor ¥ je kolmy na kazdy z vektorov a, b,
- -
e |¥| =]al. |b|.sin<I(a,b),
- - ’ Ve s ’ ’ ’
e usporiadana trojica vektorov @, b, ¥ tvori pravotodivu sustavu stradnic.

Ak aspofi jeden z vektorov @, b je nulovy, tak 3 = d X b = 0.

Pozndmka. Geometricky vyznam vektorového sucinu: velkost vektora a obsah

rovnobeZnika uréeného vektormi @, b.

Vektorovy sticin dvoch nenulovych vektorov a, l;je nulovym vektorom prave vtedy, ked'

dané vektory su kolinearne, t. j. prave vtedy, ked' b = md.
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Pre vektorové suciny suradnicovych vektorov 1, ], k platia vztahy: Tx7=0, ixj=0,
kxk=0Ix]=k]xl=—k ] xk=0kx]=-TkXxT=J,Ixk=—].

MoZzeme pri vektorovom sucine dvoch réznych vektorov 7,7, k pouZit aj nasledujicu
schému:

Uvedieme najdélezitejSie vlastnosti pre vektorovy sucin dvoch vektorov:

e ak st vektory d, b dané suradnicami @(ay, a,, as), b(by, by, bs) v ortonormalnej
baze, potom ich pre vektorovy sucin plati:

-
- -

a, as| |az aq| |a; a, Ib_)l_j,lj
(m wam bjwm bJ)aeoax =l|a a2 as)

by b, by

x b

Qu

-

e akd,b,C sulubovolné vektory a m;, m, lubovolné redlne &isla, potom plati:

dxb=—(bxa)

myd X myb = mym,(d x E)

(@+b)xé=dxe+bx¢
e pre vypocet obsahu rovnobeinika ABCD, kde d’zC_B),BzCD plati:
S =|dxb|,

e pre obsah trojuholnika ABC, kde a = ﬁ’),l_; =CA plati: S, = iS = é |c‘i X E|

ZmieSanym sucinom usporiadanej trojice fubovolnych vektorov d,b,¢ nazyvame

skalarny suéin vektorov a, (b X E), oznadujeme [dbE].
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Nech je dana kartezidnska sustava sdradnic (0,7,7,k) a vektory d(ay,a,,as),

a, a, as
b(by, by, b3), c(cy, cy, C3), potom [&EE’] =d.(bxc)=|b1 by bs|.
i € (3

Nech vektory d(ay,ay, as), b(by, by, bs), €(cy,cyc3) su nekomplanarne, potom

rovnobeznosten nimi uréeny ma objem V = |[d’55]|. Prislusny Stvorsten (z daného
v z . 1 1 —)_)—)

rovnobeZnostena) ma objem V; = EV =< |[abc]|.

Zmiesany sudin [&55] = 0 préve vtedy ked, aspo# jeden z vektorov d, b, ¢ je nulovy

vektor alebo vektory d, b, ¢ st komplanérne.

Pre zmie$any su&in usporiadanej trojice vektorov a, b, € plati:

o [dbé]=d(bx&)=(bx&)d=b(@xd)=@Exa)b=2adxb)=
= (@ x b)¢,

o [dbé]=-d(éxb)=—(éxb)i=-b@xe=—-(Gxdb=—-Ebxad)=
= —(bx d)é

Ak su vektory d, b, d lubovolné vektory a m € R, potom tieZ plati:
o [(d@+b)éd| = [aéd]|+[bed],
o [(mad)bé] = m[dbé],
e ak aspori dva vektory sa rovnaju, potom napr. [d’c_il_))] =0.
Priklad 5.
Akého typu je $tvoruholnik ABCD, ak A[5;2; 6], B[6; 4; 4], C[4; 3;2], D[3;1; 4].
Riesenie:

Najskor vypocitame suradnice vektorov, ktoré su totoiné so stranami daného
$tvoruholnika, potom zistime dizky danych vektorov:

AB(1,2,-2) = |AB| = /12 + 22 + (=2)2 = 3

BC(-2,-1,-22) = |[BC| = /(=2)2 + (-1)2 + 22 =3

DC(1,2,-2) = |DC| = /12 + 22 + (-2)2 = 3

AD(-2,—1,-22) = |AD| = /(=2)2 + (-1)2 + 22 = 3

Dany stvoruholnik je teda rovnobeZznikom vzhladom na to, Ze vektory ﬁ, DCa ﬁ, AD
su linedrne zavisle. Z dizok tychto vektorov zase vyplyva, e ide o $tvorec alebo
o kosostvorec.
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Vyuzijeme skalarny sucin vektorov so spolo¢nym vrchom na zistenie, i su tieto vektory
kolmé, vtedy je dany Stvoruholnik ABCD Stvorcom, alebo vektory nie su kolmé
a Stvoruholnik ABCD je kosoStvorcom.

AB-AD=1-(-2)+2-(-1)+(-2)-(-2)=0

Vektory E,E st na seba kolmé, a kedZe su dizky stran zhodné, tak dany $tvoruholnik
je Stvorec.

Priklad 6.
Vypoditajte obsah trojuholnika ABC, ak A[7,3,4], B[1,0,6], C[4,5, —2].
Riesenie:

Na vypocet obsahu trojuholnik ABC vyuZijeme vztah S 5. = = |U X ¥| a pre vektory U, v

plati: @ = AB, % = AC.

N | =

u=AB =B —-A=(-6,-3,2)
C —

$=AC=C—A=(-32-6)
i j k .
Pre vektorovy si¢in U X B plati: i x = |—g —3 2 [=187—6]— 12k — (47+
-3 2 -6

36] + 9k) = 187 — 6] — 12k — 47 — 36] — 9k = 147 — 42 — 21k =
(14,—42,—21).

Obsah trojuholnika ABC je polovicou z dizky vektora, ktory sme ziskali vektorovym
suétom U X V. Plati:

[ X U] = /142 + (—42)2 + (—21)2 = V2401

1 — - 1 .
SABC :Eluxvl 2549 = 24,5]2

Obsah trojuholnika ABC je 24,5 j2.

88



Priklad 7.

Dany je $tvorsten ABCD, kde A[1,-5,4], B[0,3,1], C[—2,—4,3] a D[—4,4,—2].
Riesenie:

Objem Stvorstena ABCD vypocitame pomocou zmiesaného sudinu, t. j. zo vztahu:

v=c-|@xB)-d

Zvolime si vektory nasledovne: @ = AB, b=A4Cacd=AD.

Suradnice vektorov @, b, € su:

Gd=AB=B-A=(-18-3)
AC=C-A=(-31-1)

AD =D — A = (=5,9,—6)

¢

Najskor vypoéitame suradnice vektora @ X b:

§X1XX3&1X

ixb=(8(-1)—1-(=3);(-3)(=3) = (-1) - (-1); (1) - 1 - (=3) - 8)
= (=5; 8; 23)

Pre skaldrny suéin vektorov a X b a C plati:

(@xb)-&=(=5)(=5)+8-9+23-(—6) =25+ 72— 138 = —41
Dosadime do vzorca pre objem Stvorstena ABCD vypocitané hodnoty:

Objem $tvorstena ABCD je %j3.
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Ulohy na precvicenie
1. Vypoditajte skaldrny sucin vektorov m, 7, ak poznate ich dizky a uhol ¢, ktory
zvieraju:
a) |m| =2,|1| =3,¢ = 60°,
b) || = 2, 7| = V2,9 = 135°.
2. Vypotitajte velkost vektorov i + v, U — ¥, ak u(3, —5,8), v(—1,1, —4).
3. Dané su vektory u(3, —2), ¥(x, 2). Vypodtitajte x, ak |u — ¥| = 5.
4. Rozhodnite, akého druhu je stvoruholnik ABCD, ak A[0, 0], B[3, —4], C[6,0], D[3,4].
5. Vypocitajte velkost uhlov v trojuholniku ABC, ak A[2, —1], B[1,1], C[0,0].
6. Dané su body A[6,2,2], B[0,4,7], C[2,0,5].

a) dokazte, Zze body A, B, C tvoria trojuholnik ABC,

b) vypocitajte suradnice vrcholu D rovnobeznika ABCD,
c) vypocitajte obvod rovnobezinika ABCD,

d) vypocitajte suradnice stredu rovnobeznika ABCD.

7. Dané st body A[— 2,0], B[4, —6]. Urcte:

a) suradnice bodu C tak, aby trojuholnik ABC bol rovnostranny,
b) vypocitajte dizku strany AC,

c) vypocitajte velkost uhla pri vrchole A,

d) vypoéitajte dizku taznice na stranu a a suradnice taZiska.

8. V kocke s hranou a vypocitajte uhol telesovych uhlopriecok.
9. V kocke s hranou a vypocitajte uhol telesovej a stenovej uhlopriecky.

10. Dana je kocka ABCDFEFGH. Vypocitajte uhol vektorov:

a) A_C), ﬁ,
b) FA, FH.

11. Dany je pravidelny $tvorboky ihlan ABCDV, kde jeho podstavna hrana ma dizku
6 cm a vyéka v = 3v2 cm. Vypoditajte uhol ‘174’,‘3_0’

12. Vypoditajte vektorovy sucin vektorov u, v, ak poznate ich dizky a uhol ¢, ktory

zvieraju:
a) il =2,[v| = 2,¢ =90°,
b) || = 2,9| =V2,¢ = 135°

13. Vypoditajte velkost vektora |u X V|, ak |u| = 3, |¥| = 2, ¢ = 60°.
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14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

Vypotitajte @ X b, ak d = 4B, b = DC, A[2,2,—1], B[2,1,0], C[-1,2,2], D[2,1,3].
Vypocitajte obsah a obvod trojuholnika ABC a vysku na stranu AC, ak:

a) A[3,1,4], B[0,2,1], C[5,0,8],
b) A[ll - 218]1 B[OIOI4]I C[6;2;O]

Vypoditajte obsah rovnobeZnika ABCD, ak A[0,4,7], B[2,2,2], D[6,1,5].
Vypotitajte zmiegany suéin vektorov d@, b ¢, ak poznéte:

1] = 2, <(db) = 90°%(b, &) = 150°,%(d, &) = 90°,

€] = 4, <(d,b) = 90° (b, &) = 90°,(d, ) = 90°.

Dané su vektory a(2,—3,2), b(2,2,—1),23(1,2,2). Vypoditajte (EL X f)) C,
b.(d % d),é (d@x 5) Vysledky potom porovnaijte.

Dany je Stvorsten ABCD. Vypocitajte jeho objem a vzdialenost bodu A od steny
BCD, ak A[2,—-1,-2], B[1,2,1], C[2,3,0], D[5,0, —6].

Vypocitajte objem rovnobeZnostena ABCDEFGH, ak A[2,1,0], B[0,2,0], D[—2,3,0],
E[3,2,—6].
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5 Rovnice linedrnych utvarov vrovine av priestore.
Polohové a metrické vlastnosti linedarnych uatvarov
v priestore

Vlastnosti vektorov, ktoré sme uviedli v Stvrtej kapitole, teraz vyuzijeme v ramci
roznych aplikacii suvisiacich s analytickymi vyjadreniami priamok arovin, ich
polohovymi a metrickymi vlastnostami v rovine, ale aj v priestore. Tieto aplikacie
popiSeme jednak z teoretického hladiska, ale uvadzame aj konkrétne ulohy k danym
témam.

5.1 Rovnice linearnych utvarov v rovine a v priestore

Smerovy vektor priamky je fubovolny nenulovy vektor, rovhobezny s danou priamkou.
Z uvedeného vyplyva, Ze priamka ma nekonecéne vela smerovych vektorov, kazdé dva
smerové vektory su kolinearne, pretoze su rovnobezné s danou priamkou.

Dané je priamka p smerovy vektorom d(a,, a,) a bodom My[x,, y,]. Pre lubovolny
bod X[x,y] priamky p plati, Ze vektory MyX a d su kolinedrne. Uvedenu vlastnost
vieme zapisat vztahom: My X = td; t € R, a teda pre kazdy bod X priamky p plati:

X_M0=td)

x =xy+at

y=Yy,t+at,t ER
Uvedené rovnice nazyvame parametrickymi rovnicami priamky p v rovine.
Pozndmka. Parameter pre polpriamku je t = 0 a parameter pre usecku 0 < t < 1.
Parametrické rovnice priamky p v priestore vieme odvodit podobne ako v rovine:

X =Xxy+at
Y=Y tast
Z:ZO+a3t,t€R

Dal$im typom rovnice priamky v rovine je smernicovy tvar rovnice priamky. Tato
rovnica je uréena bodom a smernicou. Cislo k = tg, kde ¢ je smerovy uhol priamky,
nazyvame smernicou priamky. Ak k = 0, tak priamka je rovnobeznd s osou O,.. Priamka
je rovnobezna s osou 0,, tak priamka smernicu nema.
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Nech je priamka p dand bodom M, [x,, y,] a smernicou k, potom plati:

Y—Yo

MEp=>k=tg<p=x_x
0

Y — Yo = k(x —x)
Ak miesto bodu M[x,, y,] zvolime bod B[0, q] ako priese¢nik priamky p s osou y, tak
y = kx + q je smernicovym tvarom rovnice priamky.

Pozndmka. Ak pozndme smerovy vektor da(aq,a,) priamky p, tak k = %,al # 0.
1

Pre priamku uréend dvoma rdéznymi bodmi M, [x;, y;1, M,[x,, v,] plati:

° k — J/2—3’1'
X2—X1

Y2—V1
[ ] —_ =
Y—W o—

(x — x9).

V rovine mdézZe mat priamka rovnicu aj vo vseobecnom tvare. Lubovolna priamka
v rovine vzhladom na karteziansku sustavu suradnic moze byt uréena rovnicou prvého
stupna tvaru:

ax+by+c=0,a,b,c€R, a+0,b =+ 0 (plati aj obratena veta).

Lubovolnu priamka p v rovine mézeme vyjadrit tvarom ax + by + ¢ = 0, kde g, b, c su
vhodné konstanty, pricom a, b #0 (a? + b? > 0). Vektor #(a, b) je kolmy na priamku
p (plati aj obratend veta), dany vektor nazyvame normdlovym vektorom priamky p.
Nech smerovy vektor priamky p je vektor S, potom pre normalovy a smerovy vektor
priamky plati:

- >

s(mb,—ma)ln =>n.5§ = mab —mab =0
Uvedieme r6zna tvary rovnice ax + by + ¢ = 0:
o ¢c=0=>ax+by=0;,x=y =0 (priamka prechddza zaciatkom sustavy
suradnic),
e b=0,c#0=>ax+ c =0 (priamka je rovnobeina s osou 0, ),
e b=0,c=0=>x =0 (priamka je totozna s osou 0,)),
e a=0=>by+c=0;y= _76 (priamka je rovnobezna s osou 0,.),
e a=0,c=0=>by =0, y=0(priamka je totozna s osou 0,),
e a+¥0,b+0,c+0=>ax+by+c=0.

Zo vseobecného tvaru rovnice priamky p jednoduchymi Upravami ziskame usekovy tvar
rovnice priamky p.

Dana je priamka p = PQ, kde P[p,0],QI0, q], potom plati:
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—C
PEp:ap+c=0=>p=7

—C
QEp:bq+c=0=>q=7
Upravime rovnicu ax + by + ¢ =0 na tvar %+%= 1 alebo §+§= 1, Co je
a b

tzv. usekovy tvar rovnice priamky.

Pozndmka. Priamku v priestore vieme vyjadrit bud parametrickym tvarom,

. , X—X - Z—2Z . v . A v s
kanonickym tvarom - 0 = ybyo =— % alebo ako prieseénicu dvoch réznobeznych

rovin, ktoré su dané vSeobecnymi rovnicami.

Priklad 1.

Dand je priamka m = MN, kde M[—1,3], N[2,5]. Napiite parametrické vyjadrenie
priamky m, vSeobecny tvar priamky m a Usekovy tvar rovnice priamky m.

Riesenie:

Priamka m je uréena bodom M avektorom. K parametrickému vyjadreniu danej

_—

priamky potrebujeme smerovy vektor, ktory je napriklad vektor s = W, S =MN =
N—-M =12,5] —[-1,3] = (3,2).

Potom parametrické vyjadrenie priamky m ma tvar:

m:._ _X=M+tS,teER

m: x=-1+4+3t

y=3+2t,tE€R
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Priamka m vyjadrena vSeobecnym tvarom je ur¢ena bodom M a normalovym vektorom
1. Normalovy vektor je kolmy na priamku, preto je kolmy aj na smerovy vektor danej
priamky. VyuZijeme vlastnost skalarneho sucinu na ndajdenie suradnic normalového
vektora:

s=(32),n=(-23), n.s =(3,2).(-2,3) =3.(-2) + 2.3 =0.
Z uvedeného teda vyplyva, Ze vektory 71, § sU navzdjom kolmé.
Potom pre priamku m plati:
m:ax+by+c=0
—2x+3y+c=0
Mem: —2.(-1)+33+c=0
2+9+c=0
c=-11
m: —2x+3y—11=0
Priamka m ma vSeobecnu rovnicu —2x + 3y — 11 = 0.
Usekovy tvar rovnice priamky m ziskame Gpravami z jej véeobecnej rovnice:
m:—2x+3y—11=0
—2x+3y =11

—2x 3y

11 +11_1

Z Usekového tvaru rovnice priamky m: % + 47 = 1 vieme zistit aj priesecniky danej
priamky so suradnicovymi osami x, y:
11
XeEMmMn ox:X[—7,0
11
Yemn oy:Y[O,?]
Priklad 2.

Napiste vSeobecnu rovnicu priamky, na ktorej lezi vySka v, v trojuholniku ABC,
ak A[5,6],B[—2,4],C[6,—1].
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Riesenie:
V trojuholniku ABC je vyska v, kolma na stranu AB a prechadza bodom C, preto vektor

Eje normalovym vektorom priamky, na ktorej lezi vyska v,:
R=AB=B—A=[-24]-[56] = (-7,-2)

Vieobecna rovnica priamky, na ktorej leZi vy$ka v,, je uréena bodom C a vektorom 7:
Ve: —7x—=2y+c=0
Cev.:—76—-2.(-1)+c=0
—42+2+c¢=0
c =40
V.: —7x—2y+40=0

V trojuholniku ABC ma vSeobecna rovnica priamky, na ktorej lezi vyska v,, tvar:
—7x — 2y +40 = 0.

Priklad 3.

Dany je trojuholnik PQR, kde P[1,2,—4],Q[—1,4,0],R[3,—1,—2]. NapiSte rovnicu
taznice t,.

Riesenie:

Zo suradnic vrcholov daného trojuholnika je zrejmé, Ze mame napisat rovnicu Usecky
v priestore, preto taznicu vyjadrime parametrickou rovnicou.

TaZnica t, je uréend bodom R a smerovym vektorom i = RS.

R

P 5 a

Suradnice stredu S strany PQ su:

CP+Q  [1,2,—4]+[-140] [06,—4]
=——= . =———=1[03,-2]

Smerovy vektor T faznice t, ma suradnice i = RS = S — R = (—3,4,0).
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Parametrické vyjadrenie taznica t,. ma tvar:
t. X=R+tRSte(01)
t,: x=3-—3t
y=-1+4t
z=-2, t€{(0,1)

V dalSej ¢asti uvedieme rovnice roviny, ktoré sa najcastejsie pouzivaju v Skolskej praxi.

Dana je rovina g a zameranie L roviny a. Zameranie L je dvojrozmerny podpriestor
-

trojrozmerného priestoru, pricom vektory d, b su bdzou podpriestoru. Zameranie

roviny o je uréené dvoma nekolinedrnymi vektormi d, b, ktoré st rovhobeZné s danou
rovinou o.

Rovina je uréend bodom a dvoma nekolinearnymi vektormi, oznacenie je O'(MO, a, b).
Pre fubovolny bod M roviny ¢ plati: M € 0 <=> MyM, d, b su komplanérne (leZia

v jeden rovine), plati pre zmiesany sucin vektorov, Ze [MOM&E] = 0.

Najskor popiSeme parametrické rovnice roviny a. V sustave suradnic je rovina dana
nasledovne: o(M,, L), L(d, 5), kde M,[xo, Yo, Zo], @(ay, Ay, az), b(by, by, bs). Vektory
d, b nazyvame smerovymi vektormi roviny o. Odvodme teraz rovnicu roviny
O'(MO, a, I;) Vieme, Ze plati:

Bod M € 0 <=> MyM,d, b su komplandrne a [MOM&E] = (0, potom 3t, s € R:
MM = td + sb

MnM(x — X,V —=—Vo.Z — Zn)

Rovnicu roviny g zapiSme po suradniciach:
0:Xx =Xx9+ta, +5sb;
y =y, +ta, +sb,
Z =2y +taz +sb;,3t, sER

Inou pouzivanou rovnicou roviny je rovnica roviny uréena bodom a vektorom kolmym
na rovinu. Vektor kolmy na rovinu sa nazyva normdlovy vektor roviny. V kartezidnskej
sustave suradnic st dané bod My[x,, Vo, Zo] @ nenulovy vektor 7(4, B, C). Napiste
rovnicu roviny o(M,, ). Vieme, Ze:

Mlx,y,z] € 0 <=> MyM, 1 st kolmé, t.j. MM.n = 0 a plati:

(x—x0,y— V0, Z2—25)(4,B,C) =0
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Alx —x9) + By —yo) + C(z—2,) =0

Dalej z rovnici roviny O'(MO, a, B) plati:

X—Xo Y—Yo Z— %
a, a, as =0
by b, bs

Po uprave determinantu dostavame tvar Ax+ By +(Cz+D =0, kde

— a; as _ a; das _ a a, _
A= b2 b3|, o b1 b3|'C_ |b1 b2|’D - (Ax0+By0+CZO)

Rovnicu Ax + By + Cz + D = 0 nazyvame vseobecnou rovnicou roviny o.

Ak sustava suradnic je kartezidanska, potom vSeobecnd rovnica je rovnicou roviny.
Vektor 7i(4, B, C) je kolmy na rovinu, preto je kolmy na bazu zamerania, t. j. a, b.

Dand je rovina 0:Ax+By+Cz+D =0 a vektor p(pi,p,p3). Nutnou
a postaCujicou podmienkou rovnobeinostou vektora pa roviny o je

Apl + sz + Cp3 == 0

Ak v rovnici Ax + By + Cz + D = 0 su koeficienty A, B, C, D r6zne od 0, rovnicu

ay o . , : . D
mozeme upravit na usekovy tvar rovnice roviny §+2—’+§= 1, kde p = —
D D x, . . : , .
q=—2r=-7 Cisla p, g, r predstavuju useky, ktoré rovina vytina na osiach
0y, 0y, 0,.
Priklad 4.

Zistite, ¢i bod M leZi v rovine ABC, ak A[0,—1,1],B[1,3,-2],C[2,2,—1], M[1,1,1].
Riesenie:
Uréime si najskor smerové vektory roviny ABC, napriklad AB=B-—A=

(1,4,—3),AC = C — A = (2,3,—2). Rovina ABC je uréena bodom A asmerovymi
vektormi E,A_é

Potom:
ABC: X=A+t.AB +5s.AC.t,s ER
ABC: x=t+2s

y=-1+4t+ 3s

z=1—-3t—2s,t, sER
Bod M leZi v rovine ABC, ak:

1=t+2s =t=1-2s
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1=—-1+4t+3s
1=1-3t—2s

1=-14+4t+ 3s
2=4.(1—2s)+3s
2=4—-—8s+3s

-2 = — ——
5s =5 c
t=1 22—1 r_1
B 5 5 5

Dosadenim suradnic bodu M do jednotlivych parametrickych rovnic roviny zistime,
¢i nastane rovnost pravej a lavej strany v rovnici:

1=1-3t—2s
0=-3t—2s
1 2
0=-3--2¢
3 4
0=-5"3

7

0+—=

Bod M neleZi v rovine ABC.

—>
Overime nasSe zistenie aj svyuzitim vSeobecnej rovnice roviny ABC. Vypocitame

sturadnice normalového vektora 77 = AB X AC = (1,—4,—5). Dosadime suradnice
normalového vektora do vSeobecnej rovnici roviny, ziskame vztah:

x—4y—-5z+D =0
A€ABC: —4.(-1)—=51+D =0
4—54+D=0
D=1
ABC:x—4y—5z+1=0

VSeobecna rovnica roviny ABC ma tvar x — 4y — 5z + 1 = 0 a dosadenim suradnic
bodu M do tohto tvaru zistime, ¢i dany bod leZi v tejto rovine:

x—4y—52+41=1-41-51+1=-7#0
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Inym sposobom sme ukazali, Ze bod M nelezi v rovine ABC.
Priklad 5.

NapiSte vSeobecnu rovnicu roviny «, ktora je dand parametrickym vyjadrenim a:
x=1+2t—-s,y=2—-t,z=1+t+s,t, s€R.

Riesenie:

Vypideme si z parametrického vyjadrenia roviny a jej smerové vektory u(2,—1,1),
v(—1,0,1) a stradnice bodu A[1,2,1] danej roviny. Normalovy vektor roviny 7 ziskame
vektorovym su&inom dvoch smerovych vektorov roviny, n = u X v = (—1,-3,—1).

VSeobecna rovnica roviny ¢ ma tvar —x —3y —z + D = 0 a teraz do tohto tvaru
dosadime sutradnice bodu 4[1,2,1]:

-1-32-1+D=0
D =28
VSeobecna rovnica rovinya je —x —3y —z+8 =0 alebo x +3y +z—-8 = 0.
Ulohy na precvicenie
1. Napiste parametrické rovnice priamky p uréenej bodom a vektorom:

a) A[2,5],1u(5,4),
b) A[1,4],u(-3,-7),
c) A[0,—-2,3],1(3,2,-5).

2. Napiste parametrické rovnice priamky p uréenej bodmi:

a) A[2,5], B[5,1],
b) A[-1,0,—1], B[3,2,1],
c) C[—4,3,1],D[-2,-3,4].

3. Napiste vSeobecnu rovnicu priamky p uréenu bodmi:

a) A[2,5],B[3,2],
b) A[1,4], B[-3, —=7].

4. NapiSte vSeobecnu rovnicu priamky, ak x =1 —3t,y =4 — 7t,t € R.
5. NapiSte parametricku rovnicu priamky 4x — 5y + 17 = 0.
6. Napiste vSeobecnu rovnicu priamky, uréenu:

a) smerovym uhlom ¢ = 135°a Usekom g = —2 naosiy,
b) usekmip = —2,q = —3 na osiach x, y,
c) bodom A[2,3] a zvierajucu s osou x uhol 45°.

100



10

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Napiste parametricku, vSeobecnu, smernicovu a kanonicku rovnicu priamky, ktora
prechadza bodom A[-2,3] a je rovnobezna:
a) s osou x,
b) s osou y.

. NapiSte parametrické vyjadrenie priamky uréenej bodmi M[2,—3,7], N[5, —1,4]

a zistite, ¢i body A[—4, —7,1], B[11,3, —2] leZia na tejto priamke.

. Rozhodnite, ktory zbodov A[—1,3],B[0,5] leZia na priamke s rovnicou
2x—y+5=0.
. Urcte Cislo m tak, aby priamka x =2+ mt,y = —1+1¢,t € R prechadzala

bodom A[—4,1].
V trojuholniku ABC napiste rovnice:

a) vySok, ak A[7,8], B[5, —2],C[-3,—6],
b) taznic, ak A[1,0,2], B[2,1,3], C[0,0,1].

Napiste rovnice dvoch telesovych uhloprie¢ok kocky a zistite, ¢i su na seba kolmé.

Napiste parametrickd rovnicu roviny ABC:

a) A[1,1,1], B[0,2,3],C[0,—1,2],
b) A[ll _213]1 B[_41516]l C[7;81 _9]

NapiSte vSeobecnu rovnicu roviny (3, ak:

a)fix=3-2t+2s,y=1+t—2s,z=3—-4t—6s;t,s €R,
b)f:x=t+s,y=1+t+s,z=3+s;ts €R.

Napiste usekovy tvar rovnice roviny «a, ak:

a)a:5x —2y+3z—10 =0,
b)a:3x + 2z = 6.

NapiSte vSeobecnu rovnicu roviny, ktord prechddza bodom E[—3,5,7] a je kolmd
na vektor (1, =2, —1).

Napiste rovnicu roviny a prechadzajucej bodom D[2,—1,1] akolmej
krovinamy:3x +2y—z+4=0ad:x+y+2z=3.

5.2 Polohové vlastnosti linearnych autvarov v priestore

V ramci polohovych vlastnosti réznych atvarov zistujeme ich vzajomnu polohu.
Uvedieme dalej vzajomnu polohu dvoch priamok, dvoch rovin a vzajomnu polohu
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priamky aroviny z pohfadu analytickej geometrie. Viac k polohovym vlastnostiam
linedrnych utvarov je uvedené v podkapitole 3.2.

Dané su priamky p,(My,a), pZ(MZ,I;). Zavedme jednotlivé sdradnice bodov
M, [x1,V1,21), My[x5,y5,2,], ktoré patria priamkam p,, p,, atiez ich smerovych

vektorov d@(ay, a,, as), b(by, by, bs).

Pre vzdjomnu polohu dvoch priamok mo6Zu nastat tieto pripady:

e vektoryq, b st kolinearne prave vtedy, ked priamky p;, p, su rovnobezné alebo
totozné (nemaju spolo¢ny bod alebo maju spolo¢né body),

e vektory c‘i,lg su nekolinearne prave vtedy, ked priamky p;, p, su r6znobezné
alebo mimobeZné (maju spolo¢ny bod alebo nemaju spolocny bod).

Pozndmka. Nutnou a postacujucou podmienkou, aby rovnice a;x +b;y+¢; =0
aa,x + b,y + ¢, = 0boli rovnicami tej istej priamky je Umernost koeficientov v tychto
rovniciach (a, = ta,, b, = thy, c, = ta,).

V sustave suradnic su dané dve priamky rovnicami pyiax +byy+c; =0
a p:a,x + b,y +c, =0. Smerové vektory danych priamok su
$1(=b1,a1),5;(=by, a).

Vzhladom na linearnu zavislost smerovych vektorov moézu pre priamky nastat dva
pripady ich vzdjomnej polohy:

e ak 57,5, su nekolinedrne, tak priamky p;,p, sa pretinaju (existuje jediné
rieSenie sustavy rovnic z danych priamok),
_— > ’ . Ve . ’ v Ve ’ .7
e ak sy, S, su kolinedrne, tak priamky p;, p, su rovnobezné (nesplyvajuce).

Priamky p;: a1 x + byy +¢; = 0, py:a,x + b,y + ¢, = 0 mozu byt:

e rbznobezné prave vtedy, ked koeficienty pri x, y v rovniciach priamok nie su
nasobkom jediného redlneho ¢isla k, 3 k € R: a, # ka,, b, # kb, ¢, # kc,

e totoZné prave vtedy, ked vsetky koeficienty pri x, y v rovniciach priamok su
nasobkom jediného realneho ¢isla, 3 k € R: a, = ka,, b, = kby, ¢, = kc;,

e rovnobezné prave vtedy, ked koeficienty pri x, y v rovniciach priamok su
nasobkom jediného redlneho Cisla, ale absolutne cleny nie su ndsobkom
jediného redlneho ¢isla, 3 k € R: a, = ka,, b, = kb4, ¢, # kc;.

V sustave suradnic su dané roviny 0,: A;x + By + Ciz+D; =0a 0,:4,x + B,y +

Al Bl Cl) h = (Al Bl Cl Dl)

C,z+ D, = 0, pricom h = (Az B, C, A, B, C, D,

Pre vzdjomnu polohu dvoch rovin mbzu nastat nasledujuice pripady:
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e aksu vsetky koeficienty v danych rovniciach imerné, rovnice rovin ur€uju tu istu
rovinu,h =h" =1,

e ak su koeficienty pri x, y, z v danych rovniciach umerné (len D; # D,), rovnice
rovin uréuju rovnobezné roviny, h = 1,h" = 2

e ak su vsetky koeficienty v danych rovniciach nedmerné, rovnice rovin urcuju
r6znobezné roviny, h = 2,h" = 2.

Dana je priamka p(M,, @) a rovina a: Ax + By + Cz + D = 0 v sUstave suradnic, kde
bod M, patriaci priamke p md stradnice M, [x,, Vo, Zo] @ smerovy vektor d priamky ma
zase sUradnice d(aq, a,, as).

Pre vzdjomnu polohu priamky a roviny m6zu nastat tieto pripady:

e priamka p pretina rovinu o préve vtedy, ked smerovy vektor priamky d nie je
rovnobezny s rovinou g, t. j. Aa; + Ba, + Cas # 0, ich spoloCny priesecnik je
rieSenim sustavy rovnic priamky p a roviny g,

e priamka p je rovnobezna s rovinou o prave vtedy, ked smerovy vektor priamky
d je rovnobezny s rovinou o a bod M, neleZi v rovine g, plati:

Aay +Ba, +Caz =0
Axy+ By, +Czy+ D # 0,

e priamka p leZi v rovine o prave vtedy, ked plati:

Aa, +Ba, +Ca; =0
Axy + By, +Czy + D = 0.

Priklad 6.

Urcte vzajomnu polohu priamok p, g s parametrickymi vyjadreniami p:x = 1 + 4¢t,
y=—-t,t€R,q:x =3—12s,y = -2+ 3s,5s ER.

Riesenie:
Vzajomnu polohu dvoch priamok moézeme zistit roznymi spésobmi. Najskor vyuzijeme
smerové vektory p(4, —1), g(—12,3) priamok p, g a zistime, &i su linedrne zavislé:
p=kg
(4,—1) = k.(—12,3)

4=-12.k=k=-3
—1=3k=k=-3

p=-3q

Smerové vektory p,q danych priamok su lineadrne zavislé, preto priamky p, g su
rovnobezné alebo totoZné. VyuZijeme bod P[1,0] patriaci priamke p na zistenie
vzajomnej polohy priamok p, g. Ak bod P bude leZat aj na priamke g, a teda budu jeho
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suradnice vyhovovat parametrickym rovniciam priamky g, tak st priamky p, g totozné,
inak su priamky rovnobezné rozne:

1=3-12s > s =

0=-2+4+3s=s=

WIN =

Hodnoty s su r6zne, sustava rovnic nema rieSenie, tak bod P nepatri priamke g. Priamky
p, g su preto rovnobezné.

Vzajomnu polohu priamok mozZeme zistit aj rieSenim sustavy dvoch rovnic s dvoma
neznamymi, pricom podla poctu spolo¢nych bodov vieme usudit ich vzajomnu polohu:

1+4t=3—-12s

—t=-—-2+43s

4t +12s =2
—t—3s=-2 /4

4t + 12s =2
—4t —12s = —8
0 = —6 =—>sustava rovnic nema rieSenie

KedZe sUstava rovnic nema rieSenie, to znamena, Ze priamky p, g nemaju Ziadne
spolocné body, preto su rovnobezné a rozne.

Priklad 7.

Zistite vzajomnu polohu rovin p:2x =3y +z—-4=0,0:x+2y—-z+1=0.
Riesenie:

Roviny mozu byt rovnobezné, roznobeziné alebo totozné. KedZe su roviny p, o dané
vseobecnymi rovnicami, vyuzijeme na ich normalové vektory. Suradnice normalovych

vektorov rovin si n,(2,-3,1), n;(1,2,—1). Ak budi normélové vektory linedrne
zavislé, roviny su bud rovnobezné alebo totozné, inak su roviny r6znobezné:

;= k.7
(2,-31)=k.(1,2,-1)
2=k=>k=2

3
3=2k=k=-=
2

l=-k=k=-1
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Pretoze hodnoty k nie su rovnaké, normalové vektory rovin su linearne nezavislé,
o k oad
n, # k.n,.

Roviny p, o su r6znobezné.
Priklad 8.

Zistite vzajomnu polohu priamkym:x =1+ 2t,y =—-1+t,z=1—t,t € R aroviny
p:x +y+z+1=0.Aksurbéznobezné, tak najdite aj suradnice ich priesecnika.

Riesenie:

S vyuzitim skalarneho sucinu dvoch vektorov zistime vzajomnu polohu smerového
vektora § priamky m a normalového vektora 7 roviny p: 5.7 = (2,1,—-1).(1,1,1) =
2+1—1+0. Zuvedeného vyplyva, Ze priamka m arovina p su rb6znobeziné.
Potrebujeme este vypocitat stradnice ich spolo¢ného bodu R:

Remnop: x+y+z+1=0
A+20)+(-14+)+1-t)+1=0
2+2t=0
t=-1
Priese¢nik R ma potom suradnice:
x=1+2t=1+2.(-1) =-1
y=—-1+t=-1+(-1)=-2
z=1-t=1-(-1)=2
Priamka m a rovina p maju spolo¢ny bod R[—1, —2,2].
Ulohy na precvic¢enie
1. Zistite vzdjomnu polohu priamok:

Apix=2-3t,y=6+t,z=—-t,q:x=1—2s,y=3s,z=2,t,5s €ER,

b)p:x=5+4+3t,y=8—-6t,z=—-6+9t,q:x =7 —2s,y =4+ 4s,
z=—6,t,s ER,

c)x+2y+5=0,—x+y+1=0,

dpx==-2+4+t,y=—-t,z=3-2t,teR,x+y+2=0,

e)x+4y+1=0,2x+8y+2=0.

2. Najdite spoloény bod priamok AB, CD, ak A[—4,2], B[—1,7],C[9,—2], D[-3, —5].
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. Urcte Cisla m, n tak, aby priamky 3x —5y+4=0,2—-m)x —3ny+3—-s=0
boli:

a) rovnobezné,

b) totoiné,

c) r6znobeiné.

. Dané su body A[2,5],B[—3,9],C[0,0]. Vypocitajte suradnice stredu S opisanej
kruznice trojuholniku ABC.

. Napiste rovnice stran kososStvorca s uhloprieckami 10 cm a 6 cm, ak dlhsia
uhlopriecka lezi na osi x a kratSia na osi y.

. Body A[—2,1], B[—2,2], su vrcholy trojuholnika ABC a V[—1,—1] je ortocentrum
trojuholnika ABC. Urcte suradnice vrcholu C.

. Zistite vzajomnu polohu rovin a, §:

Aax=-1+r,y==-2r+s,z=1+r+s,r,s ER,L:x=1+m+n,
y=2—-m+nz=m+nmneER,

b)a:x=1+3s,y=2r+s,z=-r,1,s €ER,f:x=2m,y=1—m —n,
z=nmmneR

c)a:5x+7y—4z=0,0:—3x+ 4y + 2z =8,

dax+y+z=0p:2x+2y+ 2z =5.

. Zistite vzajomnu polohu roviny p a priamky t:

a)t:x=3+2r,y=1-r,z=2—-r;r€R,p:x=1+m+3n,y=1+2m—
nz=-14+3m+2n, myné€eR

b)t:x=1+r,y=3-1rz=2-3r7r€R, pix=—14+my=1-3m+
2n,z=2—3n; m,n €R,

c)px+y+2z=0t:x=r,y=-r,z=—-4—-2r; r €R.

5.3 Metrické vlastnosti linearnych utvarov v priestore

K metrickym vlastnostiam zaradujeme uhol a vzdialenost medzi réznymi Gtvarmi.
Budeme sa Danym vlastnostiam venovat v tejto podkapitole z pohladu analytickej
geometrie. Viac k metrickym vlastnostiam linedrnych Gtvarov je uvedené v podkapitole
3.3.

Uhlom priamok sa nazyva velkost toho uhla zo Styroch uhlov, ktoré zvieraju priamky
a nie je vacsia ako velkost ostatnych uhlov. Uhol dvoch réznobeznych priamok nie je

s VV 7/ n . /] U . .
vacsi ako 2 Pozrime sa na velkost uhla dvoch priamok analyticky.
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Dané su priamky p;: a1 x + by + ¢; = 0, py:ay,x + b,y + ¢, = 0, potom ich smerové
vektory st 57(=by, a;), 5;(—b,, a,). Uhol priamok «(py, p;) = 4(57,5;) = ¢, pricom

@ E <—§,§> Ak su priamky kolmé, tak ¢ = —galebo @ =§ as;.s, =0.

TieZ platia nasledujuce vlastnosti:

ai azl
by b
o Apup2) =@ tgp ==

o pi:y=kix+qq,p:y = kyx+ qy,ichsmerové vektorysu s;(1,k;),s,(1, k),
ka — kg

potom su priamky kolmé a k;.k, + 1 = 0, inak pre ¢ # gi t9¢ = 1
1-12

Pozndmka. Zvézok priamok je mnoZina vSetkych priamok, ktoré prechadzaju
priesecnikom dvoch r6znobeziek. Stred zvazku je priesecnik zvazku priamok. Osi dvoch

r6znobeznych priamok a,x + b;y+c¢; =0, a,x + b,y +c, =0 maju rovnice
aix+byy+cy + azx+byy+cy

/a12+b12 ’a22+b22

Uhol dvoch réznobeznych rovin je uhol priamok leZiacich v danych rovindach, ktoré su
kolmé na priesecnicu rovin.

Dané su roviny o0.:4A;x+B;y+Ciz+D; =0 a 0,:4,x+B,y+(C,z+ D, =0.
Normalové vektory rovin a,, o, su vektory n;(4,, B;, C;),n,(4,, By, C,). Potom uhol

rovin ¢ urcuju tieto normalové vektory a plati vztah:
COSQY = T—=~1—
Iy

Pozndmka. Uhol rovin je ¢ alebo m — ¢.
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p

Poslednym pripadom, ktorému sa budeme venovat, je uhol priamky s rovinou.
Zo stereometrie vieme, Ze plati veta:

Uhol priamky p a roviny o nazyvame ostry uhol uréeny priamkou a jej pravouhlym
priemetom do roviny o.

Nech uhol ¢ je hl'adany uhol priamky p a roviny o. Normélovy vektor 71(4, B, C) je
kolmy na rovinu, preto p = 4(7, ). Potom plati:

o = %— p, kde p je ostry uhol priamok p, p’,
e Qp=p-— %, kde p je tupy uhol priamok p, p°.
Platia preto nasledujuce vztahy:

e sing = cosp, ak cosp > 0,
e sing = —cosp, ak cosp < 0.
Odtial dostdvame vztah:

—>—>|

n.s
|7l ls]

sing = |cosp | =
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Priklad 9.

V kocke ABCDEFGH s hranou dizky a vypocitajte uhol telesovych uhloprie¢ok.
Riesenie:

Zavedieme suradnicovu sustavu so zaciatkom vo vrchole D kocky ABCDEFGH. Zvolime

telesové uhlopriecky danej kocky, napriklad priamky E, W, potom suradnice bodov
priamok st A[0, a, 0], G[a, 0, a], Bla, a, 0], H[0,0, a].

Vypocitame smerové vektory priamok Z@,ﬁ:
AG=GC—-A= (a,—a,a),ﬁl_-f =H-B=(—a,—-a,a)
Uhol priamok ¢ je uhol ich smerovych vektorov, ktory vypocitame zo vztahu:
AG.BH
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3 (a,—a,a).(—a,—a,a)

- Jaz + (—a)? + a?.\/(—a)? + (—a)? + a2
a.(—a) + (—a).(—a) +a.a

Va2 + a? + a?.Va? + a? + a?

cosQ

cosp =

—a’+a?+a?

cosp =

v3a2.V/3a?
a2
Cosp = ﬁ

1
Coscp=§=<pi71°

Uhol telesovych uhlopriecok v kocke je priblizne 71°.

Priklad 10.

Vypoditajte uholrovina: 2x—y+z—1=0,: x+y+2z+3 =0.
Riesenie:

Uhol ¢ rovin a,f je uhol normalovych vektorov n_a’,n_ﬁ’ danych rovin. Sudradnice

normélovych vektorov vieme zistit zo vieobecnych rovnic rovin a,f: n,(2,—1,1),
n_ﬁ’(1,1,2).

Potom plati:
2-1+(-1)-1+1-2]
V22 + (12 + 1212+ 12 4+ 22
3

V6 V6

3
cosp ==

cos @ =

cos @ =

1
cosgo:§=><p:60°

Uhol rovin a, f ma velkost 60°.
Priklad 11.

Vypocitajte uhol priamky p aroviny «a, ak p:x=4-2t,y=1-12t,z=t,
teER,a:x+4y+z—1=0.
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Riesenie:

Uhol priamky a roviny vypoéitame pomocou ich vektorov, vyuZijeme smerovy vektor §
priamky p anormdlovy vektor 7 roviny a. Suradnice uvedenych vektorov su:
s(—2,-2,1),71(1,4,1).

Uhol priamky a roviny vypocitame zo vztahu:

5.7

|S117]
|(=2)-1+(-2)-4+1-1]

sing =

sing =
J(=2)2+(-2)2+12 V12 + 42 + 12
] | -2 -8+ 1]
Singy =
Y Virarivitier1
V9 /18
] 9
sSingy =
Y7332
_ 1
Sln<p=—2=7ﬁ<p=45°

Uhol priamky p a roviny a je 45°.

Najskér sa budeme venovat vzdialenosti bodu a priamky. Dana je priamka p: ax +
by + ¢ = 0, potom 7i(a, b) je normalovy vektor priamky. Nech M,[x,, yo]¢ p a bod P
je pata kolmice z bodu M, na priamku p, potom:

e ak M;[x;,y,] €Ep, tak |M,,p| =0,
e pre lubovolny bod M priamky p plati: |My, p| < |MyM|.

V kartezidnskej sustave suradnic (0,7,7) je dany bod My[x,,V,] apriamka
p:ax + by + ¢ = 0. Vypocitajte vzdialenost bodu M, od priamky p.

Ak PM, je kolmica na priamku p, 71(a, b) je normalovy vektor priamky, tak PM,, 1
su kolinedrne vektory a plati:

PMy.7i = | PMy|. |7i]. cos<(PMy, 71) = F| PM,|. |1l

Mo, p| = |PMy| _ [P 7
0Pl = o] — |T_l)|

Plxy,y1] => PMy(x¢ — X1, Y0 — Y1)
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PMy. 1 = (xg — X1, Vo — y1)- (@, b) = axy + by, — (ax, + by,) = axq + by, + ¢,
pretoze P[x;,y,] € p => ax; + by, + ¢ = 0.

|| = v a? + b?
|PM,. 1| _laxy + by, + ¢l
|7 va? + b?

Dalej uvedieme vztah pre vzdialenost bodu od roviny. Dand je rovina
0:Ax + By+Cz+ D =0 a bod Myl[x,, YV, z,]. Vzdialenost |M,, | vypolitame

|Axg+Byo+Czp+D|

zo vztahu |My, 0| = VAZ+B2+C2

|M01p| = |P—IWO)| =

. Naznaéime struéne ddkaz tohto vztahu.

Bodom M, vedieme kolmicu k na rovinu . Nech M; = kna, t. j. M;[x;,y1, 2],
Ax; + By, + Cz; = 0, normalovy vektor roviny je 7(4, B, C).

Vektor 7 je kolinedrny s vektorom M;M,, kde M;M,(xq — X1, Vo — V1, %o — Z1). Preto
plati:

ﬁ. M1M0= |A(x0 - xl) + B(yo - yl) + C(ZO - Z1)|=...=|Ax0 + Byo + CZO + Dl

Podobne vieme zistit aj vzdialenost dvoch rovnobeznych rovin. Dané su dve rovnobezné
roviny 0;:Ax+By+Cz+D; =0, 0,:Ax + By + Cz+ D, = 0. Vypocitajte ich
vzdialenost.

Ak bod M,[x,, Vo, Z9] € 0y, tak plati:
Ax0+By0+CZO+D1 = 0
Axo + Byo + CZO - _Dl

_ _ |AXO+By0+CZO+D2|
loy, 02| = [My, 05| = VAZ1B21C2
S N
1021 =
’ VAZ + B2 + (2
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Priklad 12.

NapiSte rovnicu priamky, ktord je rovnobeind s priamkou 5x + 12y —1 =0 ama
od nej vzdialenost d = 5.

Riesenie:
Priamka rovnobezna sdanou priamkou 5x + 12y —1 =0 ma rovnicu v tvare
5x + 12y + D = 0. Pre vzdialenost bodu od priamky plati vztah:
g lax, + by, + ¢l
VaZ + b

Dosadime konkrétne hodnoty podla zadania:

5_|5x+12y—1|

Ny
s _ |5x + 12y — 1] B |5x + 12y — 1]
V169 13

5x + 12y — 1 —(5x + 12y — 1)
> = 13 V5= 13
5x+12y—1=65V—-5x—12y +1 =65

5x+12y—-66 =0V —-5x—12y —64 =0

RovnobeZné roviny kdanej rovine maju rovnice v tvare 5x + 12y —66 =0
a—5x—12y — 64 = 0.

Priklad 13.

Vypocitajte  vzdialenost bodu A[5,—1,3] od priamky p:x = -1+ 2t,
y=-5+3tz=—2+2tt€ER.

Riesenie:

V predchadzajicej ulohe sme vyuzili vztah na uréenie vzdialenosti bodu od priamky,
ale v rovine. V priestore nie je jednoduché najst analytické vyjadrenie kolmice z bodu
na danu priamku. VyuZijeme preto rovinu «, ktora je kolma na priamku p s prechadza
bodom A. Prienikom priamky p aroviny a je bod A’, preto vzdialenost bodu A
od priamky p je vzdialenost bodov A, A", |A,p| = |4, A’|.

Najdeme najskor vSeobecnu rovnicu roviny «, pretozie vieme, Ze smerovy vektor
priamky p je aj normalovym vektorom 7 roviny «, a teda 71(2,3,2). Rovnica roviny a
ma potom vSeobecny tvar 2x + 3y + 2z + D = 0. Koeficient D vypoclitame s vyuZzitim
suradnic bodu A[5, —1,3] roviny a:
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254+3.(-1)+32+D=0
10-3+6+D=0
D =-13

VSeobecna rovnica roviny a je 2x + 3y + 2z — 13 = 0. Teraz ndjdeme suradnice bodu
A’, ktory je prienikom priamky p a roviny a:

2.(-14+2t) +3.(-5+3t)+2.(-2+2t)—13 =0
—2+4t—154+9t—4+4t—13 =0
17t —34 =0
t=2

Dosadenim hodnoty t = 2 do parametrickych rovnic priamky p ziskame sdradnice
bodu A™

x=-1+22=3
y=-5+32=1
z=—-2+22=2

Priese¢nikom p a roviny a je bod A°[3,1,2]. Vzdialenost dvoch bodov A, A" vypoéitame

ako velkost vektora AA”:

Apl =144 =44 =/B =57+ (1 +1)?+(2-3)2=Va+4+1=
V9 =3

Vzdialenost bodu A od priamky p je 3.
Priklad 14.

Vzdialenost bodu A od roviny f3 je dizkou strany $tvorca ABCD, ak B:3x + 2y — 6z +
26 = 0 a A[9,—2,0]. Vypocitajte obsah $tvorca ABCD.

Riesenie:
Suradnice normalového vektora 71 roviny f8 st 71(3,2, —6). Potom pre vzdialenost bodu
A od roviny f3 plati:
|3x + 2y — 6z + 26|
V32 422+ (—6)?
3.9+ 2.(—2) — 6.0+ 26| |27 —4 + 26|
V9+4+36 V49

14,8 =

14, B =
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|27 —4 4+ 26| 49
|A,ﬁ| = —_— =
V49 7

Obsah $tvorca ABCD so stranou s dizkou a = 7j je:

S =a? = 7% = 49j2

Obsah $tvorca ABCD je 49 j2.

Ulohy na precvic¢enie

1.

Vypoditajte uhol uhlopriecok 3tvoruholnika MNPQ, ak M|[3,4],N[2,0], P[—2,2],

. Vypocitajte vzdialenost vrcholu C trojuholnika ABC od strany AB, ak A[—4,2],
B[2,-5],C[5,0].
. Vypocitajte vzdialenost rovnobeziek s rovnicami 3x+4y—20=0,
6x + 8y +25=0.
. Napiste rovnice osi uhlov priamok 4x — 12y —2=0a5x+y + 3 = 0.
. Ndjdite pravouhly priemet bodu A[3,1, —1] do roviny B: x + 2y + 3z — 30 = 0.
. Vypoditajte vzdialenost bodu B[5,1, —1] od roviny p: x — 2y — 2z = —4.

. Vypocitajte vzdialenost rovnobeznych rovin 4x + 3y —5z—8 =4x+ 3y — 5z +

12 = 0.

. NapiSte rovnice rovnobeznej roviny a k rovine f:x — 2y + 2z — 5 = 0 tak, aby ich

vzdialenost bola 2.

. Vypocitajte vzdialenost bodu P[1,2,5] od priamky p:x =t,y =1—2t,z=3 +

t,t €ER.

10. Ur¢te bod sumerny s bodom P[2,7,1] podlarovinya:x — 4y +z+ 7 = 0.

11.Vypoditajte uhol stien ABC, ABD S$tvorstena ABCD, ak A[1,2,—-2],B[—1,-3,—1],

C[2,3,-3],D[1,—-1,2].

12.Vypocitajte uhol priamky p a roviny a:

a) px=5+6t,y=1-3t,z=2+t,t€R;, a:7x+2y—3z+5=0,
b) pix=ty=—tz=—-4-2t,t€R, a:x+y+z+1=0.
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6 Kuzelosecky

V Siestej kapitole uvedieme definiciu a vlastnosti kuzZeloseciek vratane ich analytického
vyjadrenie.

KuZelosecky su rovinné krivky druhého stupna, ktoré delime na:

e regularne kuzelosecky: kruznica, elipsa, parabola hyperbola,
e singuldrne kuzelosecky: bod, priamka, dve priamky.

Vsetky typy kuzelosecCiek moZzeme ziskat ako rezy kuzelovej plochy rovinou. Ak rovina
rezu neprechadza vrcholom, rezom kuzelovej plochy je reguldrna kuZelosecka. Ak je
rovina rezu vrcholova (t. j. prechadza vrcholom), rezom kuzelovej plochy je singuldrna
kuZelosecka. My sa dalej budeme venovat len regularnym kuzeloseckam, pricom
vSeobecna rovnica tychto kuzeloseciek je:

Ax*+ By*+Cx+Dy+E =0

Tvar krivky zavisi od velkosti uhla, ktory zviera rovina rezu s osou kuzelovej plochy.
Na obrazku su uvedené dva Specifické pripady.

6.1 Kruznica

Uvedieme najznamejsiu definiciu kruznice. Nech je v rovine dany bod S a realne Cislo
r>0. KruZnica k(S,r) je mnozina bodov X roviny, pre ktoré plati |SX| = r.

Symbolicky zapis definicie: k = {X € E,, |SX| = r}

Bod S sa nazyva stred kruznice a Cislo r je polomer kruznica. Pre priemer kruZnice d
plati: d = 2r.
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Teraz odvodime stredovu rovnicu kruznice. Zavedieme karteziansku suradnicovu
sustavu (0, x, y). Nech stred S kruZnice je totozny so zadiatkom suradnicovej sustavy
O, bod M[x, y] je lubovolny bod kruznice a je dany pevny polomer r. Podla Pytagorovej
vety pre trojuholnik SM M, a definicie kruznice plati:

ISX| =/(x =02+ (y—-02=r = x*+y?=r?

Pozndmka. Kazdy bod X[x, y], ktorého suradnice vyhovuju uvedenej stredovej rovnici
kruznice, tak je bodom kruZnice kaopacne, kazdy bod kruznice k ma suradnice
vyhovujuce stredovej rovnici kruznice.

Ak S[m, n], potom podla Pytagorovej vety pre trojuholnik SM M, plati:
ISM|? = |SM,|* + |MM,|?
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Dosadime stradnice di7ok stran trojuholnika, potom plati: (x — m)? + (y — n)? = r2.
Ziskana rovnica sa nazyva stredova rovnica kruznice k(S, 1), kde S[m, n].

Priklad 1.

Upravte vieobecnu rovnicu kruinice x% + y? — 2x + 6y — 15 = 0 na jej stredovu
rovnicu. UrcCte jej suradnice stredu S a polomer r.

Riesenie:
VSeobecnu rovnicu kruznice postupne upravujeme:
x2+y?—2x+6y—15=0
x?—2x+y*+6y=15
x*—21.x+y*+23.y=15
(x—1)2-1+(@+3)2-9=15
(x—1)?+(y+3)2=25
(x—1)2+ (y +3)? =52
Z uvedenej rovnici vyplyva, Ze kruznica ma stred S[1, —3] a polomer r = 5.
Priklad 2.

Zistite, &i rovnica x2 + y2 + 2x — 10y + 29 = 0 je rovnicou kruZnice. Ak &no, uréte
jej suradnice stredu S a polomer r.

RieSenie:
Postupujeme ako v predchddzajucom priklade:

x2+y2+2x—10y+29=0
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x?+2x+y?—10y = -29
x?+21.x+y*—25y=-29
(x+1)?2—-1+(y—-5)2—-25=15
(x+1)2?+(y—-5?%=-3

Dana rovnica nie je rovnicou kruznice.

6.2 Elipsa

Definujme dalsiu kuzelosecku — elipsu. V rovine su dané dva r6zne body F;, F, a redlne
Cislo a > 0, kde |Fy, F,| < 2a. Elipsa je mnozina vSetkych bodov X z roviny, pre ktoré
plati: |[F, X| + |F,X| = 2a.

Symbolicky zapis definicie: e = {X € E,, |F;X| + |F,X| = 2a}
Body F;, F, sa nazyvaju ohniskd elipsy, usecky F,X, F,X su ohniskové sprievodice
bodu X.

Pozndamka. Podla definicie je elipsa mnoZinou takych bodov v rovine, z ktorych kazdy
ma rovnaky sucet vzdialenosti od dvoch pevne zvolenych bodov (ohnisk). Vzdialenost
ohnisk je teda prirodzene mensia ako 2a, inak by pre trojuholnik F; F, X nebola splnena
trojuholnikova nerovnost.

Elipsa je rovinnd krivka, ktord ma svoj tvar a pomenovanie jednotlivych jej sucasti.
Priamka, ktora prechadza ohniskami F;, F, sa nazyva hlavnd os elipsy. Stred usecky
F,F, je stred elipsy, ktory oznaCime S. PrieseCniky hlavnej osi s elipsou su body A, B,
ktoré nazyvame hlavné vrcholy elipsy a |AS| = |BS| = a. Priamka, kolma na hlavnu os
a prechdadzajuca stredom elipsy, je vedlajsia os elipsy. Vedlajsia os elipsy pretina elipsu
v bodoch C,D, ktoré nazyvame ved/ajsie vrcholy elipsy a plati |CS| = |DS| = b. Ohniska
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su pevne urcené, preto ich vzdialenost je taktieZ pevne stanovena. Oznacime |F,F,| =
2e. Cislo e = |SF;| = |SF,| nazyvame ohniskovd excentricita (vystrednost).

Podla Pytagorovej vety plati vztah: a? = e? + b?

Pre elipsu odvodime jej stredovu rovnicu. Zavedieme karteziansku suradnicovu sustavu
(0,x,y) anech ohniskd F;, F, maju suradnice F;[—e, 0], F,[e, 0], pricom |F,F,| =
2e < 2a. Nech M[x, y] je lubovolny bod elipsy, potom podla definicie plati: |F; M| +
|F,M| = 2a.

Uvedeny vztah prepiSseme podla suradnic v obrazku a postupne ho upravime:
Jax+e)2+ (@ —-0)2+/(x—e)2+(y—0)2=2a
Jx+e)2+(y—-0)2=2a—-/(x—e)2+@y—-02 />

(x+e)?+(y—-0)2=4a>—4a/(x—e)2+ (y—0)2 + (x — e)? + (y — 0)?

x? + 2xe + e? + y? = 4a® — 4a\/ (x — e)2 + y? + x? — 2xe + e + y?
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4xe = 4a® —4a\/(x —e)2 +y2  /:4

xe = a? — ay/(x — e)? + y?

xe —a? = —a/(x — e)? + y? /2
x2e? — 2xea’ + a* = a®. ((x — e)? + y?)

x%e? — 2xea’ + a* = a®. (x* — 2xe + e? + y?)
x%e? — 2xea’ + a* = a*x? — 2xea® + a*e? + a*y*?
x2e? — a?x? — a?y? = aZe? — q*
x2(e? — a?) — a?y? = a2(e? — a?)

_x2(a? — %) — a?y? = —a2(a® — €?)
x2(a? — e?) + a?y? = a2(a? — e?)

x?b% + a’y? = a’*b*  /:(ab)?

2 2
Rovnicu % + i—z = 1 nazyvame stredovou rovnicou elipsy, kde stred elipsy je v bode

S[0,0] a jej ohniska leZia na osi x.

2 2
Stredova rovnica elipsy ma tvar Z—Z + Z—Z = 1, ak ohniska leZia na osi y a stred elipsy je
v bode S[0,0]. Plati aj podmienka a > b.

1)
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(x-m)2 = (y—n)?
a? + b2 =1
— 2 _n\2

(x—-m) _I_(y n) =1, ak

b2 a?

Ak S[m,n], potom dostaneme stredovi rovnicu elipsy

ak jej hlavna os je rovnobezna so suradnicovou osou x, alebo

jej hlavna os je rovnobeznd so suradnicovou osou .

Priklad 3.

Upravte vieobecnu rovnicu elipsy 9x% + 16y% + 18x — 160y + 265 = 0 na jej
stredovu rovnicu. Urcte jej suradnice stredu S, vrcholov A, B, C, D a ohnisk F;, F,.

RieSenie:

VSeobecnu rovnicu elipsy postupne upravujeme:

9x2 + 16y? + 18x — 160y + 265 =0

9x2 + 18x+16y* — 160y + 265 = 0

9(x% + 2x) + 16(y?> —10y) + 265 =0
9(x + 1) —9.1+16(y —5)> —16.25 + 265 =0

9(x + 1)> + 16(y — 5)> =9 + 400 — 265
9(x + 1)2 + 16(y — 5)% = 144

(9c+1)2+(y—5)2 _

1
16 9
x + 1)? —5)?
( )_I_(y ) —1
42 32
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Z uvedenej rovnici vyplyva, e elipsa ma stred S[—1,5], dizka hlavne poloosi je a = 4,
diZka vedlajéej poloosije b = 3, pri¢com hlavna os elipsy je rovnobeZna so stradnicovou
osou x. Potom hlavné a vedlajsie vrcholy elipsy maju tieto sdradnice: A[—5,5], B[3,5],
Cc[-1,8], D[-1,2].

Zo vztahu a? = e? + b? vypoctitame vzdialenost ohnisk od stredu elipsy:
02 = g% — p2
e?2=42-32=16-9=7
e =7

Suradnice  ohnisk leziacich na hlavnej osi elipsy maju sudradnice

F,[-1-+7,5], K,[-1+7,5].
Priklad 4.

Zistite, & rovnica x% + 9y? — 36y + 36 = 0 je rovnicou elipsy. Ak &no, uréte jej
suradnice stredu, vrcholov a ohnisk.

Riesenie:

VSeobecnu rovnicu elipsy upravujeme podobne ako v predchadzajucom priklade:
x2+9y? —36y+36=0
x2+9(y?—4y)+36 =0

x2+9(y—2)2—-94+36=0
x2+9(y—2)2—-36+36=0
x2+9(y—2)2=0

Dana rovnica nie je rovnicou elipsy. Ide o kvadraticku rovnicu, ktorej rieSenim je bod
so suradnicami [0,2].

6.3 Hyperbola

Daldou kuZeloseckou, ktorej sa budeme venovat v tejto kapitole, je hyperbola.
Uvedieme jej definiciu. V rovine su dané dva rozne body F;, F, a redlne Cisloa > 0, kde
|F,,F,| > 2a. Hyperbola je mnoZina vSetkych bodov X zroviny, pre ktoré plati:
|IF,X] — |F,X|| = 2a.

Symbolicky zépis definicie: h = {X € E,, ||FX| — |F,X|| = 2a}
Body F;, F, sa nazyvaju ohniskd hyperboly, Usecky F, X, F,X su ohniskové sprievodice

bodu X.
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Pozndmka. Podla definicie je hyperbola mnozina takych bodov v rovine, z ktorych kazdy
ma rovnaky rozdiel vzdialenosti od dvoch pevnych bodov (ohnisk). M6Ze nastat pripad
takej polohy bodu X, kde |F, X| < |F,X|. Potom by |F, X| — |F,X| < 0 a dostali by sme
sa do sporu s rovnostou kladnej hodnote 2a. Z toho dévodu sa rozdiel |F, X| — |F,X]|
uvadza v absolutnej hodnote. TaktieZ vzdialenost ohnisk je vacsia ako 2a. Inak by pre
trojuholnik F; F,X nebola splnend trojuholnikova nerovnost.

Hyperbola je rovinna krivka, ktora ma svoj charakteristicky tvar. Priamka, ktora
prechdadza ohniskami F;, F, sa nazyva hlavnd os hyperboly. Stred Usecky F; F, je stred
hyperboly, ktory oznacime S. Priesecniky hlavnej osi s hyperbolou su body A, B, ktoré
nazyvame hlavné vrcholy hyperboly a |AS| = |BS| = a. Priamka, kolma na hlavnu os
a prechadzajuca stredom hyperboly, je vedlajsia os hyperboly. Vedlajsia os hyperboly
pretina hyperbolu v bodoch C,D, ktoré nazyvame ved/ajsie vrcholy hyperboly a plati
|CS| = |DS| = b. Ohniskd st pevne uréené, preto ich vzdialenost je taktieZ pevne
stanovena. Oznaéime |F,F,| = 2e. Cislo e = |SF;| = |SF,| nazyvame ohniskovd
excentricita (vystrednost).
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Al—a. 0 5[0, 0] Fyle,0]

T Do, —b

Ak uvazime, Ze a,e su zvolené redlne &isla, kde e > a, potom plati: €2 — a? = b?

Pre hyperbolu odvodime jej stredovu rovnicu. Zavedieme kartezidnsku suradnicovu
sustavu (0, x,y) anech ohniskd F;,F, maju suradnice F,[—e,0],F,[e, 0], pricom
|F,, F,| = 2e > 2a. Nech M[x, y] je lubovolny bod hyperboly, potom podla definicie
plati: ||F,X| — |F,X|| = 2a

Podla suradnic v obrazku analyticky vyjadrime vztah z definicie hyperboly a postupne
ho upravujeme:

\/(x+e)2+(y—0)2—\/(x—e)2+(y—0)2=2a
Jax+e)?+(y—-0)2=2a+/(x—e)2+y-0)2 /?

(x+e)?+(y—0)2=4a>+4a/(x —e)2+ (y —0)2 + (x — e)? + (y — 0)?

x? +2xe +e? +y? =4a® + 4a/(x — e)? + y2 + x? — 2xe + 2 + y?

4xe = 4a® + 4a\/(x —e)2 +y2  /:4

xe = a? + a/(x —e)? + y2

xe —a? = a\/(x — e)? + y2 /2
x%?e? — 2xea’? + a* = a®. ((x — e)? + y?)
x2e? — 2xea? + a* = a%. (x? — 2xe + e% + y?)

2

x%e? — 2xea? + a* = a?x? — 2xea® + a*e? + a?y?
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x2e2 — q2x2 — azyz — a2e? — g*

x2(e? — a?) — a?y? = a?(e? — a?)
x%2b? — a?y? = a?b*  /:(ab)?
xZ 2
—-=1
a? b2

2 2

Rovnicu % - J;—Z = 1 nazyvame stredovou rovnicou hyperboly, kde stred hyperboly je

v bode 5[0,0] a jej ohniska leZia na osi x.

, . , x?2 2 R , . —
Stredova rovnica hyperboly ma tvar — o + % = 1, ak ohniska leZia na suradnicovej osi

y a stred hyperboly je v bode §[0,0].

Ak stred hyperboly ma suradnice S[m,n], potom dostaneme stredovi rovnicu

(x-m)?  (y-n)? - L v . . .
hyperboly T T = 1, ak jej hlavna os je rovnobezna so suradnicovou osou x,

(x-m)? | (y-n)? . .. . . .
alebo — 2 + =——— =1, ak jej hlavna os je rovnobezna so suradnicovou osou y.
a
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[0, 0] "

Asymptoty, ktoré zodpovedaju stredovej rovnici hyperboly, si priamky s rovnicami
xrm _ L, yn

a b

Priklad 5.

Vypocitajte suradnice stredu, ohnisk, hlavnych vrcholov a asymptot hyperboly, ktora je
dana vieobecnou rovnicou 9x? — 16y? — 90x — 96y + 225 = 0.

RieSenie:
Upravime vSeobecnu rovnicu hyperboly na jej stredovu rovnicu, z ktorej vieme zistit
dalsSie udaje:
9x? — 16y% — 90x — 96y + 225 =0
9x? — 90x—16y% — 96y + 225 =0
9(x% —10x) — 16(y?> + 6y) +225=0
9(x —5)2—9.25—-16(y +3)* + 169 +225=0
9(x —5)? + 16(y + 3)% = 225 — 144 — 225
9(x —5)2+ 16(y + 3)? = —144
_G=5? o +3)?

1
16 9
(x—=5)* (y+3)?
e T
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Z uvedenej rovnici vyplyva, 7e hyperbola ma stradnice stredu S[5, —3], dizka hlavne
poloosi je a = 4, dizka vedlajsej poloosi je b = 3, pricom hlavnd os hyperboly je
rovnobeZna so stiradnicovou osou y. Hlavné vrcholy hyperboly maju stradnice A[5,0],
B[5,—6].

Zo vztahu e? — a? = b? vypoéitame vzdialenost ohnisk od stredu elipsy:
e? =a’+ b?
e?2=42+32=16+9 =25
e=>5

Suradnice ohnisk leZiacich na hlavnej osi elipsy maju suradnice F; [5,2], F,[5, —8].

Rovnice asymptot ziskame Upravou rovnic XT_S = inJrS ,tj.a:3x—4y —27 =0,
a,:3x +4y—3=0.
Priklad 6.

Vypocitajte suradnice stredu, ohnisk, hlavnych vrcholov a asymptot hyperboly, ktora je
dana veobecnou rovnicou 4x? — y? + 8x — 4y — 4 = 0.

Riesenie:
VSeobecnu rovnicu hyperboly postupne upravujeme:
4x% —y2 +8x—4y—4=0
4x% + 8x—y? —4y —4=0
4(x*+2x)— (y*+4y)—4=0
4x+1)2—41—-(y+2)2+4—-4=0
4x+1)2—-(y+2)?2=4

(x+1)2—@=1
(x+1)2—(y;—22)2=1

Stred hyperboly méa stradnice S[—1, —2], dizka hlavne poloosi je a = 1, dizka vedlajsej
poloosi je b = 2, hlavné vrcholy hyperboly majd suradnice A[0,—2], B[—2,—-2].
Hlavna os hyperboly je rovnobeZna so suradnicovou osou x.

Pre excentricitu plati: e = Va2 + b2 = V12 + 22 = /5, preto suradnice ohnisk su
F1 [_1 - \/g, _2],F2 [_1 + \/g, _2]

: . 2 2
Rovnice asymptotsu: x +1 = % ax+1= —%.
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6.4 Parabola

Definicia paraboly je nasledovna. V rovine je dana priamka d a bod F taky, Zze F & d.
Parabola je mnozina vsetkych bodov X roviny, pre ktoré plati: |[FM| = |M, d|.

Symbolicky zapis definicie: p = {X € E,, |FM| = |M, d|}

Bod F sa nazyva ohnisko paraboly, priamka d je direkénd priamka (direkcnd os, riadiaca
priamka). Vzdialenost |F, d| = p sa nazyva parameter. Priamka, kolma na riadiacu
priamku a prechadzajuca bodom F, sa nazyva os paraboly. Bod V, ktory lezi na osi
paraboly v strede medzi ohniskom riadiacou priamkou, sa nazyva vrchol paraboly. Plati

|FV| =1v,d| =3

Odvodime analytické rovnice paraboly, tzv. vrcholovd rovnicu paraboly tak, Ze
zavedieme kartezidnsku suradnicovu sustavu (O, x, y), vhodne umiestnime vrchol,
ohnisko a direkénu priamku.

Nech V[0,0],d:x = — g, [2,0] a vieobecny bod paraboly ozna¢ime M[x,y]. Podla
definicie paraboly plati |[FM| = |M,d|. Prevedieme do analytického vyjadrenia
a dostdvame

[

2 2

(x—g) +y? =(x+g)

2 2
xz—px+pz+y2=x2+px+pz

y? = 2px
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Rovnicu y? = 2px nazyvame vrcholovou rovnicou paraboly svrcholom V[0,0]

a direkénou priamkou x = — g.

Pozndmka. Od umiestnenia ohniska F a direkénej priamky d zavisi, v akom tvare bude
vrcholovd rovnica paraboly. Jednotlivé pripady su naznacené na dalSom obrdazku.
Obzvlast si vSimnime pripad, kedy direkéna priamka nie je totozna so suradnicovou

osou.

]
diyg= .I?,

diz=F
2

Vo, 0|

d:y=2r+

¥l o F - Vo, 0] "

'1-':2.— 1]

. —_—— i ] o
diy=-7 " 4+ dey + dy i0x + 20y =0

Uvedieme rovnicu paraboly, ked posunieme vrchol so sdradnicami [0,0]
do V[m,n],[m,n] # [0,0].

Ak potom d:x=m-— S,F [m +§,n], vrcholovd  rovnica paraboly ma
tvar (y —n)? = 2p(x — m).
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D
o d:e=m—
2

. 5 -
Vim,n] Flm +4 12.':;: x*

0[0,0]

Z uvedeného vyplyva, Ze existuju aj dalSie ,tvary “ vrcholovej rovnice paraboly pre
V[m,n] # [0,0]. Na jednotlivych obrazkoch su vyznacené vrcholy parabol, ktorych osi
su vidy rovnobeziné s niektorou suradnicovou osou.

(x — m;l! = 2p(y — n)

T

Vim,n

it T

(& —m)* = =2ply — n)
Vi, n]

L r
n Vim,n

e T

(y —n)* = —2p(x —m)
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Priklad 7.

Dana je parabola vieobecnou rovnicou x% + 12x — 6y + 48 = 0. Upravte dand
rovnicu na vrcholovu rovnicu paraboly a zistite siradnice vrcholu.

Riesenie:
Rovnicu postupne upravujeme:
x?+12x —6y+48=10
(x2+26.x) —6y+48=0
(x+6)2—36—6y+48=0
(x+6)2 =36+ 6y — 48
(x+6)2=6y—12
(x+6)>=6(y—2)
(x+6)2=23.(y—2)

Z uvedeného tvaru vyplyva, 7e parabola mda vrchol so suradnicami V[—6,2]

3 . e . 27 . .
a parameter p = . Potom rovnica direkénej priamky jed:x = — " a suradnice

ohniska paroly je F [—%, 2].

Ulohy na precvienie

1. Dané su vseobecné rovnice roznych kuzeloseciek. Zistite, o aké kuzelosecky ide
a ndjdite suradnice ich stredov, hlavnych a vedlajsich vrcholov, a tiez ohnisk.

a) 5x2 +9y? +30x — 18y +9 =0

b) x* +y* —4x—-5=0

c) 8x?—3y?—-2=0
d)x?+14x—4y+61=0

e) 9x? — 16y* — 36x + 32y — 124 =0
f) x2+y2—2x+6y+6=0

g) x?—8x—3y+10=0

h) 64x? — 225y? + 384x — 450y + 14751 =0
i) —49x2 + 16y> —25=0

j) x24+y2—8x+4y—17=0

k) x> +y2+6x+ 12y —4=0

) 25x% +9y% + 150x — 36y +36 =0
m) y> —6x—10y+31 =0

n) 9x% — 16y% — 18x + 24y — 144 = 0
0)3y*+x—12y+14=0
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