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Predslov

,Didaktika jest uméni jak dobre uciti. UCiti znaci pusobiti, aby tomu, kdo néco znd, se
naucil také nékdo jiny a znal to” J. A. Komensky

Matematika je vysoko abstraktny predmet vo vyucovani na vsetkych stuprioch
vzdelavania a vSetkych typoch $kol. Mnohé matematické pojmy vznikli na zaklade
abstrakcii z readlnych situacii a predstavy o nich sa buduju najskér na zaklade intuicie,
¢im vznika i problém s motivaciou pri ich zavadzani vo vyu€ovani matematiky. Ak sa
chceme vyhnut vzniku formalnych poznatkov, ktoré nie su pevne zaclenené do
kognitivnej Struktury Ziaka, ¢o vedie k ich rychlemu zabddaniu, musime sa snazit vyuZzit
také metddy a formy vyucovania, ktoré su primerané veku a kognitivnej Urovni Ziaka.

Matematika ako vednad disciplina obsahuje obrovské mnozZstvo poznatkov a len mala
Cast tvori obsah uciva matematiky ako vyucovacieho predmetu. Pre vyucovanie
matematiky je potrebna didakticka transformadcia teoretického matematického
zakladu do uciva matematiky tak, aby ucivo bolo primerané Ziakom prislusného veku a
bolo podané jazykom im zrozumitelnym a s vyuzitim matematického aparatu, ktory
maju k dispozicii, a zaroven bolo matematicky spravne. V rdmci pripravy na ucitelské
povolanie je preto potrebné nadobudnutie mnohych vseobecnych i Specifickych
vedomosti a zruénosti z oblasti didaktiky matematiky.

PredloZend publikacia obsahuje vybrané casti z didaktiky matematiky, ktoré su
vstupnou branou k jej dalSiemu Studiu. Zameriava sa na vybrané tedrie ucenia, proces
Strukturalizdcie matematickych poznatkov, na kognitivne procesy pri rozvoji
matematickych predstav, na pozndvaci proces vseobecne i konkrétne zamerany na
¢iselné a geometrické predstavy a pojmy. Dalej obsahuje teoretické zaklady vybranych
metdd vyucovania, ako je problémové, projektové a objavné vyucovanie.

Publikacia je prioritne uréena pre vysokoskolské studium ucitelstva matematiky, no
moze oslovit kazdého citatela zaujimajuceho sa o matematiku a jej vzdelavanie.

Autorka



1 Vybrané tedrie ucenia

Rozne tedrie ucenia sa matematike ndm moéZiu pomoct pochopit proces ucenia
vysvetlenim javov, ktoré moZeme pozorovat u Studentov, ked' sa snaZia konstruovat
svoje chapanie matematickych pojmov. Ako uvadzaju Dubinsky, McDonald (2001)
modely a tedrie v matematickom vzdelavani mozu :

e podporit predikcie,

e mat vysvetlovaciu schopnost,

e byt pouZitelné na Siroku skalu javov,

e pomdct ¢loveku usporiadat myslenie o zloZitych, vzajomne suvisiacich javoch,
e sluzit ako nastroj na analyzu udajov,

e poskytnut jazyk na komunikaciu idei o uceni, ktoré presahuju povrchné popisy.

Strukturalizmus

Strukturalizmus je jednym z vyznamnych myslienkovych smerov 20. storocia, ktory
chape myslenie ako $trukturu. Ustrednym pojmom $trukturalizmu je pojem $truktdry
(lat. structura), ¢o oznacuje budovu alebo stavbu. Definicia Struktury sa opiera
o hladisko celku, ktoré je tvorené kombinaciou prvkov, tie vSak samy ni¢ neoznacuju,
su len recou znakov tvoriacich ,,ml¢anlivy“ diskurz. Mukarovsky (1996) v tejto suvislosti
hovori o estetickej funkcii, ktora sa stava priehladnou, nestavia sa k inym funkciam
nepriatelsky, ale kooperuje s nimi (Matejovic, 2012).

Podla tejto tedrie jednotlivé poznatky dostdvaju zmysel az po ich prepojeni so SirSim
celkom a zapojenim do Struktury. Ide o Siroky vedecky smer, ktory kladie do popredia
zaujem celkovej Struktury — zloZitého usporiadania, kde kazdy prvok nadobuda vyznam
az po prepojeni s ostatnymi. Vplyv Strukturalizmu vyrazne ovplyvnil predovsetkym
lingvistiku a literarne vedy, no je pozorovany aj vo francuzskej Skole didaktiky
matematiky, ktora je sicasne ovplyvnena antropolégiou. Pod jej vplyvom vznikla tedria
didaktickych situdcii, ktorej zakladatelom je Brousseau (Jancafik, 2013).

Kognitivizmus

Kognitivizmus je smer, ktory v pedagogike a psycholdgii zastdva ndzor, Ze ludia
vytvaraju svoje znalosti a porozumenie realite prostrednictvom postupného rozvoja
kognitivnych schopnosti. Medzi tieto schopnosti zaradujeme napriklad schopnost
zapamatat si, analyzovat, reflektovat, chapat ¢i hodnotit. Mézeme povedat, Ze
kognitivistické tedrie u€enia sa snazia popisat procesy a operacie, ku ktorym dochadza
vmozgu Cloveka v priebehu ucenia sa. Objav neurénov a synapsii sluZiacich
na prenasanie vzruchov medzi neurénmi, pripadne medzi zmyslovymi bunkami
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a neuronmi, zmenil pristup k mysleniu. Ciefom kognitivizmu je charakterizovat mozog
v rovine ako funguje pri spracovavani informacii. Délezitym postulatom kognitivizmu
je, ze mentalny proces je chapany ako manipulacia s mentalnymi reprezentaciami,
ktoré predstavuju schopnost znova prezentovat objekty redlneho sveta v mysli jedinca.
Vznik a podoba tychto mentdlnych reprezentacii je pre pedagogiku a didaktiku velmi
dolezita. Vyznamnu ulohu tu pritom zohrava tzv. AHA zazitok, ktory je emocionalnou
sucastou vzniku nového poznatku ajeho zaclenenia do existujucej kognitivnej
Struktury jedinca v ramci ucenia sa vhfadom. DéleZitou sucastou kognitivistickych teorii
je sledovanie vyvinu jedinca v Case, predovsetkym poznanie, Ze kognitivny vyvin
neprebieha spojito, a preto mozeme rozliSovat jeho jednotlivé obdobia alebo fazy.
Autorom jednej z najznamejSich tedrii kognitivneho vyvinu je Piaget, pricom hlavny
prinos spocival v dvoch zakladnych tézach:
e Dolezitu ulohu vrozvoji kognitivnych schopnosti hrd interakcia jedinca
s prostredim. Piaget tak opustil do tej doby prevladajuci nazor, ze hlavnu ulohu
vo vyvine jedinca maju dedi¢né vplyvy.
e Deti myslia kvalitativne inak ako dospeli a inteligencia sa vyvija postupne v ramci
niekolkych jasne vymedzenych obdobi (Jancéafik, 2013).

Konstruktivizmus

Subezne s kognitivistickou tedriou, alebo dokonca vramci nej, vznika dalsia vyznamna
tedria ucenia — konstruktivizmus, ktory sa zameriava na Studium mentalnych
reprezentdcii a ich vzniku v ludskej mysli. Konstruktivizmus kladie déraz na prostredie
a socidlne Struktury, do ktorych je jedinec zapojeny, a ktoré vyznamnym sp6sobom
ovplyviuju procesy myslenia a u¢enia sa. Do procesu ucenia sa vstupuju ako dolezité
faktory prekoncepty, ktoré si ziak do vzdelavania prindsa a si samotnym ndstrojom
vzdelavania, su neustale prebudovavané anovy poznatok musi byt integrovany
do existujucej Struktury, ktord ma Ziak k dispozicii. Prave konstruktivistické pristupy
k u€eniu vyraznym sposobom ovplyvnili vyucovanie matematiky a prirodnych vied
(Jancarik, 2013).

Konstruktivizmus moZeme chapat aj ako tedriu, ktora nie je jasne vymedzena, sklada
sa zroznych prudov aneustdle sa vyvija. Psycholdgia hovori o kognitivnom
konstruktivizme, ktorého zaklady mézeme vidiet aj v pracach Piageta (1985) a Dewey
(1932). Poznanie sa konstruuje tak, Ze si poznavajuci jedinec spojuje fragmenty
informacii z vonkajSieho prostredia do zmysluplnych Struktdr a robi s nimi mentalne
operdcie, ktoré zodpovedaju jeho kognitivnej urovni (Prlicha et al.,, 2003). Praca
Vygotského (1970) je zdkladom tzv. socidlneho konstruktivizmu, ktory zdoéraznuje
nezastupitelnd ulohu socidlnej interakcie a kultdry v konstrukcii poznatkov (Hejny a
kol., 2004).



Hejny a Kutfina (2001) pretvdraju vSeobecny konstruktivisticky pristup k vyucovaniu
na tzv. didakticky konsStruktivizmus, ktory mda na zreteli Specifikda vyucovania
matematiky a formuluju desat zasad:

1.

Aktivita — matematiku chdapeme ako Specificku fudsku aktivitu, teda nie len ako
jej vysledok, ktory sa obvykle formuluje do suboru definicii, viet a dékazov.
Riesenie uloh — podstatnou zlozkou matematickej aktivity je hladanie suvislosti,
rieSenie Uloh a problémov, tvorba pojmov, zovSeobecnovanie tvrdeni aich
dokazovanie. Tento proces mbZe prebiehat v samotnej matematike alebo
v lubovolnej oblasti ludského poznania. Tvorba matematickych modelov reality
je potom ich sucastou.

Konstrukcia poznatkov — poznatky, ato nielen poznatky matematické, su
neprenosné. Prenosné (z knih, ¢asopisov, prednasok, médii) su iba informacie.
Poznatky vznikaju v mysli pozndvajuceho ¢loveka, su to individudlne konstrukty.
Skusenosti — vytvdranie poznatkov (napr. v oblasti pojmov, postupov, predstav,
tvrdeni, dévodenia...) sa opiera o informacie, je vSak podmienené skisenostami
poznavajuceho. Skusenost si Ziak prinasa Ciastocne z kontaktu s realitou svojho
Zivota, mal by mat vSak aj dostatok skusenosti v Skole (experimentovanie,
badanie, riesenie uloh, ...).

Podnetné  prostredie  — zakladom matematického vzdeldvania
konstruktivistického typu je vytvaranie prostredia podnecujiuceho tvorivost.
Nutnym predpokladom toho je tvorivy ucitel a dostatok vhodnych podnetov
(otdzky, ulohy, problémy a pod.) na jednej strane a socidlna klima v triede
priazniva pre tvorivost na druhej strane.

Interakcia — i ked' je konStrukcia poznatkov individualny proces, k jej rozvoju
prispieva socidlna interakcia v triede (diskusia, porovnavanie vysledkov, tvorba
prikladov a protiprikladov, pokusy o formulovanie hypotéz a tvrdeni,
argumentacia, hladanie dokazov, ...).

Reprezentdcia a Strukturovanie — pre konstruktivisticky pristup k vyucovaniu je
charakteristické tvorenie réznych druhov reprezentdcii a Strukturalne
budovanie matematického sveta. Ciastoéné skisenosti a poznatky su rdzne
orientované, triedené, hierarchizované, vznikaju vSseobecnejsie a abstraktnejsie
pojmy.

Komunikdcia — pre konStruktivistické vyu€ovanie ma znaény vyznam
komunikacia v triede a pouzivanie réznych jazykov matematiky. Jednym z nich
je neverbalne vyjadrovanie, inym matematickd symbolika.

Vzdeldvaci proces — vzdeladvaci proces v matematike je potrebné hodnotit
minimalne ztroch hladisk. Prvym je porozumenie matematike, druhym je
zvladnutie matematického remesla, tretim su aplikdcie matematiky. Pre
porozumenie matematike md zdsadny vyznam vytvdranie predstdv, pojmov,
postupov, uvedomovanie si suvislosti. Rozvijanie matematického remesla
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vyZaduje tréning a pripadne ipamatové zvladnutie urcitych pravidiel,
algoritmov, definicii. Aplikacie matematiky nemusia byt len vyvrcholenim
vzdelavacieho procesu, mozu hrat aj Ulohu motiva¢nu. Matematiku sa uc¢ime jej
pouzivanim.

10. Formdlne poznanie — vyucovanie, ktoré ma charakter preddvania informacii
(transmisivne) alebo vyucovanie, ktoré dava iba navody, ako postupovat
(instruktivne) vedie predovsetkym k ukladaniu informdcii do pamate. To
umoziuje v lepSom pripade ich reprodukciu, obvykle vsak dochadza kich
rychlemu zabudaniu a malokedy k ich netrividlnemu pouzitiu. Takéto poznanie
je pseudopoznanim, je poznanim formalnym (Molnar a kol., 2008).

Ucenie sa vhladom

Prvykrat bola tato tedria popisana predstavitelom tvarovej psycholdgie (Gestalt
psychology) Wolfgangom Kohlerom (1881-1967), pri jeho experimentoch
so Simpanzom. Podla tejto tedrie rieSenie problému a proces pozndvania (ucenie), sa
uskutoCnuje tak, Ze uciaci sa zahrriuje sucasne do svojho pola vnimania vSetky cCasti,
prvky danej problémovej situdcie, chdpe ich ako funkciu v novej Strukture (tvare),
v novych vztahoch. Uskutocnuje sa tu proces premeny Struktury, dochadza k presunu
v dominancii a subdominancii elementov v podobe tzv. precentrovania. Pri rieSeni
problému dochadza vacsinou k doplnovaniu chybajucich elementov alebo vztahov, ¢o
vedie k vzniku nového tvaru, novej Struktury. Kern et al. (1999) uvadza nasledujuci
model ucenia sa vhladom, ktory ma Styri fazy:

1. Faza uvedomenia si problému, v ktorej dochadza k zisteniu, Ze doterajsie
sposoby rieSenia situdcie su nepostacujuce alebo nefunkéné. Toto zistenie
sposobuje nepokoj, Ze nembdzeme postupovat obvyklym spésobom.

2. Faza hladania, v rdmci ktorej na zdklade zistenia v predoslej faze, je potrebné
nechat situaciu dozriet a skusat nové postupy. Dochadza k mobilizacii
nevedomych kreativnych schopnosti, ktoré su za beznych okolnosti potlacované
sustredenym premyslanim.

3. Faza prelomu, v ktorej dochadza k nahlemu , prebudeniu®, vyjasneniu situacie,
ked dokazeme vidiet problém v inych, novych suvislostiach a vztahoch.

4. Faza zistovania vysledkov, ked dochadza k upevneniu, zakotveniu a rozsireniu
poznatku, ku ktorému doslo vhladom do situacie.

Z pohladu didaktiky matematiky je dolezité, ze tito metddu je moiné trénovat

a rozvijat. Ziaci tak mozu byt povzbudzovani k tomu, aby nemali zébrany riesit pre nich
nové, zatial nezname ulohy a situacie experimentovanim (Jancafik, 2013).
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2 Proces strukturalizacie matematickych poznatkov

Hejny (2004) popisuje dva spdsoby nazerania na Strukturu matematiky: kumulativny
a geneticky. Kumulativny model nadobudania poznatkov predpoklada, Ze sa jednotlivé
poznatky ukladaju do nasho vedomia ako izolované fakty, ktoré sa neskor, ked' ich uz
je dostatok, spoja do nového celku predstavujuceho vyssi stupen poznania. Po urcitom
Case sa niekolko tychto celkov spoji do eSte vacSieho celku atd. Tento model
zodpoveda transmisivne orientovanému vyucovaniu.

Geneticky sposob narastu kognitivnej Struktiry predpoklad3, Ze jednotlivé poznatky sa
tvoria postupne a v priebehu svojho formovania sa navzdjom prepajaju vazbami
funkcénosti, c¢asovej naslednosti, logickej zavislosti, doblezitosti, atak wvytvaraju
Strukturu. Ta sa neustale variuje, dotvara a upravuje. Nelspesné cesty za poznanim su
rovnako dblezité ako tie Uspesné, pretoze bez poznania, ktoré prinasa analyza chyb,
nemoze dojst k poznaniu pravdy. Velmi doéleZité su situacie, ked v dosledku zasadne
nového pohladu na urcitu oblast poznatkov dochadza k restrukturalizacii.

Ziaci nadobudaju vedomosti réznymi spésobmi. V procese formovania matematickych
poznatkov ide najmad o proceduralne alebo konceptualne nadobudanie vedomosti
(Dubinsky, 1991; Gray, Tall, 1994; Sfard, 1991). Matematické vedomosti su definované
ako tendencia jedinca v danom spolocenskom kontexte reagovat a vnimat problémové
situacie a vo svojej mysli konstruovat, rekonstruovat a organizovat matematické
procesy a objekty, pomocou ktorych mozno danu situaciu vyriesit (Cottrill et.al, 1996,
in Pantziara, Phillipou, 2012).

Procedurdlne porozumenie je zamerané na procesy — vyzaduje znalost algoritmov,
technik a metdd, ktorymi sa dopracujeme k vysledku. Proceduralne porozumenie
preferuju Ziaci, ktori preferuji memorovanie matematiky pred jej skutoénym
porozumenim (Shirvani, 2016). Hiebert, Lefevre (1986, in Vondrova, 2019) rozlisuju dva
typy procedurdlnych vedomosti. Jednym je obozndmenie sa s jednotlivymi symbolmi
systému a syntaktickymi konvenciami, ktorymi vznikaju prijatelné konfiguracie
symbolov. Daldim typom procedurdinych vedomosti st pravidld alebo postupy pre
rieSenie matematickych uloh. Mnoho postupov, ktoré Ziaci ovladaju, pozostava zrejme
z retazenia navodov ako manipulovat so symbolmi.

Konceptualne porozumenie vyjadruje vzajomné vztahy medzi zakladnymi prvkami
vnutri vacsej struktury, ktoré im umoznuju fungovat spolo¢ne. Hiebert, Lefevre (1986)
charakterizuju konceptualne vedomosti ako vedomosti bohaté na vztahy, ktoré si
mozeme predstavit ako prepojend pavucinu, siet, v ktorej st vztahy rovnako délezité
ako oddelené informdcie. Vztahy zasahuju do jednotlivych faktov a tvrdeni, takze su
vSetky informacie v jednej sieti. Sfard (1991) opisuje konceptudlne vedomosti ako
Strukturdlne predstavy, ktoré zaobchadzaju s matematickymi pojmami ako s
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abstraktnymi objektmi, t. j. ako so statickou Strukturou. Shirvani (2016) uvadza, Ze
konceptudlne porozumenie napomdha pouzivat nadobudnuté vedomosti aj
v nestandardnych situdciach. Podla Sfard (1991) je fubovolny matematicky pojem
zvycajne definovany konceptualne aj procedurdlne (napr. pri definovani racionalnych
Cisel procedurdlne, hovorime o raciondlnom cisle ako o vysledku delenia dvoch celych
Cisel; pri konceptualnej definicii pojmu racionalneho ¢isla mame na mysli dvojicu celych
Cisel, ktorad je ¢lenom Specidlne definovanej mnoziny dvojic).

Tieto dva rozdielne typy vedomosti ovplyviuju matematické vykony Ziakov.
Konceptualne definovanie matematickych pojmov sa zda byt abstraktnejsie.
Na zaklade toho ho mo6Zeme povaZovat za pokrocilejsie stadium v procese rozvijania
pojmu. Inymi slovami moézZeme tvrdit, Ze v poznavacom procese procedurdlne
predstavy budu predchadzat konceptudlnym predstavam. Mnohi vyskumnici zastavaju
nazor, Ze Ziaci, ktori preferuju konceptualne poznatky, moéZzu mat vyhodu nad tymi,
ktori rozvijaju iba procedurdlne poznatky. Toto tvrdenie odévodnuju tym, Ze Ziaci, ktori
vyuZivaju prevaine konceptudlne vedomosti, rozvijaju sofistikované matematické
myslenie, zatial o ti, ktori sa spoliehaju na procedurdlne vedomosti maju problémy
so zvladanim komplikovanych konceptualnych Struktar (Pantziara, Phillipou, 2012).

Napriek tomu je proceduralne nadobudanie vedomosti vo vyuCovacom procese
nepostradatelné, no je wuchovavané iba v ,neStruktirovanych, sekvenénych
kognitivnych schémach”, ktoré sa nedaju lahko spracovat, a preto moézu viest
k nedostatocnému porozumeniu a neuplnému dokonceniu matematickych uloh
zalozenych na beinych postupoch. Naopak, konceptudlne porozumenie zahfna
,statické objekty ako reprezentacie”, ktoré zhustuju proceduréalne informacie do celku
a rozvijaju kognitivne schémy do vhodnejsich Struktur (Sfard, 1991). Tieto zhustené
abstraktné entity zahfiaju matematické myslienky proceduralne aj konceptualne a
poskytuju znacné vedomosti Ziakom, ktorych myslenie je na vyssej urovni (Gray, Tall,
1994, in Pantziara, Phillipou, 2012).

Hallet et al. (2010, in Sfard, 1991) tvrdi, Ze Ziaci moéziu mat rbzne zmiesané
konceptualne aj procedurdlne poznatky, teda existuju individualne rozdiely v spésobe
kombinovania tychto dvoch pristupov. AvSak vyskumy ukazujd, Ze najlepsSie vysledky
v matematike dosahuju Ziaci, ktori si osvoja aj konceptualne aj proceduralne
porozumenie matematickym pojmom.

2.1 Sfardovej tedria reifikacie

Anna Sfard (1991) navrhla model, v ktorom hovori o troch vyznamnych krokoch v
poznavacom procese, pricom zdbéraznuje doplnkovy charakter vedomosti
nadobudnutych konceptualne a proceduralne. Sfardovej ramec sa od inych liSi hlavne
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tym, Ze hoci uznava ontologicku priepast medzi proceduralnou a konceptudlnou
tvorbou pojmov, tiez podciarkuje doplnkovy charakter oboch spdsobov ucenia sa,
podporovanim dvojakého charakteru matematickych konstruktov. Navrhuje model, v
ktorom hovori o troch vyznamnych krokoch v poznavacom procese. Ide o tri stadia
Strukturalizacie poznatkov, ktoré su pomenované na zdaklade teoretickej analyzy
vztahov medzi procesmi a objektmi. Tieto tri Stadiad na seba hierarchicky nadvazuju, a
tak Ziak nemoze dosiahnut vedomosti na vy$sej trovni skor, nez zvladne nizsiu droven
(Obr. 1).

Prvym Stadiom je Stadium interiorizacie. Tu sa Ziak zozndmi s procesmi, ktoré casom
budu viest k novym poznatkom. Tieto procesy su vykonavané na nizSej urovni
matematickych predstdv o objektoch (slovd, Cisla, tvary). Postupne Ziak nadobudne
zruénost pri vyuzivani tychto procesov, ¢o mu umoziuje predstavit si dany proces aj
bez aktualneho pdsobenia.

Druhym stadiom je Stadium kondenzacie. Je charakteristické ,,zhustovanim® dlhych
procesov pri operaciach do prehladnejsieho celku. V tomto stadiu Ziak zac¢ina rozmyslat
o danych procesoch ako o celku bez nutkania zachadzat do detailov. Ziak ma vytvorené
vlastné schémy a myslienkové postupy, ma uréitd predstavu o pojme. Vdaka
kondenzacii vieme lahSie kombinovat procesy s inymi procesmi, porovnavat a
zovseobecnovat. Pokrok v $tadiu kondenzacie mozno pozorovat prostrednictvom
[ahSieho ,prepinania“ medzi r6znymi reprezentdciami pojmu. Toto Stadium trva tak
dlho, kym nova entita nezostane Uzko prepojena s konkrétnym procesom. Ked' je Ziak
schopny prijat dany pojem ako plnohodnotny objekt, hovorime, Ze poznatok bol
reifikovany.

Poslednym stadiom je Stadium reifikacie. Reifikacia je definovanad ako ontologicky
posun — schopnost vidiet nie¢o zname v Uplne inom svetle. Zatial ¢o interiorizacia a
kondenzacia su postupné kvantitativne zmeny, reifikdcia znamena okamzity skok:
proces sa meni na objekt, staticku Struktdru. Novovzniknuty pojem sa oddeli
od procesov, ktoré ho vyprodukovali a nadobudda samostatny vyznam. Stava sa ¢lenom
urcitej kategorie. V urcitej faze sa tato kategdria stava kone€nou fazou pre poziadavku
existencie nového pojmu. Ziak je schopny skimat vieobecné vlastnosti kategorii a
rozne vztahy medzi jednotlivymi reprezentantmi. Je schopny riesit problémy,
zahffiajuce najdenie vietkych moznosti spifiajicich podmienky v danej kategérii a
vykonavat procesy, ktorych vstupom je novovzniknuty pojem.

Uroven reifikacie je faza, v ktorej zaéina interiorizacia poznatkov na vy$$ej trovni. Co
znamena, Ze na novovzniknutom objekte m6zeme budovat nové poznatky, teda ide o
nekonciaci proces. Treba vSak podotknut, Ze tato Sfardovej trojurovriova schéma je
vnimana ako ista hierarchia, ¢o znamena, Ze Ziak nemdze dosiahnut vyssiu Uroven
predtym, nez zvladdne nizsiu droven (Sfard, 1991).
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2.2 Teoria generickych modelov

Tedria generickych modelov je konkrétnou aplikdciou konstruktivistickych pristupov
k vyucovaniu matematiky. Zaklad tejto tedrie nachddzame v diele Vita Hejného (1904-
1976) a jeho pokracovatelom je syn Milan Hejny. Pristup k vyu¢ovaniu matematiky
a u¢ebnému procesu je zaloZzeny na budovani mentdlnych schém (Jancafrik, 2013).

Mechanizmus poznavacieho procesu je podla Hejného rozloZzeny do niekolkych hladin
a hladinovych prechodov, zdvihov. Terminologicky doslo v priebehu rokov k zmene,
ked bol termin ,etapa” nahradeny terminom ,hladina“ a povodny termin ,,univerzalny
model“ nahradil termin ,genericky model”. Nasledujuci popis mechanizmu
nadobudania matematickych poznatkov je z publikacie Hejny a kol. (2004):

1. Hladina motivacie predchadza vlastnému pozndvaciemu procesu, je vSak velmi
dolezita. Spravidla prameni z rozporu medzi ,,neviem“ a ,,chcel by som vediet”.
14



Hladina izolovanych (separovanych) modelov je spojena s postupnym
nadobudanim Ziakovych skusenosti s konkrétnymi pripadmi (modelmi)
buduceho poznatku. Tie vSak zatial nie su v mysli Ziaka spojené a kazdy priklad
je spracovany samostatne. Cim viac takychto roznych konkrétnych modelov Ziak
spozna, tym pevnejsie bude jeho vysledné poznanie. Medzi tymito izolovanymi
modelmi hraju dolezitu dlohu i modely prekvapivé, zdanlivé alebo nie-modely.
. ZovSeobecnenie (prvy prechod medzi hladinami, alebo prvy abstrakény zdvih)
je posun v mysleni Ziaka, ked'si uvedomi spolo¢né prvky a vlastnosti jednotlivych
izolovanych modelov. Tie sa zacnu vzajomne zoskupovat a organizovat, az d6jde
k ich Strukturalizacii, k hIbSiemu a operativnejSiemu vhladu do poznania.

Na hladine generickych modelov uz Ziak pracuje s generickym modelom, ktory
sa stava akymsi prototypom bud’ vSetkych, alebo uréitej skupiny izolovanych
modelov. Pre pozndvaci proces, v ramci ktorého sa v urcitej etape objavi viac
generickych modelov, je dolezité ich vzajomné usporiadanie.

. Abstrakény zdvih dava zrod abstraktnému poznaniu. Subor izolovanych
a generickych modelov je vo vedomi Ziaka rekonstruovany a novy vhlad ma
abstraktnejsi charakter.

Hladina abstraktného poznania je zdsadnou a pre Ziakov ndro¢nou zmenou.
Abstraktné poznanie umoznuje robit mentdlne operacie s objektmi, je ¢asto
sprevadzané zmenou jazyka, symbolickym zapisom, ktory novu Struktdru
reprezentuje.

Krystalizacia (Strukturalizacia) znamena prepojenie nového poznatku
na predchadzajuce vedomosti najskér na udrovni modelov, potom na urovni
abstraktného poznania. Vo vyvoji tedrie generického modelu tvorila najskor
hladina krystalizacie samostatnu etapu poznavacieho procesu, no v sucasnosti
je chapana ako dlhodoby proces, ktory sprevadza celé poznanie. Krystalizacia
prebieha neustale a jej hlavnym cielom je vytvorit dostato¢ne hustu siet vazieb
medzi jednotlivymi poznatkami. Tento proces moéze byt niekolkorocny, ked' sa
Ziaci stretavaju s novymi poznatkami a prehodnocuju svoje doterajSie postoje
a vedomosti.

Automatizacia nie je dalSou fazou poznavacieho procesu, jedna sa vSak o nacvik uz

znameho, nadobudnutého poznatku. Postupnost hladin do urcitej miery zodpoveda
casovému priebehu pozndvacieho procesu, avsak vaésinou sa nova skusenost prenasa
do niekolkych hladin suc¢asne.

Neskor, v publikaciach z roku 2013, v tomto mechanizme najdeme uvadzané Styri

hladiny ako samostatné etapy: hladina motivacie, hladina izolovanych modelov,
hladina generickych modelov, hladina abstraktného poznania a krystalizacia je
uvedenad ako proces krystalizacie, teda nie ako samostatna hladina. Poznatky ziskané

na hladine izolovanych modelov by mali Ziaka doviest k zovseobecneniu a prechodu na
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hladinu generickych modelov, nastava tu teda prvy hladinovy prechod. Na hladine
generickych modelov dochadza kabstrakénému zdvihu, ateda kdruhému
hladinovému prechodu, ktorym sa zrodi abstraktné poznanie. Schematicky je tento
proces znazorneny na obr. 2.

izolované 1 genericky model 2 abstraktny

modely - procesualny —konceptudiny - poznatok

motivacia | »

krystalizacia

Obr. 2 Proces pozndvania (Hejny, 2013 in Jancatik, 2013, s.134)

2.3 Teoria APOS

APOS (Action — Processes — Objects — Schemas).je tedria, ktorej autorom je Dubinsky
(1991). Zacina hypotézou, Ze matematické vedomosti maju zaklad v tendencii jedinca
vysporiadat sa s vnimanymi matematickymi problémovymi situaciami konstrukciou
mentalnych akcii, procesov a objektov, ich usporiadanim do schém, aby situaciam dali
zmysel a vyriesili problémy.

Akcia je transformacia objektov vnimanych jedincom ako vonkajsich a vyzadujucich si
bud explicitne alebo z pamiate podrobné instrukcie na vykonanie potrebnych
matematickych operacii. Je to subor krokov, ktoré su postupne vykonavané tak, ze
dochadza k transformacii fyzickych alebo mentdalnych objektov. Ked' sa akcia opakuje a
jedinec o nej uvazuje, moze vytvorit vnutorni mentdalnu Struktliru nazyvanu proces,
o ktorom si jedinec mo6ze mysliet, Ze vykondava rovnaky druh akcie, ale uz nepotrebuje
vonkajsie podnety. Jedinec mdézZe uvazovat o vykonani procesu bez toho, aby ho
skuto¢ne urobil, a preto mdze uvazovat o jeho prepajani, skladani s inymi procesmi.
Ked' si zacne cely proces uvedomovat a pochopi, ze transformacie mézu pdsobit na
proces, alebo dokonca takéto transformacie sam vytvori, tak sa cely proces zhustuje
do kognitivneho objektu. Objekt je teda skonstruovany z procesu, ked si jedinec
uvedomi proces ako celok a uvedomi si, Ze nari mozu pdsobit transformacie. Nakoniec,
schéma pre urcity matematicky koncept je subor akcii, procesov, objektov a inych
schém jedinca, ktoré su prepojené niektorymi vSeobecnymi principmi, aby vytvorili
Strukturu v mysli jedinca, ktord sa mozZe prejavit v problémovej situacii zahfnajicej
tento koncept (Obr. 3). Tato Struktira musi byt koherentna vtom zmysle, Ze poskytuje,
explicitne alebo implicitne, prostriedky na uréenie, ktoré javy spadaju do rozsahu
schémy a ktoré nie. Styri komponenty: akcia, proces, objekt a schéma su tu uvedené
v hierarchickom usporiadanom zozname. Toto je uZitocny spésob, ako hovorit o tychto
konstrukciach a v uréitom zmysle musi byt kazda koncepcia v zozname skonstruovana
predtym, ako je mozny dalsi krok. Avsak, ked' jedinec rozvija svoje chapanie pojmu,
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konstrukcie sa v skutocnosti nevytvaraju takym linearnym spésobom. Pri koncepcii
akcie sa napriklad pri pojme funkcia jedinec mdze obmedzit na premyslanie o vzorcoch
obsahujucich pismend, s ktorymi moZno manipulovat alebo ich nahradit cislami a
pomocou ktorych mozZno vykondvat vypocty. Myslime si, Ze tomuto pojmu predchadza
koncepcia procesu, v ktorej sa funkcia povaiuje za vstupno-vystupny stroj.
V skutoc€nosti sa vsak stane, Ze jedinec zaCne tym, Ze sa obmedzi na urcité Specifické
druhy vzorcov, premysla o vypoctoch a zacne premyslat o procese, vrati sa k
interpretacii akcie, mozno so sofistikovanejsimi vzorcami, dalej rozvija koncepciu
procesu, a tak dalej (Arnon et al., 2014).

Schema
Interiorization
— \‘
Action
l Process
Object Coordination
Encapsulation Reversal
de-encapsulation

Obr. 3 Mentdélna Struktura a mechanizmy v APOS te6rii (Arnon et al., 2014)
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3 Formalizmus v matematickom vzdelavani

Tradi¢nym problémom, a to nielen vo vyucovani matematiky, je, Ze Ziaci ucivu, ktoré
sa ucia, €asto nerozumeju. Na otdzku, pre¢o tomu tak je, odpovedaju Kufina, Pllpdn
(2006): Nasa sSkola je zaloZend prevaine ,transmisivne”: ucitel preddva didakticky
spracované ucivo formou vykladu. Porozumenie ucivu je vSak akt individualny, ktory
naviac neprebieha automaticky, ked' ucitel vysvetluje ucivo. K porozumeniu moze dojst
len vtedy, ak sa Ziak zacne o ucivo zaujimat, ak zaujme aktivny postoj k uceniu, kladie
si, aspon vnutorne, vhodné otazky a hlada na ne odpovede. Zakladom takto chapaného
vyucovania je teda motivacia, ktorda moze aktivitu Ziaka navodit. Pasivny Ziak bez
zaujmu ni¢omu netrividlnemu porozumiet nemodze. Informacie, ktoré od ucitela
dostdva, si v najlepsom pripade zapamatad, aby ich mohol uplatnit pri skisani, nie vsak
v praxi. RieSenie Uloh nie je bez porozumenia spravidla mozné. Zakladnou otazkou
pochopenia matematiky je porozumenie jej jazyku, a to ako jazyku vzorcov, tak i jazyku
textu, ulohy alebo vykladu, ktory nepouzZiva matematické, ani logické symboly
(Molnar, 2008).

Zavainym problémom sucasnej didaktiky matematiky je porozumenie pricin choroby
formalizmu, choroby, ktora priam epidemicky zasahuje matematické znalosti nasich
Ziakov vsetkych vekovych kategérii, od prvej triedy az po univerzitu. Charakteristickym
znakom formalneho poznatku je jeho izolovanost. Formalny poznatok je nedostatocne
prepojeny ako na Zivotné skdsenosti Ziaka, tak i na iné jeho pribuzné poznatky. Zdravy,
formalizmom neinfikovany poznatok, je organickou sucastou celej poznatkovej
Struktury Ziaka. Preto sa skiumanie fenoménu formalizmu zameriava aj na proces
tvorby (matematickych) Struktar (Hejny, 2004). Formalizmus vnima ako chorobu
kognitivnej Struktury. V duchu tedrie generickych modelov formalizmus vznika vtedy,
ked sa poznanie dostdva do vedomia ¢loveka priamo, nie cez izolované a generické
modely. Slovo ,,priamo“ znamena, Ze ,Clovek preberd hotové poznanie a uklada si ho
do pamati“.

Janik (2013, in Vondrovd, 2009) rozliSuje dva typické prejavy situdcii, v ktorych Ziaci
zlyhavaju v nadobudani novych poznatkov a zaraduje ich medzi tzv. didaktické
formalizmy:

1. Odcudzené poznanie: ucitel nahrddza pozndvajuce aktivity Ziakov vlastnym
vykladom a vlastnym hodnotenim cCinnosti. Komunikdcia zo strany ucitela je
nadmerna na ukor komunikdcie a ¢innosti Ziaka. Pri¢inou zlyhania byva:

e nepomer medzi zloZitostou ulohy (velky objem a narocnost uciva)
a didakticky nedostatocne prepracovanymi podmienkami ich rieSenia
(nedostatok casu, slabé prisp6sobenie moznostiam Ziaka),

e nepostacujuca pojmovd analyza uciva — ucitel didaktiky nerozumie
dostatocne vztahom medzi ¢innostou Ziakov a obsahom uciva, pojmami
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pre prirodzenl skusenost Ziaka a pojmami pre vySsiu Uroven analyzy
a zovSeobecriovania.

2. Utajené poznanie: poznavacie procesy ziakov pri ich vlastnej aktivite nie su
prepojené na rozvijanie znalosti zakladného pojmu, takze Ziak nerozumie tomu,
¢o robi, neuvedomuje si dostatocne, €o sa uci a nemoze rozpoznat poznavaci
prinos vyucovania. Tento druh situacie je priznacny pre vyucovanie s pouzitim
metdd, ktoré by pri povrchnom pohlade mohli podporovat prepojenie medzi
rozvojom kompetencii a osvojovanim si uciva, su vsak pouzité len formalne, bez
vazby metddy na obsah a ciele vyu€ovania.

V Skolskom vzdeldvani sa ¢asto stretdvame s tym, Ze sa Ziak uci slova, ale ich obsahu
malo rozumie. Vtedy hovorime o pamatovom uceni sa, o memorovani, Ziaci o biffovani,
basni¢ku sa musime naucit naspamat. V matematike je taky spdsob ucenia sa chybny,
lebo neprinasa vedomost, ale iba akoby protézu znalosti. Taku ,,znalost” v ivodzovkach
nazveme formalna. Obvykle sa tak zZiaci ,,ucia” vzorce, navody, pravidla, vety a definicie.
LenZe ucit sa (bez Uvodzoviek) matematiku znamena budovat porozumenie pre
myslienky, pojmy, postupy, suvislosti, vztahy, argumenty a pod., ba viac: tieto
samostatne odhalovat (Hejny a kol., 2004).

Formalizmus v znacnej miere spomaluje alebo zastavi rozvoj dolezitych intelektudlnych
schopnosti, akymi su: analyzovanie problémovej situdcie, argumentovanie,
hierarchizovanie poznatkov, triedenie poznatkov.

Ucitel, ktory sa snaZi oto, aby jeho Ziaci nadobudli predovsetkym neformalne
matematické vedomosti, hlada sp6soby a prostriedky ako pripadny formalny poznatok
identifikovat a ako ho reedukovat. Hejny a kol. (2004) uvadzaju desat mozZnosti
diagnostiky formdlneho poznatku, ked' Ziak nedokaze:

e objasnit paradox,

e rekonstruovat zabudnuty vzorec,

e objasnit zlyhanie standardného postupu,

e obhdjit standardny postup voci namietke,

e najst chybu v Uvahe,

e aplikovat poznatok v praxi,

e rozhodnut o platnosti hypotézy,

e najst objekt pozadovanych vlastnosti,

e riesSit nestandardnu ulohu,

e objasnit niektoré pojmy, suvislosti, symboliku a podobne.

Hejny, Kufina (2001) hovoria aZ o chorobe formalizmu, ktora ma tieto Stadia:
1. Ziak si uvedomuje neplnohodnotnost niektorych svojich poznatkov, pocituje
tuto skutoc¢nost ako neZiaducu.
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2. Formalizmom je zasiahnutd velka cast kognitivnej Struktury, nastdva kritické
obdobie. Ziak sa rozhoduje, ¢ sa bude aj nadalej usilovat o porozumenie
matematike alebo sa zmieri s tym, Ze matematike nerozumie a vSetko sa bude
ucit naspamat.

3. Ziak nadobudne presveddenie, e on matematike neméze nikdy porozumiet a
memorovanie vnima ako jediny mozny sp6sob ucenia sa matematike. Odmieta
pripadnd pomoc utitela vysvetlif mu podstatu poznatku. Ziak Ziada poucky,
vzorce, ktoré sa nauci naspamat a algoritmy, ktoré sa nacvici.

Podla Hejného, Kufinu (2001) formalizmus je moZné ucinne odstranit jedine
systematickou Skolskou praxou. Nadejnad cesta vedie cez zdbraznenie prvkov
konstruktivistického pristupu ucitefov matematiky k vyucovaniu. To si vyzaduje znalost
poznavacieho procesu a schopnost realizovat konstruktivisticky pristup k vyucovaniu
Vv praxi.

Reedukacia formalizmu z pohladu pozndvacieho procesu a zaclefiovania poznatkov
do kognitivnej Struktury Ziaka spociva v navrate do fazy prechodu od konkrétneho
k abstraktnému poznatku. AkedZe schopnost prijimat a porozumiet novym
informdaciam a poznatkom zo strany Ziaka je podmienena jeho vnitornym nastavenim,
velky déraz kladieme na motivaciu. Svoju ulohu tu hrd i vnimanie a praca s chybou.
Pokial je chyba vnimand zo strany ucditela ako neZiaduci jav, ovplyvni to celkovu
pracovnU atmosféru v triede, o sa prejavi i u samotného Ziaka, ktory sa bude chciet
chybam vyhybat i za cenu nadobudania formalnych vedomosti. Ak vsak ucitel vnima
chybu ako prileZitost na uc¢enie a odhalovanie moznych miskoncepcii Ziakov, otvara sa
tu priestor pre prevenciu voci formalizmu.

Booth et al. (2017, in Vondrova 2019) zaclenuju princip reflektovania chyby medzi
principy vyucovania, o ktorych kognitivna veda uz ukazala, Ze vedu k dobrym
vysledkom. Vyucbové intervencie zahfnaju nielen reflektovanie vlastnej chyby, ale aj
reflexiu chyb, ktoré su Ziakom zamerne predkladané, atiez zddraznuju ucinnost
porovnavania spravnych a nespravnych rieseni. Efektivne vyuzitie chyby vo vyucovani
je ovplyvnené viacerymi faktormi. Studia Rushton (2018) ukdazala, Ze analyza
nespravnych rieseni umoznila Ziakom dosiahnut lepsie dlhodobejSie zapamatanie si
uciva. Ziaci v tejto $tudii ocenili, ze im analyza rie$eni pomohla odhalit a odstranit
chyby v ich vlastnej praci. Otdzkou, ako je ovplyviiovand Ziakova individudlna reakcia
na chybu (nasledne aj jeho ucenie sa) jeho motivaciou, vykonom, tym ako vnima
atmosféru pri préaci s chybou v triede, sa zaoberala Studia autorov Steuer et al. (2013).
Okrem vyznamnych psychologickych zisteni bola potvrdenda vyznamnd variabilita
v tom, ako Ziaci vyuzivaju chybu pre svoje uc€enie sa a bolo potvrdené, Ze reakcia Ziakov
na chybu bola najviac ovplyvnena atmosférou v triede pri prdci s chybou (Vondrova,
2019).
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4 Teoria kognitivheho vyvinu

Vzdelavanie a psycholdgia kognitivneho vyvinu sa spajaju v mnozstve klucovych
predpokladov. Psycholdgia kognitivheho vyvinu definuje kognitivne kompetencie
Cloveka v postupnych vyvinovych stadiach. Teda Specifikuje, ktoré aspekty sveta mozu
byt pochopené v roznom veku, ktoré druhy pojmov moézu byt konstruované a aké typy
problémov mozu byt vyriesené v jednotlivych $tadiach kognitivneho vyvinu. Dal$im
aspektom je, Ze psycholdgia kognitivneho vyvinu zahffia porozumenie kognitivnym
zmenam a poznanie faktorov a procesov, ktoré umoZniuju rozvoj kognitivnych
kompetencii. Vzdeldvanie taktiez ovplyviiuje kognitivne zmeny. Prenos informacii
a budovanie poznatkov si vyZaduje efektivhe vyucovacie metddy, ktoré musia
umoznovat studentom prechod z niZSej do vyssej Urovne porozumenia alebo opustit
menej efektivne metddy kvoli efektivnejSim. Preto poznanie mechanizmov zmeny
arovni vyvinu moézZe byt zakladom pre tvorbu a vyber vhodnych vyucovacich metdd
adekvatne k vyucovaciemu predmetu ako aj k veku Ziaka (Case, 1985). Skimanie
kognitivneho vyvinu jedinca je neustalym objektom zaujmu psycholégov, ktori sa
snazia pochopit zmeny v mysleni ¢loveka v priebehu Zivotného cyklu. Je to proces, v
ktorom sa buduju a menia mentalne schopnosti s narastajucou fyziologickou zrelostou
a so ziskavanim skusenosti (u¢enim sa). Psycholdgia Studujici kognitivny vyvin skimaju
rozdiely a podobnosti medzi ludmi rézneho veku a snaZia sa objavit, preco a ako ludia
premyslaju  aspravaju sa vroznych obdobiach svojho Zivota. Vychdadzajuc
z kognitivneho vyvinu jedinca mézeme analyzovat a skimat aj vyvin matematickych
predstdv uz od utleho veku. Viaceri psycholégovia vypracovali rbzne tedrie
kognitivneho vyvinu (Robbie Case, Kurt W. Fisher, Jean Pascual Leon, Z. Freud, E.
Erikson), no najviac prepracovanou je tedria SvajCiarskeho psycholéga a epistemoléga
Jeana Piageta. Hned na druhé miesto odbornici radia ruského teoretika kognitivheho
vyvinu Leva Vygotského a tymto dvom psycholégom sa venujeme aj v tejto kapitole.

4.1 Piagetova teodria kognitivheho vyvinu

Piagetova tedria kognitivneho vyvinu tvori druhy — psychologicky pilier jeho tedrie.
Prvy pilier je filozoficky, konkrétne je to epistemiolégia — nduka zaoberajuca sa
procesom poznania a jeho mechanizmami, vztahom poznania a skutocnosti. Treti pilier
je pedagogicky a tvoria ho jeho pedagogické nazory. Prave jeho tedria kognitivheho
vyvinu je vSeobecne povazovana za najobsiahlejSiu a najvplyvnejsiu aj napriek mnohym
kritikam. Piaget urobil revollciu vo vyskume inteligencie a tvorby pojmov u deti
predovsetkym tvrdenim, Ze k pochopeniu detskej inteligencie je potrebné studovat nie
len spravne odpovede na testované otazky, ale aj chyby, ktorych sa deti dopustaju.
Dieta uskutocnuje urcité pokusy s vecami a s fludmi okolo seba i samo so sebou: skusa,
,€0 sa stane, ked..“. Vytara si svoje ,pracovné tedrie” o tom ako svet asi funguje. Pri
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kazdej novej udalosti, pri stretnuti s novym objektom, dieta najprv skusa pouZi
doterajsiu ,, tedriu ,,. Az vtedy ked' jeho ,tedria” nefunguje, vymeni ju alebo vypracuje
novy. V Piagetovej terminoldgii sa miesto vyrazu ,pracovna tedria” dietata pouziva
odborny termin schéma. Kazdu novu udalost, novy objekt, sa dieta najprv snazi zaclenit
do hotovej schémy. Tento proces oznacuje J. Piaget asimilacia — zahrfiovanie do
schémy, ktord sa dovtedy osvedcila. Ked vSak nova udalost alebo novy objekt
nezapadaju do osvedienej schémy, potom dieta povodnu schému modifikuje,
prisposobuje novej situacii. J. Piaget nazval tento proces akomodacia. Myslenie deti
a ich chapanie sveta vznika tak na zaklade krehkej rovnovahy medzi oboma procesmi
— asimilaciou a akomodaciou. J. Piaget pouzival metddu, ktord bola do tej doby bezna
predovsetkym v klinickych lekarskych oboroch, predovsetkym v psychiatrii — klinicky
rozhovor. Vybral si situacie okolo predmetov, cinnosti s nimi a pritom sa s detmi
rozpraval. Svoje otazky a Ulohy menil podla meniacej sa situdcie, podla ¢innosti dietata,
jeho postojov a slovnej zasoby. Tak sa mu podarilo preskimat spontanne i premyslene
navodené chovanie a preiivanie deti rézneho veku (Cap, Mare$, 2001). Dospel
k zaveru, Ze vyvoj dietata prechddza urcitymi relativne samostatnymi Stadiami, ktoré
sa dosahuju cez ekvilibraciu (vyvaZovanie), pri ktorej deti hladaju rovnovdhu medzi
tym, s ¢im sa na jednej strane stretavaju vo svojom prostredi a tym, ¢o ich pozndvacie
Struktury do tohto stretnutia prinesu a zaroven medzi samotnymi kognitivnymi
schopnostami. Podla Piageta sa u roznych deti objavuju jednotlivé stadia v priblizne
rovnakom veku a kazdé dalsSie stadium vychadza z toho predchadzajuceho. Jednotlivé
$tadiad sa vyskytuju v pevnhom poradi a su nezvratné: vo chvili ked dieta vstupi do
nového Stadia, premysla sp6sobom charakteristickym pre toto stadium bez ohladu na
oblast, z ktorej zadana uloha je, na jej Specifikd a dokonca aj bez ohladu na kontext,
v ktorom je uloha zadana. UZ nikdy nepremysla spdsobom typickym pre
predchddzajuce staddium kognitivneho vyvinu (Case, 1985). S tymto nazorom by ini
teoretici, vratane neopiagetovcov, nesuhlasili, kedZe predpokladaju existenciu vacsej
flexibility kognitivno-vyvojového postupu v zavislosti na Ulohe a oblasti, z ktorej Uloha
pochadza. Piaget rozdelil kognitivny vyvoj do Styroch hlavnych stadii:

e senzomotorické stadium — od narodenia do 2 rokov,
e predoperacné stadium — od 2 rokov do priblizne 6-7 rokov,
e Stadium konkrétnych operacii — priblizne od 7-8 rokov do 11-12 rokov,

e Stadium formalnych operacii —od 11-12 rokov.

1. Senzomotorické stadium

Obdobie, ktoré predchadza vzniku reci, ale predstavuje zaklad a zaciatok vyvinu
myslenia méZeme nazvat senzomotorickym obdobim. Dieta eSte nie je schopné
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spritomnit si podnety za ich nepritomnosti, ale uz na tejto Urovni si vypracuvava subor
pozndvacich podstruktur, ktoré sa stanu vychodiskom neskorSich vnemovych a
intelektudlnych konstrukcii ( ktoré vychadzaju vyluéne z vnemov a pohybov).
Senzomotoricka Uroven ma niekolko stadii:

e Prvé stadium mozZeme nazvat Stadiom reflexov. Dieta si postupne upeviuje
reflexy funkénym spravanim, tzv. reflexnym cvi¢enim.

e Druhé stadium je uz Stadium prvych zvykov. Zakladny zvyk pozostava z celkovej
senzomotorickej schémy, vnutri ktorej sa z pohladu jedinca nerozlisuju
prostriedky a ciele.

e Po Stadiu reflexov a prvych zvykov predstavuje tretie Staddium obdobie
prechodu, a to az do chvile (okolo 4 a 1/2 mesiaca) ked' sa objavuje koordinacia
medzi videnim a uchopovanim. TieZ zacina rozliSovat ciel od prostriedku.

e Vo Stvrtom S$tadiu pozorujeme dokonalejSiu Cinnost praktickej inteligencie.
Dieta si najprv vybera ciel a to nezavisle na prostriedkoch, ktoré pouzije.

e Pocas piateho S$tadia (ktoré zacina okolo 11-12 mesiaca) sa pripdja k
predchddzajucemu spravaniu podstatna reakcia: hfadanie novych prostriedkov
na zaklade diferencidcie znamych schém.

e Sieste $tadium ukonéuje senzomotoricky Uroveri a znamena prechod k daldiemu
obdobiu. Toto stadium sa vyznacuje a tzv. “vhfadom”- ndhlym porozumenim.

Senzomotoricka inteligencia umoznuje dietatu Strukturovat svoj svet, aj ked tento
zostdva obmedzeny na Urovni praktickej ¢innosti. Vytvara si hlavné kategérie Cinnosti
— schému trvalého predmetu, schému priestoru, ¢asu a pri¢innosti. Svet dietata je na
zaCiatku charakterizovany nevedomym egocentrizmom (dieta si esSte nie je vedomé
vlastného JA, ale jeho svet je plne sustredeny na vlastné telo, pocity a ¢innost). Az v

priebehu prvych osemnastich mesiacov Zivota dochadza k Uplnej decentracii, kym dieta
nezacne umiestriovat seba ako objekt medzi iné objekty.

2. Predopracné stadium

Na konci senzomotorického obdobia sa zjavuje nova funkcia — schopnost oznacovat
veci pomocou niecoho iného, ¢o sluzi tejto predstave. Nazyvame ju semiotickd alebo
symbolicka funkcia a patri sem: re¢, symbolicka hra alebo gesto a obrazna predstava.
PoCas druhého roku Zivota dietata sa zacina objavovat spravanie, ktorym si
spritomnuje nepritomné predmety (Piaget, Inhelderova, 2007).
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Piaget toto Stadium rozdeluje na nasledujuce dve substadia:

a) predpojmové stadium — V kognitivnom vyvine dietata medzi druhym a Stvrtym
rokom sa postupne viac presadzuju symbolické ¢innosti (Fontana, 2003). Na zaklade
tohto symbolického myslenia- ,symbolov“ si dieta vie predstavit danu ¢innost bez toho
aby ju aj v skuto¢nosti vykonavalo. Je to moZné sledovat napriklad pri detskej hre, kde
babiky stvarnuju ludi, auticka zastupuju skutocné vozidla a pod. Spolo¢ne s vyvinom
reCi si deti osvojuju to, ¢o Piaget nazval ,znaky”. MoOzu to byt rézne zvuky, ktoré
nemusia mat Ziadny vztah k predmetom, ale aj napriek tomu ich deti vyuZivaju na
zastupenie danej veci. Inym druhom znakov mézu byt aj matematické zapisy. Piaget
kladie doéraz na rozlisenie znakov a symbolov. Dieta pouziva symboly skor ako znaky.
Avsak vyuZivanie symbolickej ¢innosti neznamena, Ze dieta je schopné vytvarat pojmy.
Napriklad dieta nevie tvorit spravne generické pojmy, teda triedit objekty (napriklad:
vsetkym muzZom hovori ,tata“) a nedokaze ani tvorit tranzitivne usudky, (napriklad:
kedZe sme iSli autobusom za oteckom, tak kazdy autobus ide len za oteckom do mesta).
Takéto usudzovanie je sice nespravne, ale je dokazom, Ze sa dieta snazi porozumiet
svetu.

b) intuitivne Stadium — V tejto druhej faze, medzi Stvrtym a Siestym rokom, sa dieta z
predpojmového myslenia dostava na Uroven ndzorného myslenia. Za¢ina uvaZovat
v pojmoch, ktoré vznikli na zaklade vystihnutia podstatnych znakov (Jakabcic, 2002).
V danych pojmoch vsak nevie odlisit podstatné od nepodstatnych znakov jednotlivych
predmetov. Hlavné kognitivne Struktury, ktoré dieta uplatiuje, Piaget nazyva
egocentrizmus, centrdcia, inverzibilita.

Egocentrizmus je charakteristicky neschopnostou pozerat sa na svet inak ako zo
subjektivneho hladiska. Dieta je preto neschopné byt vo svojom mysleni kritické,
logické aj realistické. Nie je to znakom sebectva, dieta si len eSte neuvedomuje, Ze
existuje aj iné hladisko ako jeho vlastné.

Centrdcia je sustredenie svojej pozornosti iba na jeden znak, akokolvek su ostatné
dolezité. D4 sa to vysvetlit na priklade dvoch rovnako naplnenych poharov s vodou.
Jeden z poharov vymenime za Uzky, vysoky pohar. Tym sa hladina vody zdvihne a dieta
tvrdi, Ze v tomto pohari je viac vody. Ak tekutinu prelejeme do Sirokého pohara, dieta
opat urci, Ze vtomto je menej vody, aj napriek tomu, Ze je v iom rovnaké mnozstvo
tekutiny.

Inverzibilita znamend neschopnost postupovat spiatoéne k svojmu zacdiatocnému
bodu. Ak dieta vykonava istu ¢innost v troch krokoch, je pre neho velmi zlozité vratit
sa spat ku kroku dva alebo jedna. Tak isto ako dokaze spocitat dva plus tri s vysledkom
pat, Casto nie je schopné od¢itat od pat dva s vysledkom tri. (Fontana, 2003)
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3. Stadium konkrétnych operacii

Vtomto S$tadiu deti nadobudnu schopnost mentalne manipulovat s vnutornymi
reprezentantmi, ktoré si vytvorili v predoperatnom Stadiu. VSetky  myslienky
a spomienky ako aj mentalne operacie s nimi su vsak stale viazané na konkrétne
predmety. Dieta dokdZe manipulovat s vnutornymi obrazmi konkrétnych predmetov
a latok, mentalne zachovava predstavu mnozstva a dedukuje, Ze bez ohladu na odlisny
vzhlad (tvar) s mnoZstva rovnaké. Zndmy je experiment so zachovanim mnoistva
tekutiny v réznych nadobdch. Teda dieta je v tomto Stadiu schopné decentralizacie od
jediného rozmeru — vysky tekutiny v nadobe — a vezme do Uvahy aj dalsi rozmer — jej
priemer. NavySe je myslenie na tejto Urovni reverzibilné, dieta chape, Ze mnoiZstvo
tekutiny je rovnaké, pretoZe chape, Ze je moiné tekutinu preliat spat do pévodnej
nadoby. (Sternberg, 2002)

Podla Piageta najzretelnejSim dékazom o existencii predoperacného obdobia je fakt,
Ze dietatu aZ do 7-8 rokov chyba pojem zachovania (priklad pokusu s kvapalinou, ktoru
prelievali z vysokej Uzkej nadoby do nizkej a Sirokej). Na tom su pozoruhodné dve veci:
zda sa, Ze deti v tomto obdobi uvazuju len o stavoch alebo rozmiestneni, nie eSte o
transformaciach. Transformaciu o ktorej vedia, nechapu ako vratny prechod z jedného
stavu do druhého. AZ na stupni konkrétnych operacii (7-8 rokov) dieta asimiluje
transformaciu do vlastnej ¢innosti. Pochopi navratnost inverzii (vodu mozno preliat
spat z A do B — bude jej stale rovnako) a kompenzaciu (vyssi a uzsi = nizsi a Sirsi). Teda,
stavy su uz podriadené transformaciam, su decentrované od vlastnej ¢innosti, a tak sa
stavaju vratnymi a vyjadruju tak premeny s ich kompenzovanymi variaciami, tak
sucasne i invariantu, obsiahnutud navratnosti. Konkrétne operacie tvoria prechod medzi
¢innostou a vseobecnejsimi logickymi Struktdrami, ktoré zahfmiaju kombinatoriku a
“skupinovu” Strukturu, koordinujucu obidve moziné formy ndavratnosti. Teda od
konkrétnych fyzickych predmetov prechadzaju k slovne vyjadrenym hypotézam
(vyrokové operiacie). Tieto operdcie sa postupne koordinuju v celostnejsie Struktury,
ktorych Specifickou vlastnostou je tzv. “zoskupovanie” — vytvaranie vazieb
obsahujucich zjednocovanie priamych operacii. Tieto sa budu neustale deduktivne
zjednocovat a vytvarat tak uzatvoreny a rozsiahly systém. Usporiadanie spociva v
usporaduvani prvkov podla velkosti (klesajucej alebo stupajucej). K vlastnému
operacnému usporiadaniu dospeje dieta az okolo 7 rokov, z neho sa neskor vyvijaju
dalej spojenia usporiadania (k r6zne velkym postavam priradit batohy zodpovedajtcej
velkosti) a usporiadanie podla dvoch rozmerov (usporiadat listy podla velkosti a
zarovenn podla farebného odtiena). Triedenie je jednym zo zakladnych druhov
zoskupovania. Vo vyvine triedenia moéZeme pozorovat tieto tri etapy:
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1. Najmladsie deti (3-5 rokov) vytvaraju “figuralne subory” — predmety nielen
triedia podlaich podobnosti alebo rozdielnosti, ale vytvaraju z nich aj figuralne
obrazce, ktoré im ndzorne vyjadruju “rozsah” jednotlivej triedy.

2. Triedenie deti v druhej etape (5 a 1/2 — 6 rokov) sa zda byt racionalnejsie. Pre
tuto etapu su priznacné “nefigurdlne subory”. Jednotlivé mnoZiny mozu byt
roz¢lenené do podmnozin, ktoré je sice dieta schopné rozliSovat, ale este nie
porovnavat.

3. Vtretej etape su uz deti schopné zahriovat sticasne dve triedy do nadradenej
mnoziny. Toto je uZz charakteristické pre operacné triedenie a tato etapa sa
objavuje okolo 8 rokov.

Dieta velmi dlho viaZe Cislo na priestorové usporiadanie (podobne ako pri figuralnom
usporaduvani suborov). Az ked' je dieta schopné zachovat si ¢iselné mnoZiny nezavisle
na ich priestorovom usporiadani, méZeme hovorit o operanom Cisle. Ked v
predoperacnom obdobi spravime z rovnakého poctu prvkov dva rady a jeden potom
nasledne roztiahneme, dieta tvrdi, Ze dIhi rad obsahuje viacej prvkov. Cislo je syntézou
usporiadania a prieniku. Vyvoj predoperaénych nazornych predstdv a neskor
priestorovych operdcii u dietata vychadza z topoldgie, ktora tvori vseobecny zaklad, z
ktorého sa da subeZne vyvodzovat projektivny priestor a vSeobecna metrika, z ktore;j

vychadza euklidovskda geometria. Pojem €asu vo svojej konecnej forme spociva na
troch druhoch operdcii:

- usporiadanie udalosti, ¢o je zakladom usporiadanej ¢asovej naslednosti,
- spajanie intervalov medzi bodovymi udalostami, ¢o je zdroj trvania,
- meranie Casu, ktoré je izomorfné s meranim priestoru.

Dieta na predoperacnej urovni esSte nechape meranie ¢asu hodinami, lebo si
predstavuje, Ze rucicka hodin sa pohybuje rozdielnou rychlostou, podla toho, ¢o meria.

Toto obdobie prechodu ku konkrétnym operaciam je charakteristické najma svojou
funkénou jednotou, ktora spaja pozndvacie, hrové, citové, socialne a mravné reakcie v
jeden celok a dalej je to postupna decentracia vo vSetkych tychto oblastiach. Tento
proces na urovni myslenia opakuje to, ¢o sa uz odohralo na senzomotorickej
urovni.(Piaget, Inhelderova, 2007 )
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4. Stadium formalnych operacii

Toto Stadium zahfna aj mentdlne operacie s abstraktnymi pojmami a symbolmi, ktoré
nemusia mat fyzicku, konkrétnu podobu. Deti zacinaju chapat niektoré veci, ktoré si
priamo nevyskusali, zacinaju byt schopné brat do Uvahy aj hladisko inych fudi, ak m6zu
s tymto alternativnym hladiskom manipulovat. Napriklad dokazu odhadnut, ako by
danu situaciu (napr. popis modelu) videlo iné dieta, ak by sedelo na opacnej strene
stola, na ktorom je model postaveny. Okrem toho sa jedinci v tomto sStadiu cielene
snazia hadat a vytvorit systematickl mentalnu reprezentdciu situacii, do ktorych sa
dostanu. (Sternberg, 2001)

Piaget charakterizuje toto obdobie ako obdobie hypoteticko — deduktivneho alebo
formalneho myslenia. Tym, Ze sa myslenie oslobodilo od predmetov, oslobodzuje sa
forma od obsahu a subjekt je schopny konstruovat z réznych prvkov fubovolné vztahy
a triedy. Toto zovSeobecnenie vyustuje v tzv. kombinatoriku. Dovoluje kombinovat
rozne aspekty réznych predmetov a vyrokov a rozsiruje a zvySuje ucinnost myslenia.
Na urovni konkrétnych operacii postupuje subjekt “krok za krokom”, takze kombinacie
zostdvaju neuplné. AZ na Udrovni vyrokovych operacii dokaze svoju metddu
zovSeobecnit a odhaluje sustavu, ktora mu umozni prihliadat na vsetky mozZnosti. Len
¢o sa dieta stava schopné kombinovat predmety vycerpavajucou metdédou, dokaze
kombinovat aj myslienky alebo hypotézy, tzn. tvrdit ich alebo popierat a pouzivat pren
nezname vyrokové operdcie, ako implikacie (ak..., tak), disjunkcie (bud ten, alebo ten,
alebo oboje), alternativy (bud..., alebo) alebo vylucujuce alternativy (bud..., alebo...,
alebo ani jeden, ani druhy), vzajomnd implikacia atd. V tomto novom obdobi, ked' sa
oslobodili formdlne mechanizmy myslenia od svojho obsahu, sa nevytvara len
kombinatorika, ale aj zakladna Struktuira, ktora v sebe zahfiia nielen skorsie Struktiry
zoskupovania, ale aj zaciatok novych Struktur. Zoskupovanie konkrétnych operacii ma
dva druhy — dve zdkladné formy navratnosti: inverzia areciprocita. (Piaget,
Inhelderova, 2007)

Prehlad jednotlivych $tadii podla Piagetovej tedrie kognitivneho vyvinu uvadza Cép,
Mares (2001, s.393) v takejto prehladnej tabulke.

Vyvinové stadium Vek Typické znaky

1. Senzomotorické 0-2 roky Dolezitymi procesmi su : - motoricka
aktivita, - vnimanie, -
experimentovanie. Dieta zacina

odlisovat seba od okolitych objektov.
Buduje sa pojem stdlosti objektov, ¢o
sved¢i o mentalnej reprezentacii

nepritomného objektu.
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2. Predoperacné

2 az 7-8 rokov

Délezitymi procesmi su: -re€, - tvorba
predstdv, -jednoduché myslenie. Dieta
sa uc€i pouzivat re¢; mentalne
reprezentdcie objektov sa tvoria
pomocou predstdv aslov. Myslenie
dietata je zatial egocentrické (v
kognitivnom, nie v mravnom zmysle
slova): vSetko vidi len zo svojho
pohladu, nedokaZe sa pozriet na
problém z pozicie druhého Ccloveka.
Dieta este plne nechape urcité pravidla
cinnosti, urcité operacie, hlavne vratné
a reverzibilné operacie. Dokaze triedit
objekty, ale hlavne podla jedného
znaku. Viac chape niektoré vztahy
a problémy, ale rieSi ich vsilnej
zavislosti na tom, C€o prave vnima
(ndzorné myslenie).

3. Stadium
konkrétnych operacii

7-8 az 11-12
rokov

Dolezitymi procesmi su: - logické
myslenie, - narabanie s abstraktnymi
pojmami, i ked' zatial len vo vztahu ku
konkrétnym objektom, ktoré mozie
priamo vnimat svojimi zmyslami. Dieta
je schopné pochopit identitu, overuje si
navratnost mentalnych operacii. Chape
zachovanie poctu objektov (okolo 6
rokov), zachovanie hmotnosti objektov
(okolo 9 rokov). Dokaze triedit objekty
podla niekolkych znakowv.
Experimentuje s objektmi, nie vsak
systematicky.

4. Stadium formalnych
operacii

11-12 a viac
rokov

Dolezitymi procesmi su abstraktné
a formalne logické operacie. Dieta sa uz
nemusi opierat orealitu vnimanu
svojimi zmyslami,  je schopné
hypoteticko-deduktivneho usudku typu
,ak.., tak...l. Pri experimentovani
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systematicky obmiefla  premenné,
hlada pravidla. DokaZze sa vyrovnat so
situdciami, sktorymi sa doposial
nestretlo. Operacie sa spajaju do
zloZitejSej Struktury a dieta s nimi vie
pracovat oboma smermi (priamo aj
spatne).

Tab.1 Stadia kognitivneho vyvinu podla Piageta (zdroj: Cap, Mares, 2001, 5.393)

Jednym z dblezitych medznikov v procese kognitivheho vyvinu, predovsetkym pri
uréovani prechodu medzi jednotlivymi Stadiami, je uvedomenie si zachovania
mnoZstva roznych druhov. V $tadiu konkrétnych operacii si dieta zacne uvedomovat
reverzibilnost operacii. Ako nahle si vnutorne uvedomi moznost vratit proces a zvladne
mentalne prevedenie tejto operacie, dokaze si logicky vyvodit, Ze mnoistvo sa
nezmenilo. Sternberg (2002, s.476) uvdadza nasledujuci prehlad experimentov
skimajucich uvedomenie si zachovania mnozstva u deti v predoperaénom Stadiu
a v Stadiu konkrétnych predstav.

ZACHOVANIE OBJEMU

Druh Tekutina

Co ukdzeme dietatu Dve rovnaké nadoby (rovnako Siroké
a vysoké) a nechame dieta presvedcit
sa, ze obsahuju rovnaké mnoiZstvo
vody.

Co urobi experimentétor | Preleje vodu z jednej nddoby do inej — i
uzsej a vyssej nadoby a opyta sa, Ci —
obsahuju obe nadoby rovnaké

mnozZstvo vody alebo jedna z nich
obsahuje viac.

Predoperacné | Vyssia nadoba obsahuje viac vody.
Odpoved stadium
dietata | Stddium Obe nadoby obsahuju rovnaké
konkrétnych | mnoZstvo vody.
operdcii
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ZACHOVANIE HMOTY
Druh

Co ukazeme dietatu

Co urobi experimentator

Predoperacné
.| stddium
Odpoved
dietata | Stddium
konkrétnych
operdcii

Hmota

Dve rovnaké hrudy plasteliny
a nechame dieta presvedcit sa, Ze su
rovnako velké.

Vymodeluje z jednej hrudy plasteliny
hada aopyta sa, ¢ su obidva
predmety zrovnakého mnoistva
plasteliny, alebo ¢i jeden obsahuje
viac plasteliny.

Ten dlhsi ma viac plasteliny.

Obidva obsahuju rovnaké mnoiZstvo
plasteliny.

& &

O\ e

ZACHOVANIE POCTU
Druh

Co ukadzeme dietatu

Co urobi experimentator

Predoperacné
.| Stadium
Odpoved
dietata | Stddium
konkrétnych
operdcii

Pocet

Dva rady figurok usporiadané Stylom
,jedna kjednej” anechame dieta
presvedCit sa, Ze je v kazdom rade
rovnaky pocet figurok.

Jeden rad figurok roztiahneme
aopyta sa, Ci je vkaidom rade
rovnaky pocet figurok alebo je
v niektorom viac.

V dlh§om rade je viac figurok.

Pocet figurok v obidvoch radoch je
rovnaky.
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ZACHOVANIE DLZKY
Druh

Co ukazeme dietatu

Co urobi experimentator

Predoperacné
.| stddium
Odpoved
dietata | Stddium
konkrétnych
operdcii

Dizka
Dve rovnakeé pali¢ky uloZzené rovnako

pod sebou anechame dieta
presvedcit, Ze su rovnako dlhé.

Posunie jednu palicku a opyta sa, Ci su
palicky stale rovnako dlhé.

Spodna palicka je dlhSia.

Obe pali¢ky su rovnako dlhé.

ZACHOVANIE PLOCHY
Druh

Co ukazeme dietatu

Co urobi experimentator

Predoperacné
.| Stadium
Odpoved
dietata | Stddium
konkrétnych
operdcii

Plocha

Dve dosky a na kazdu z nich polozime
rovnaky pocet kociek tak, aby pokryli
prave polovicu dosky anechame
dieta presvedcit sa, Ze kocky zaberaju
rovnaku plochu.

Rozptyli kocky na jednej z dosiek
a opyta sa, €i je na jednej z dosiek viac
volného miesta alebo ho je na oboch
doskach rovnako.

Kocky na druhej doske zaberaju viac
miesta.

Kocky na oboch doskach zaberaju
rovnaké miesto.
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ZACHOVANIE OBJEMU

Druh Objem

Co ukadZzeme dietatu Dve rovnako velké hrudy plasteliny
ponorené do dvoch rovnako
naplnenych nadob s vodou

a nechame dieta presvedCit sa, Ze
vyska hladiny vody je v oboch
nadobach rovnaka.

Co urobi experimentator | Jednu hrudu plasteliny vyberie
a splosti. Opyta sa, Ci

bude hladina vody v oboch nadobach
znova rovnaka.

Odpoved' | Predoperacné | Voda vpohari so  sploStenou
dietata | stddium plastelinou nebude tak vysoko ako
v druhom pohari.

Stddium Ni¢ sa nezmeni, v oboch poharoch
konkrétnych | bude hladina vody rovnaka.
operdcii

Tab. 2 Zachovanie mnoiZstva (zdroj: Sternberg, 2002, 5.476)

4.2 Piaget a vyucovanie matematiky

Piaget je povazovany za jedného z hlavnych odbornikov v otazke, ako sa deti ucia
matematiku. Jeho tedria nam ponuka vela dolezitych vysvetleni a pohladov v
porozumeni matematickym predstavam u malych deti. No napriek jeho
nepochybnému vplyvu, Piaget v skutocnosti venoval len velmi malo svojich prac
otazke, ako sa deti u¢ia matematiku a taktiez ako im mdézeme pomoéct v skole. Hughes
(1984) vyzdvihuje v jeho praci dve doblezité ¢rty. Prvou je jeho prvotny zdujem o
epistemoldgiu  viac ako psycholdgiu, tak ako Piaget sam pocas svojho Zivota
prehlasoval. Predovsetkym chcel porozumiet otazke, ako su u ludi vo vSeobecnosti
nadobudané arozvijané vedomosti, viac ako otdzke, ako su konkrétne ciastkové
vedomosti nadobudané konkrétnymi jednotlivcami. Druhou délezitou ¢rtou Pigetovej
prace je skuto€nost, Zze rovnako ako jeho zaujem o psycholdgiu vyvinu dietata bol
v mnohych pripadoch sekundarnym prvkom jeho epistemologického zaujmu, tak jeho
zaujem o porozumenie matematike u deti bol sekunddarnym prvkom jeho zaujmu
o vseobecnejsi psychologicky vyvin deti. Na podporu svojej tedrie kognitivheho vyvinu
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jedinca v jednotlivych stadiach predlozil dokazy, ktoré pozostavali z velkého mnozZstva
domyselnych experimentov navrhnutych jeho spolupracovnikmi a nim samotnym.
Hlavnou ¢rtou realizacie tychto experimentov je, Zze dospeld osoba predklada dietatu
Ulohy alebo problémy a diagnostikuje vyvojové stadium dietata podla jeho poznamok
a Uvah, teda pouziva metddu klinického rozhovoru. Dve z tychto otazok, ktoré Piaget
pouzival na Studium prechodu z predoperacného Stadia do Stadia konkrétnych
operdcii sa explicitne tykaju Cisel. Tieto dva problémy — zoskupovanie (zaclenovanie do
skupin) a zachovanie poctu — maju hlavny vyznam v Piagetom pohlade na matematické
vzdelavanie v rannom veku, no zaroven sa stali aj cieflom kritiky jeho tedrie. Tejto
problematike sa budeme viac venovat v kapitole 2.1.

Piagetova tedria kognitivneho vyvinu dava Specificky pohlad na sp6sob vyucovania
matematiky a zaroven na spdsob, ako by mala byt udena. Napriek tomu, Ze vela
Piagetovych c¢lankov je pisanych tazkou, jeho vlastnou terminoldgiou, naro¢nou na
pochopenie, v ¢asopise Scientific American sa v roku 1953 objavil ¢lanok, v ktorom su
s neobvyklou jasnostou prezentované jeho nazory na matematické vzdelavanie. Za
povsimnutie v plnom zneni stoja prvé dve tvrdenia:

...Je velkym omylom predpokladat, Ze dieta nadobuda predstavy o Cislach a dalsie
matematické predstavy iba pocas vyucovania. Naopak, pozoruhodnu uroven
dosiahne samostatne, nezdvisle a spontdnne. Ak sa pokusime zaviest nejaké
matematické pojmy dietatu predcasne, jeho ucenie je iba formdlne, skutocné
porozumenie pojmom prichddza iba s jeho mentdlnym rastom.

MobZeme to prezentovat na jednoduchom experimente. Dieta sa vo veku 5 -6 rokov
méZze lahko od rodicov naucit nazvy Cisel od 1 do 10. Ak uloZime 10 kamienkov do
radu vedla seba, dieta ich vie sprdvne spocitat. Ak vsak preloZime kamene do
zloZitejsieho vzoru alebo ich poukladdme na seba, uz ich viac nedokdZe presne
spocitat. Aj ked' dieta poznd ndzvy Cisel, este nepochopilo ich skutocnu podstatu:
teda, Ze pocet objektov v skupine zostdva rovnaky, je ,zachovany”, bez ohladu na
ich zamieSanie alebo usporiadanie.”

Tieto dve tvrdenia obsahuju niekolko charakteristickych Piagetovych myslienok.
MozZeme tu vidiet previazanost nazorov, Ze vzdeldvanie dietata skor ako je koncepéne
pripravené, moze vyprodukovat len povrchné ucenie sa a matematické pojmy nemézu
byt u dietata skutocne pochopené a Ze skutoéné ucenie sa prichadza len s mentalnym
rastom dietata. Dalsim nazorom je, Ze u¢enie sa matematike nie je pre dieta vo svojej
podstate tazké, pretoze je to ¢innost, ktoru robi zvdésa spontanne a nezavisle. Velky
vyznam je tu dany myslienke zachovania — konzervacie: Piaget zastdva nazor, Ze ak
dieta nie je schopné zachovavat pocet, eSte nie je pripravené zacat so Skolskou
aritmetikou. Aj neskor Piaget viackrat zdbrazrioval svoj ndzor, Ze vyuclovanie
matematiky by nemalo prebiehat priamym prenosom vedomosti z ucitela na uciaceho
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sa, ale malo by byt prirodzenym vysledkom vseobecnejsieho vyvinu logickych
schopnosti dietata. Zdoraznoval, Ze tato prirodzend metdda ucenia sa prebieha cez
detské aktivity a cez objavovanie. Nikdy vSak detailne neupresnil, ako by mali byt tieto
jeho myslienky praktizované v triede v Skole. Piagetov pohlad na vzdeldvanie obsahuje
obdivuhodny vseobecny princip o potrebe dietata porozumiet tomu c¢o sa udi jeho
vlastnymi slovami. Avsak jeho tedria bola vaznejsie kritizovana. Podla jeho kritikov,
Piaget podcenioval schopnosti malych deti tym, Ze nebral na vedomie prostredie
v ktorom myslenie prebieha (najma vztah medzi kontextom a Stylom jazyka pri
realizovani jeho uloh), a Ze jeho pohlad na vzdeldvanie, aj ked' je atraktivny, nie je
vhodny pre porozumenie problémom, ktoré dieta prekonava pri matematickom
vzdeldvani v Skole. (Hughes, 1984))

Pigatova tedria kognitivneho vyvinu mala velky vplyv na vzdeldvanie, predovsetkym
v matematickej a prirodovednej oblasti. Napriklad v 60-tych, 70-tych rokoch
vyuCovanie matematiky vychdadzalo z jednotlivych stuprfiov vyvinu matematického
porozumenia. Preto sa v predprimarnom a primarnom vzdeldvani vyucovanie
matematiky zameriava na budovanie predstavy o Cislach, kedZe v tomto obdobi eSte
nie su tieto predstavy stabilizované a ukotvené. Neskor, na primarnom stupni
nastupuju Ciselné operacie, ktoré musi dieta pochopit, pretoze Stadium konkrétnych
operacii uréuje mentalnu pripravenost Ziaka na ne. Obdobie dospievania je vhodné na
vyuébu vztahov medzi Cislami a algebrou, pretoze v stadiu formalnych operacii sa
vyvijaju predstavy a manipuldcie s abstraktnymi a viacrozmernymi pojmami. Vo
vyucovani prirodovednych predmetov sa dieta na primarnom stupni oboznami so
svetom prirody, neskér na sekundarnom stupni by malo vzdeldvanie viest dieta
k objaveniu a pochopeniu zakladnych pojmov ako su priestor, plocha, ¢as, hmotnost,
objem apod. avobdobi dospievania k testovaniu hypotéz, riadenému
experimentovaniu a poznaniu abstraktnych pojmov, ako su energia, zotrvacnost
a pod.(Furth, Wachs, 1975)

4.3 Vygotskij a jeho tedria kognitivheho vyvinu

Hned na druhé miesto po Piagetovi je v zmysle délezitosti tedrie kognitivneho vyvinu
zaradovany rusky psycholég Lev Vygotskij. V Piagetovej tedrii prebieha kognitivny
vyvoj predovsetkym ,zvnutra von“ prostrednictvom zrenia myslienkovych procesov.
Piaget zdo6raznioval biologicku stranku vyvinu a naopak Vygotskij vo svojej teorii
vyzdvihuje v detskom intelektudlnom vyvine uUlohu prostredia. Tvrdi, Ze kognitivny
vyvoj postupuje predovsetkym ,zvonku dovnutra® prostrednictvom internalizacie
(zvnutornovania) — vstrebdvanie vedomosti z kontextu. Preto su v jeho tedrii kli¢ové
hlavne socidlne vplyvy, viac neZ biologické. Podla Vygotského vacésina detského ucenia
prebieha prostrednictvom interakcie s prostredim, ktora vo velkej miere predurcuje,
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o si dieta zvnutorni. Tato interaktivna forma ucenia sa vztahuje na budovanie zény
najblizsieho vyvinu (ZNV). ZNV je rozpatie potencidlu medzi pozorovatelhou urovriou
realizovanych schopnosti (vykon — performacia) a zakladnou latentnou kapacitou
(moZnosti — kompetencie), ktord nie je priamo jasne viditelna (obr. 4). Pri pozorovani
deti spravidla sledujeme ich schopnosti, ktoré sa rozvinuli prostrednictvom interakcie
dedi¢nych dispozicii a prostredia. Vygotskij prvy ukazal, ako mbézeme tuto latentnu
kapacitu merat. Odporucal, aby sme presli od statického hodnotiaceho prostredia
(experimentator kladie testové otazky alebo Ulohy a ¢aka na odpoved dietata, pricom
nezdvisle od spravnosti jeho odpovede pokracuje v dalSich otdzkach) k dynamickému
hodnotiacemu prostrediu, v ktorom interakcie medzi dietatom a experimentatorom
nekoncia odpovedou dietata. Pri nespravnej odpovedi mu da experimentator
odstupriovany sled ndvodnych rad, aby mu ulahcil rieSenie daného problému.
Schopnost vyuzivat poskytnuté rady je zakladom pre meranie ZNV, pretoZe tato
schopnost ukazuje rozsah, ako sa mozZe dieta pocas testovania rozvinut nad ramec
svojich pozorovatelnych schopnosti. Ide vlastne a kombinaciu testovania a vyucby,
ktora pritahuje mnoZstvo pedagdgov, psycholégov a inych badatelov, pretoze takto
mozZu pomoct dietatu rozsirit a ulahcit vyvoj jeho kognitivnych schopnosti. Napriklad,
dve deti m6Zu odpovedat nespravne, no dieta, ktoré siz rad vezme ponaucenie, mbze
potencialne dospiet dalej ako dieta, ktoré z rad ni¢ nevytazi. (Sternberg, 2002)

Zruénosti, ktoré dieta uz zvladlo

Zrucénosti, ktoré sa dieta zac¢ina ucit a zvladne

S pomocou

ZONA NAJBLIZSIEHO VYVINU

Zrucnosti, ktoré su na

hranici aktualnych
moznosti dietata

Obr.4 Z6na najblizSieho vyvinu (zdroj: Sternberg, 2002, 5.482)
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Ako uvadza Saxe (1983), hlavnou myslienkou Vygotského pristupu k vyvinu jedinca je,
Ze v pouzivani uz nadobudnutych vedomosti pri rieseni problémov u dietata nastavaju
kvalitativne zmeny a tieto zmeny su hlavnou ¢rtou samotného procesu ziskania novych
vedomosti. Na vysvetlenie tohto procesu z pohladu Vygotského je dolezité rozliSovat
medzi dvoma typmi vzdelavacich skusenost: tymi ktoré sa objavuju v procese
poznavania ,,zdola nahor”, a Vygotskij ich nazval spontdnne predstavy a tymi, ktoré sa
objavuju ,zhora nadol” a Vygotskij ich nazval vedecké predstavy. Ucenie sa ,zdola
nahor” vyplyva z detského spontdnneho pokusu porozumiet aspektom socialnej
a fyzickej reality bez priamej pomoci dospelého. Tento typ skusenosti vedie dieta
k nadobudnutiu praktickych predstdv, o znamen3, Ze dieta dosiahlo ¢iastkové riesenie
urcitého problému. Napriklad na urcenie poctu objektov v urcitej mnozZine, moze dieta
vytvorit ekvivalentnG mnoZinu inych objektov na zaklade priradovania ,jeden
k jednému”“. Na rozdiel od ucenia sa ,zhora nadol“, ktoré vyplyva zinterakcie
s dospelym alebo schopnejsim rovesnikom. Pri uceni sa ,,zhora nadol”, s ktorym sa
stretdvame v Skole, umozZniujeme dietatu vytvarat si vSseobecné predstavy, ktoré moézu
byt prispdsobené rdéznym typom problémov, ale nemusia vychadzat z
jeho bezprostrednej skusenosti. Podla Vygotského, rozne spdsoby ucenia sa by mali
byt vo vzdjomnej interakcii a komunikacii, pricom sa m6Zu navzajom ovplyviiovat
a vytvarat dolezité mechanizmy vo vyvinovych zmendch jedinca.

Vo vyvine Ciselnych predstav podla uvedenej schémy (obr. 4), na zaciatku vyvinového
procesu, dospeli zapoja deti do takych aktivit zameranych na isla, ktoré deti este nie
su Uplne schopné urobit samostatne ale st v dosahu ich porozumenia; aktivity ktoré
sU vramci zony najblizsieho vyvinu. Pri rieSeni numerickej ulohy pod vedenim
dospelého predstavime dietatu Ciselné symboly a vSeobecné Ciselné stratégie, ktoré su
Specifické preich kulturne spolocenstvo. Aj ked prvé stratégie a symboly su regulované
dospelym, v priebehu vyvinu je dieta schopné integrovat a prepojit tieto predstavy so
svojimi spontannymi predstavami vychddzajucimi z vlastnych skusenosti (zdola nahor)
a tak dosiahnut postupné porozumenie typom a funkcii tychto symbolov a stratégii.
S narastajucimi skisenostami vo forme interakcie s dospelym a ostatnymi, prichadzaju
vedecké predstavy (zhora nadol) pre riadenie a organizovanie ucenia sa ,zdola nahor”
coho vysledkom je, Ze sa priebeh rieSenia problémov stava stale viac nezavislym od
ostatnych a este viac odzrkadluje kognitivne funkcie ¢lenov kultirneho spolocenstva
dietata. (Saxe, Posner, 1983))

Obaja psycholdgovia, Piaget aj Vygotskij, nabadali, aby sme sa neuspokoijili iba so
zaznamenavanim spravnosti odpovede dietata. Ich zaujmom bolo, aby sa dostali pod
povrch a pokusili sa pochopit, preco sa deti chovaju tak, ako sa chovaju a preco
odpovedaju tak, ako odpovedaju. (Sternberg, 2002)
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5 Rozvoj Ciselnych predstav

Podla Hejného a Stehlikovej (1999), pri skimani prejavov procesov myslenia deti
o Cislach rozliSujeme dva procesy:
e proces, vktorom kroéznym Cciselnym predstavam priradujeme  Ciselné

informacie,
e proces, v ktorom k Ciselnym informaciam priradujeme Ciselné predstavy.

Pod cCiselnou informdciou rozumieme akukolvek informdaciu (slovo, pohyb, gesto...),
ktord obsahuje aspon jedno Cislo. Pri zavadzani sveta Cisel vychddzaju z Popperovej
idey troch svetov. Svet Cisel je zaradeny ako ¢ast druhého a tretieho sveta. Hejny chape
svet Cisel ako Strukturu, ktorej zakladom je sémantickd predstava jedinca o jednom
Cisle. Predstava sa sklada z troch komponentov: Cislo, jeho ukotvenie na svet veci
a vedomie jedinca, v ktorom sa Cislo a jeho ukotvenie nachadza. Svet veci (prvy svet
podla Poppera) chape Hejny ako subor vsetkych predstav c¢loveka o veciach,
udalostiach, situaciach avztahoch vnimaného sveta. V priebehu intelektudlneho
vyvinu deti vznika vnutri sveta veci aj svet Cisel.

Bolzanove- Popperove svety (Hejny, Kufina, 2001):

e Svet 1 je svet ,veci” (televizorov, dut, deti, knih, pismen, zvierat a pod.). Je to
svet fyzikalnej hmoty, svet fyzického prostredia, svet prirody, ale isvet techniky,
atdomov, molekul, neurénov aich vztahov. Je to teda svet vytvarany prirodou
a technikou a popisovany a skimany fyzikou, chémiou a bioldgiou.

e Svet 2 je svetom vedomych aj nevedomych skusenosti a predstav ¢loveka,
svetom ludského vedomia, myslienkovych pochodov a zazZitkov ¢loveka, svetom jeho
nadeji, obdv, otadzok. Je to teda svet dusevnych stavov a procesov, je tvoreny Zitim
¢loveka a je popisovany a skimany psycholégiou.

e Svet 3 je svetom vytvorov ludského ducha, jeho jadrom je fudska rec, veda
a kultura. Je to svet pojmov, problémov a teorii, ideoldgii, svet pribehov a mytov, svet
dokazov, argumentov aomylov, svet umeleckych diel. Je to svet objektivnych
myslienkovych obsahov, vonkajsich informacii.

Roger Penrose (1994) nazyva Svet 1 fyzikdlnym svetom, Svet 2 duSevnym svetom a
Svet 3 svetom kultury.
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Obr.5 Prepojenie troch svetov (zdroj: Hejny, Kufina, 2001, s.77)

V procese vynarania sveta Cisel zo sveta veci rozoznavame dve zlozky:

Verbalnu: vyndranie sa tyka slov — Cisloviek. Dieta si ich osvojuje ako zvuky, ktorych
vyznam chape zatial len hmlisto. Slova tri, styri, pdt intuitivne zaclenuje k sebe ako
napriklad i slova biela, modrd, zelend.

Sémanticku: vynaranie sa tyka vyznamu Ccisloviek. Tato zlozka je rozhodujuca pre
budovanie sveta Cisel. Proces budovania je rozdeleny do Styroch vyvinovych stadii:

1. Stadium otvorenia sveta ¢isel — dieta zaéina rozliovat medzi jednotnym
a mnoznym cislom, t.j. medzi jeden a mnoho.

2. Stadium separovanych predstdv — dieta ma predstavu o tom, ¢o su tri lopty, tri
auta, no vnima ich izolovane. Zatial nevie, Ze tieto predstavy vyjadruju rovnaky
pocet veci.

3. Stadium univerzdinych predstdv — dieta vie, e sa jednotlivé &iselné predstavy
mozZu zastupovat. Prsty alebo gul6c¢ky pocitadla sa stavaju pre dieta
univerzalnymi modelmi. Dosiahnutie tohto Stadia chdpeme ako budovanie sveta
Cisel, ktory je prepojeny na svet veci.

4. Stadium abstraktnych predstdv — dieta je schopné zmysluplne manipulovat
s predstavou ,,tri, Styri“. Nepotrebuje ukotvit predstavu vo svete veci. Svet Cisel
nadobudol samostatnost.(Hejny, Stehlikova, 1999)

Proces utvarania pojmu prirodzené Cislo je zaloZeny na urcitej postupnosti. Dieta sa
najskér oboznamuje s kvantitativnou strankou d&isla, ato na zaklade kontaktov

s okolitym svetom. Pomocou predmetov fyzikdlneho sveta (jablkd, sInk3,
trojuholniky,...) a zvukov (jeden, dva, tri,...) si dieta uvedomuje, ze jablk je rovnako ako
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sink, trojuholnikov a pod.. Postupne nadobtda predstavu, e nezéle#i na tom, o aké
predmety ide. Od separovanych modelov sa dostane k univerzalnym modelom
pomocou celej rady jednoduchych priradeni. Tieto priradenia tvoria tzv. prvy
abstrakény zdvih (obr. 6).

Pojem
¢isla

[ 3 3 3 |l three, drei, ...
|i2. abstrakény zdvih 1

Univerzalne
modely

Il %, oo o

[1. abstrakény zdv ihj I

&)
&)
®
Je rovnako ako Je rovnako ako
Separované
modely

Obr. 6 Proces uchopovania ¢isla 3 (zdroj: Hejny, Stehlikova, 1999, 5.86)

Druhy abstrakény zdvih predstavuje prechod od univerzalnych modelov k pojmu
prirodzené Cislo. Tieto procesy neprebiehaju izolovane, ale vsetky su v mysli dietata
réznymi sposobmi prepojené. Symboly tychto Cisel pre Ziaka zo zaciatku hraju iba rolu
akychsi signalov. Vyznamnymi zlozkami matematiky sa stdvaju pre Ziaka
az algoritmoch pisomnych vypoctov. (Hejny, Stehlikova, 1999)

Vo chvili ked' dieta zacina rozpravat a dokaze vymenovat ¢isla v ¢iselnom rade napr. do
desat, zacina sa dalSia faza rozvoja Ciselnych predstav - uréovanie poctu a pocitanie
objektov. Hopkins et al.(2004) uvadza takyto rozvoj pocitacich schopnosti:

e Sled slov: poéitanie zaéina suborom slov. Daldie doleZité prepojenie je
v priradeni slova (alebo symbolu) k objektom, ktoré su pocitané. Odpoved na otdzku

,Kolko?” predstavuje zvuk slova v poradi, ktoré je vyslovené po ukonceni prednesu
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Ciselného radu od jedna po desat. Dieta vie, Ze ,sedem” je viac ako ,pat“, pretoze zvuk
,sedem” prisiel po vysloveni slova ,pat”.
e Porovndvanie suboru objektov: porovnavanie poctu objektov medzi dvoma a
viacerymi sibormi mozeme urobit dvoma sposobmi:
» Priame porovnavanie - prikladanim jedného objektu zjedného suboru
k jednému objektu z druhého suboru tak, Ze si vzajomne zodpovedaju.
Podobne ako rozdelovanie balicka cukrikov medzi fudi, teda na Uurovni
separovanych modelov. Ak po priradovani spésobom ,jeden kjednému”
nezostane nepriradeny Ziaden objekt, tak je v oboch suboroch rovnaky pocet
objektov, teda su vzhlfadom k poctu rovnaké. Ak nejaky objekt (alebo viac
objektov) v niektorom zo suborov zostane, tak subory nie si rovnaké, maju
rozny pocet objektov. Podla toho, v ktorom subore nam zostanu nepriradené
objekty usudime, ktory subor je vacsi (mensi).
Dalsie $tadium je na Urovni univerzalnych modelov, teda ked rozdelované

objekty reprezentuje nejaky model (pocitadlo, prsty, a pod.). Porovnanie
dvoch suborov méZzeme urobit medzi tymito reprezentantmi objektov.

Uvedené cinnosti sa tykaju urcenia velkosti siboru na zaklade poctu objektov,
ktoré obsahuje. Dalsi krok je vo vytvoreni pisomného symbolického systému
znakov pre objekty alebo pre skupinu objektov.

» Nepriame porovnavanie — po zavedeni Ciselnych znakov - (islic,
sa porovnavanie suborov objektov urobi pomocou zapisu Cisel po ukonceni
pocitania objektov v kazdom subore.

e Nekonecny proces: po zavedeni pomenovania pre Ciselné znaky a sposobu ich
vymenovavania v uréitom nemeniacom sa poradi za sebou v ramci Ciselného radu,
ktory vytvara Ciselnu sustavu, sa moéZzeme posunut vo vyvine dalej. Ak si vezmeme
akékolvek Cislo, stdle mdzeme pridat jedno navySe. To moze teoreticky urobit proces
pocitania nekoneénym. (Tato vlastnost bola neskdr v roku 1889 nazvana podla

Guiseppa Peana. Tvrdenie “kazidé cislo mda svojho ,nasledovnika® je zakladnym

principom pocitania.)
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5.1.1 Detské pocitanie

Podla Studii polskej psychologicky a pedagogicky Edyty Gruzscyk — Kolczynskej (2009),
ktora sa dlhé roky venuje detskému matematickému mysleniu, diagnostike problémov
a chyb v detskom pocitani a analyze myslenia deti pri s€itani a odcitani, rozliSujeme v
procese formovania schopnosti pocitania tieto stadia:

Dieta odliSuje objekty o ktoré sa zaujima a chce ich lepSie poznat gestom,
pohybom hlavy, pohladom a pod. Ak su objekty postavené v rade, ukazuje ich
zaradom pouzivajuc gesta na principe jeden objekt- jedno gesto slovami: ten,
ta, dalsi a pod..

Dieta zacina pouzivat nazvy Cisel, vnima ich vSsak ako nahradné pomenovanie
predmetov, nie ako slovd na pocitanie. Dotyka sa a ukazuje na predmety
a vymenuva zname Cislice v lubovolnom poradi.

Vo veku okolo troch rokov ma dieta este problémy s koordinaciou ukazovacich
gest a vypovedanych Cisel. Ukazované predmety spaja so slovami na pocitanie:
jeden, dva, jeden, dva... S rytmom pocitania sa spaja rytmus dychania a bitia
srdca, preto sa dotyka jedného predmetu dva krat.

Vo veku okolo Styroch rokov uZ dieta vie pouzivat pravidlo jeden k jednému:
jeden ukazovany predmet - jedno vypovedané Cislo. Na zdklade skusenosti
s rytmickym ukazovanim predmetov a oznacovanim ich slovami na pocitanie,
speje dieta k presnosti.

S rozvojom reci a skusenostou pri pocitani, rastie aj rozsah ovladanych slov —
Cisel, ktoré dieta vnima ako slova na pocitanie, pricom ich vyslovuje
v lubovolnom poradi a opakovani, napr. jeden, dva, pat, osem jeden, dva pat...
Po mnohych skuisenostiach s pocitanim, vo veku okolo pat rokov, si dieta osvoji
pravidlo ustaleného poradia, teda Ze Cisla vymenlvame za radom a Ziadne
nevynechame.

Dieta zacina byt presvedcené, Ze Cislo vypovedané ako posledné ma dva
vyznamy: tyka sa posledného pocitaného predmetu a zaroven urcuje, kolko je
vsetkych predmetov spolu. Tuto skutocnost si uvedomuju niektoré patrocné

deti, vela Sestro¢nych a takmer vsetky sedemrocné.
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Dieta rozumie, Ze je mozné premety uloZené v rade pocitat od zaciatku do konca
aj naopak a taktiez z flubovolného miesta v poradi, doleZité je, aby spocitalo
vsetky predmety a Ziadne nevynechalo (podla zasady jeden k jednémul).

V Siestom a siedmom roku Zivota je vacsina deti schopnd spravne spocitat

predmety v roznych situdciach, aj ked su rézne.

K uvedenej tedrii viedla aj nasledujuca diagnosticka uloha, v ktorej dieta pozoruje
chyby pri pocitani babky, ktoré vyplyvaju z nedodrziavania pravidiel pocitania. Babka
je pre dieta ,0sobou” s nizSou spolocenskou poziciou a horsimi intelektualnymi
moznostami, preto ju smelo kritizuje ale aj poucuje. Pri tejto diagnostickej ulohe E. G.

Kolczynska vyuzila vyskumné skusenosti Z. I. Katmykowej, ktora skimala spravanie sa
deti v dalSich verzidch tejto metdédy. Podla tejto metddy mbzieme na zaklade gest
dietata a vykonavanych c¢innosti ako aj sp6sobu ako uci babku zistit, na akej Urovni

formovania schopnosti pocitania sa dieta nachadza, aké pravidla pri pocitani zachovava
a ako pocas pocitania rozmysla. Po kontakte s babkou dieta postupne odpoveda na
otazky o spravnom pocitani gastanov a hlada chyby v tychto ulohach:

1.

Gastany su uloZzené v rade vedla seba a babka pocita postupnym ukazovanim
po jednom gastane, pricom niektoré cisla nahradi pridavnymi menami,
napriklad: jeden, dva, tri, Styri, pat, hnedy, Sest, velky, sedem, osem, maly,
pekny, desat.

Babka spocita spravne pat gastanov, potom niektoré gastany vynecha
a pokracuje v ukazovani na dalSie gastany avymenuvani Cisloviek, pricom
priebezne niektoré gastany vynechava.

Babka podita gastany postupne po jednom, potom niektoré gastany prikryva
rukou- zoskupi ich a pocita ako jeden gastan, takto pokracuje a pribezne
zgrupuje gastany.

Babka spocita spravne pat gastanov, dotyka sa ich labkou a vymenuva disla,
potom spocita niektoré gastany dva krat a pokracuje v pocitani do konca.
Babka zacina pocitat od polovice radu smerom na zaciatok, rata do konca, otoci
sa a pokracuje v pocitani od zaciatku do konca radu.

Babka sprdvne spocita vsetky gastany, dotyka sa ich a vymenuva zaradom
Cislice. Ked' skonci, zd6razni poslednt Cislicu a opyta sa dietata, kolko gastanov
je vrade.

Na zaklade analyzy Cinnosti deti a ich odpovedi a emocionalnych reakcii, je mozné
poznat ako deti rozmyslaju v situaciach, ktoré vyzaduju pracu s Cislami.
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6 Rozvoj geometrickych predstav

Zatial Co Ciselné predstavy moZzeme definovat ako intuitivne vnimanie cisel a vztahov
medzi nimi, geometrické predstavy mézeme definovat ako intuiciu o tvaroch
a vztahoch medzi tvarmi. O doleZitosti Studia geometrie pojednava aj Van de Walle
(2001), podla ktorého:

Geometria mobzZe poskytnut hodnotnejsi pohlad na svet. MéZzeme ju najst
v Strukturach solarneho systému, v geologickych uatvaroch, v kamernoch
a krystaloch, v rastlinach a kvetoch, dokonca aj v zvieratach. Geometria je
zaroven hlavnou zlozkou nasho umelého sveta: umenia, architektury, strojov
a prakticky vsetko ¢o ¢lovek vytvori, ma prvky geometrickych tvarov.
Geometrické skimanie rozvija schopnosti riesit problémy. Priestorové myslenie
je dolezité pre rieSenie problémov a rieSenie problémov je jednym z hlavnych
dovodov pre Studium geometrie.

Geometria zohrava klucovu ulohu v studiu dalSich oblasti matematiky.
Napriklad, predstava zlomku je spojend s uréenim casti z celku v geometrii.
Pomer a percenta sa priamo vztahuju ku geometrickej predstave o podobnosti.
Miera a geometria spolu jasne suvisia.

Geometriu pouZiva denne mnozstvo fudi. Vedci v r6znych oblastiach, architekti
a umelci, inZinieri, geodeti, existuje mnoistvo profesii, ktoré pravidelne
vyuZivaju geometriu. V domacnosti geometria pomaha stavat oplotenia,
planovat zahrady, zariadovat byty a pod..

Geometria je prijemnda. Ak geometria vo vSeobecnosti zvySuje oblubenost

matematiky u Studentov, tak to Usilie stoji za to.

V tejto kapitole sa budeme venovat rozvoju geometrického myslenia, pricom budeme
vychdadzat predovsetkym z prace holandského pedagdga Pierra van Hiele, ktory so
svojou manzelkou Dinou van Hiele — Geldof pozoroval tazkosti, ktoré maju ich Ziaci pri

Studiu geometrie. Tieto pozorovania ho viedli k vyvoju tedrie obsahujicej Urovne
myslenia v geometrii, ktorymi Ziaci presli pri postupnom prechode od rozpoznania
tvarov az ku schopnosti napisat formalny geometricky dokaz.
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6.1 Urovne geometrického myslenia podla van Hieleho

NajdolezitejSou ¢rtou van Hieleho modelu je péat hierarchicky usporiadanych drovni
v procese vyvinu geometrického myslenia — vizualna, analyticka, abstrakcna,
dedukéna a axiomaticka. Clements a Batista (1992) navrhovali aj existenciu nultej
Urovne, ktord nazvali preduvedomenie (pre-recognition). Ziaci na tejto Urovni
zaznamenavaju len cast vizualnych znakov tvaru, ¢o vyplyva zich neschopnosti
rozliSovat medzi jednotlivymi znakmi. Napriklad vedia rozliSovat medzi trojuholnikmi
a Stvoruholnikmi, ale nie st schopni rozliSovat medzi kosoStvorcom a rovnobeznikom.
V povodnej praci van Hieleho boli urovne oznacené od 0 do 4, no neskor zacali
americky pedagodgovia pouZivat Cislovanie od 1 do 5 a sucasné prace van Hieleho
preferuju tri drovne myslenia. Prechod medzi jednotlivymi Uroviami zavisi viac od
skusenosti Ziaka, ktoré nadobudne v procese vzdelavania sa, nez od jeho veku alebo
kognitivheho vyvinu. Niektoré skusenosti mozu ulahdit alebo naopak stazit postup
medzi jednotlivymi droviiami alebo prechod do vyssej urovne (Mason, 2009).
Mc Anelly (2011) uvadza vekové kategdrie priradené k jednotlivym Urovniam, ktoré
vychadzaju z idedlneho pripadu, Ze by Ziaci boli schopni mysliet a uvazovat o geometrii
podobnym sp6sobom uZ od predskolského az po stredoskolské vzdeldvanie. Tuto
vekovu Skalu sme zaclenili do nasledujuceho popisu jednotlivych urovni geometrického
myslenia, ktord uvadza Van de Walle (2001).

Pri postupnom prechode Ziaka z jednej Urovne do dalSej, sa objekt jeho geometrického
myslenia meni.

1.Uroveri Vizualizacia (5 — 7 rokov; predskoldci — 2. ro¢nik ZS): objektom myslenia
su tvary aich vzhlad, ktoré su identifikované len na zaklade ich individualneho
vnimania ako celku.
Ziaci poznaju nazvy Utvarov na zaklade ich komplexného vizudlneho vnimania ako
celku. Ziaci su na tejto Urovni schopni odmerat Utvary, dokonca hovorit o ich
vlastnostiach, pricom pojmom ,Stvorec” charakterizuju vSetky objekty Stvorcového
tvaru (obraz, rdém a pod.). Vzhlad Utvaru je na tejto Urovni dominantny, a tak prevazuje

nad jeho vlastnostami. Napriklad, ak oto¢ime Stvorec o 45°, Ziakovi na tejto Urovni sa
uz nemusi javit ako Stvorec.

Vysledkom myslenia na tejto urovni su skupiny alebo zoskupovanie geometrickych
utvarov, ktoré vyzeraju ,,rovnako”.

2.Urover Analyza (7 — 10 rokov; 2.— 5. ro¢nik ZS): objektom myslenia su viac

skupiny utvarov nez jednotlivé Utvary.
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Ziaci su na analytickej Urovni schopni uvaZzovat viac nad vietkymitvarmiv ramci jednej
skupiny nez len nad jednym utvarom. Namiesto rozpravania o ,tomto” obdiZniku,
hovoria o ,vSetkych obdiznikoch“. Zameranim sa na skupinu utvarov sa zZiak zacina
zamyélat nad tym, ¢o robi obdiZnik obdlznikom (Styri strany, protilahlé strany su
rovnobeZné a maju rovnaku dizku, tyri pravé uhly, zhodné uhlopriecky...), pricom
nepodstatné crty (velkost a otocenie) ustupuju do pozadia. Na tejto uUrovni si Ziaci
zacinaju uvedomovat, Ze utvary patria do jednej skupiny kvoli ich spolo¢nym
vlastnostiam. Predstava o jednom Utvare mozZe byt zovSeobecnena na vsetky utvary
v jednej skupine. Ak Utvar patri do skupiny kociek, tak ma zodpovedajuce vlastnosti
objektov tejto skupiny: ,VSetky kocky maju Sest zhodnych stien a kazda z tychto stien
je $tvorec”. Ziaci sU na tejto Urovni schopni vymenovat vietky vlastnosti $tvorca,
obdlznika a rovnobeznikov ale neuvedomuiju si, Ze st podmnoZinou jeden druhému, e
vietky $tvorce maju vlastnosti obdlZnikov avietky obdizniky maju vlastnosti
rovnobeznikov. Pri definovani Utvaru na analytickej Urovni Ziaci vymenuju tolko
vlastnosti geometrickych utvarov, kolko vedia.

Vysledkom myslenia na tejto urovni su vlastnosti geometrickych tvarov.
3.0rovert Abstrakcia (10 — 13 rokov; 5.— 8. ro¢nik ZS): objektom myslenia su

vlastnosti geometrickych atvarov .

Postupne ako Ziaci zacdinaju rozmyslat o vlastnostiach geometrickych uUtvarov bez
obmedzenia sa na konkrétne Utvary, su schopni uvedomovat si vztahy medzi tymito
vlastnostami a aj vztahy v ramci tychto vlastnosti: ,, Ak st vsetky Styri uhly pravé, tak
Utvar mdze byt obdiznik. Ak je tento Gtvar $tvorec, tak vietky jeho uhly st pravé.”
S narastajucou schopnostou vyuzZivat implikaciu vo svojom mysleni (uvazovat
spbsobom ,ak..- tak..”), dokazu jednotlivé Gtvary zatriedovat na zaklade minimalneho
poctu ich vlastnosti. Napriklad styri zhodné strany a aspon jeden pravy uhol, mézu byt
postacujice vlastnosti na definovanie $tvorca; obdiZnik je rovnobeZnik s pravym
uhlom; a pod.. Pozorovanie sa vramci samotnych vlastnosti zacina zameriavat na
logické argumenty o vlastnostiach Utvarov. Ziaci na tejto Grovni za&inaju byt schopni
riadit sa a zvazovat abstraktné tvrdenia o Utvaroch a ich vlastnostiach. ,,Dékazy” mozu
byt viac intuitivne neZ prisne deduktivne. Uvedomenie si axiomatickej Struktury
abstraktného systému vsak eSte zostava pod povrchom.

Vysledkom myslenia na tejto urovni su vztahy medzi vlastnostami geometrickych
utvarov.

4.aroven Dedukcia (14 — 18 rokov; 9.roénik ZS - 4. roénik SS): objektom myslenia

su vztahy medzi vlastnostami geometrickych Gtvarov.
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Ziaci na tejto Urovni dokazu skimat viac neZ len vlastnosti geometrickych Gtvarov.
Pocas ich myslenia v predchadzajucich drovniach, postupne vznikali hypotézy tykajuce
sa vztahov medzi vlastnostami. SU tieto hypotézy spravne? Su pravdivé? Pocas
priebehu analyz tychto neformdlnych tvrdeni, sa zacdina wvyvijat Struktira
geometrického systému doplfiana o axidomy, definicie, vety, ddsledky a postulaty,
ktoru si zZiaci uvedomia ako nutny prostriedok pre stanovenie pravdivych tvrdeni
v geometrii. Na tejto Urovni si Ziaci za¢inaju uvedomovat potrebu existencie logického
systému, ktory spociva v minimalnej mnoZine predpokladov a z ktorého mozu byt
odvodené daldie pravdivé tvrdenia. Ziaci suU na tejto Urovni schopni pracovat
s abstraktnymi tvrdeniami o geometrickych vlastnostiach a robit zavery, ktorych
zakladom je viac logika nez intuicia. Napriklad Student operujuci na urovni dedukcie je
schopny zretelne vidiet, Ze uhlopriecky v obdlZniku sa navzajom rozpoluju, zatial ¢o na
nizsej Urovni myslenia sa o tom mohol len domnievat. Na rozdiel od abstrakénej
urovne, ked sa Ziaci sice riadili tvrdeniami ale chybalo im uvedomenie si potreby
dokazat ich, na deduktivnej Urovni je uz uvedomenie si potreby ddkazu, a to na zaklade
suboru deduktivnych tvrdeni.

Vysledkom myslenia na tejto urovni su deduktivne axiomatické systémy v geomettrii.

5.0rovert Axiomatizacia (18 rokov a viac; VS): objektom myslenia st deduktivne

axiomatické systémy v geometrii.

Na najvyssej urovni van Hieleho hierarchie je objektom pozornosti sam axiomaticky
systém, nie len dedukcie vo vnutri systému. Je tu uvedomenie si rozdielov a vztahov
medzi roéznymi axiomatickymi systémami. Je to vo vSeobecnosti Uroven
vysokoskolskych Studentov matematiky zaoberajucich sa geometriou ako vednou
oblastou matematiky.

Vysledkom myslenia na tejto urovni je porovnanie a rozdiely medzi réznymi
axiomatickymi systémami v geometyrii.

Vo svojich studidch Clements et al. (2004) skumali, ktoré geometrické tvary
identifikuju deti vo veku 4 —6 rokov (na Urovni vizualizacie podla van Hieleho) v subore
objektov znazornenych na papieri. Priemerne 96% (ak urobime priemer vykonu stvor-
,pat- a Sest- rocnych deti) deti spravne rozpoznalo oblé a hranaté tvary, priemerne 86%
deti identifikovalo Stvorec, 59% urcilo trojuholnik a priemerne 54% deti urcilo spravne
obdiznik. Deti mali tendenciu prijat trojuholnikovy tvar so zakrivenymi stranami
a zamietnut trojuholniky, ktoré boli prilis ,,dIhé!“, ,,zohnuté” a ,bod nie je na vrchole”.
Taktie? mali tendenciu prijat ,dlhy“ rovnobeinik alebo lichobeZnik za obdiZnik.
MozZeme tu pozorovat, aky posun v mysleni musi u deti nastat, aby dokazali presne
rozoznat konkrétny Gtvar, napriklad trojuholnik od tvarov, ktoré mu ho pripominaju
(ako je napriklad aj kusok pizze).
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6.2 Charakteristika van Hieleho urovni geometrického myslenia

Geometrické predstavy vzniknuté na kazdej z Urovni geometrického myslenia sa
stdvaju ohniskom alebo objektom myslenia na dalsej drovni.

Analyza
deduktivneho
systému

Deduktivny
systém /

Vztahy medzi
vlastnostami

Vlastnosti
tvarov

J 5. Axiomatizacia
) 4. Dedukcia

Triedenie
tvarov

) 3. Abstrakcia

T
e ) 2. Analyza

1. Vizualizacia

Obr.7 Prepojenie urovni geometrického myslenia podfa van Hieleho (zdroj: Van de
Walle,2001, s.311)

Vztahy medzi objektmi, ktoré su vysledkom rozvoja geometrickych predstav na jednej
urovni sa stavaju zakladom pre rozvoj na nasledujucej Urovni, ako je to znazornené na
obrdazku 7.
Vychadzajuc zo zakladnych myslienok tejto tedrie, moézeme vytvorit Styri navzajom
suvisiace charakteristiky, ktoré si zaslUzia pozornost a ktoré analyzuju vo svojej praci aj
Geddes a Fortunato (1993):

1. Jednotlivé Urovne su vzostupné; aby sa Ziak dostal sa na ktorukolvek vyssSiu

uroven, musi prejst vsetkymi prechadzajiucimi Uroviiami. Prejst nejakou uUrovrou
znamenad, Ze u jedinca doslo k nadobudnutiu geometrického myslenia prislusného
k jednej Urovni a vytvoril si vlastné typy objektov alebo vztahov, ktoré st zakladom
myslenia na dalSej uUrovni. PreskocCenie niektorej Urovne sa vyskytne madlokedy.
U niektorych matematicky nadanych Ziakov sa méze zdat, Ze preskocia nejaku Uroven,
¢o moze byt spésobené aj tym, Ze sa u nich vyvinuli schopnosti logicky uvazovat inou
cestou ako cez geometriu.
2. Jednotlivé Urovne nezavisia od veku Ziaka v zmysle Piagetovych vyvinovych
$tadii. Ziak tretieho roénika zakladnej $koly ako aj stredo$koldk sa mdzu nachadzat
napriklad na prvej drovni geometrického myslenia. V skuto¢nosti niektori studenti aj
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dospeli zostanu navidy na prvej Urovni a znacny pocet dospelych nikdy nedosiahne
tretiu uroven. No vek urcite suvisi s mnozstvom a druhom geometrickych skusenosti,
ktoré mozeme nadobudnut. Preto je primerané, ak sa napriklad vsetky deti vo veku 5-
7 rokov nachdadzaju na 1. Grovni, ako aj va&sina Ziakov tretieho a $tvrtého roénika ZS.

3. Vlastna geometricka skusenost je najvyssim a jedine¢nym faktorom, ktory
ovplyvnuje prechod cez jednotlivé Grovne. Aktivity, ktoré umoznuju Ziakom objavovat,
rozpravat a vzadjomne pdsobit s poznatkami nasledujlicej Urovne v procese narastania
ich skusenosti na aktualnej Urovni na ktorej sa nachadzaju, davaju tymto Ziakom
najlepsiu prilezitost postupit do dalsej Urovne.

4. Ak su vyucovacie metddy alebo jazyk na vysSej urovni, nez na ktorej sa Ziak
nachadza, méie to viest kvzniku formdlnych vedomosti. Ziak tak musi zapasit
s neznamymi objektmi svojho myslenia, ktoré este unho neboli vytvorené na predoslej
drovni. Tak uéenim sa naspamat bez hlbsieho porozumenia, dosiahne len docasny
alebo povrchny vysledok. Napriklad, Ziak dokaze memorovat tvrdenie, Ze vSetky
$tvorce maju vlastnosti obdiZnikov aj bez pochopenia potrebnych vztahov. Alebo si
zapamata geometrické dokazy, no zlyha pri tvorbe jednotlivych krokov alebo

potrebnych odévodneni.

6.2.1 Van Hiele a vyucovanie geometrie

Podla van Hieleho (Mason, 2009), napredovanie Ziaka cez jednotlivé uUrovne
geometrického myslenia v procese nadobudania geometrickych skidsenosti v ramci
Skolského vzdelavania je vysledkom vyucovacich metdd, ktoré su usporiadané do
tychto piatich faz:

1. Orientdcia: diskusiou ucitel zisti, ¢o uz Ziaci o preberanej téme vedia a Ziaci sa

zac¢nu orientovat na nova tému.

2. Riadené skumanie: Ziaci preskimaju geometrické objekty zaddvané
v inStrukciach pomocou starostlivo zostavenych uloh zameranych na skladanie,
meranie alebo konstruovanie. Ucitel zabezpedi, aby Ziaci preskimali vsetky
potrebné Specifické pojmy.

3. Explicitdcia: Ziaci svojimi vlastnymi slovami popiSu, ¢o sa naucili o danej téme.
Ucitel zavedie relevantné matematické pojmy.
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4. Aplikdcia: Ziaci aplikuju naucené vztahy a pojmy pri rieSeni problémov a riesia
viac otvorenych uloh.

5. Integrdcia: Ziaci sumarizuju a zaclenuju nové poznatky, vyvijaju novy systém
objektov a vztahov.

Ziak moie niekedy potrebovat pri konkrétnej téme prejst cyklom niektorej
z uvedenych faz aj viackrat. Ucitel si musi uvedomovat, Ze aj pri rovnakom vyjadrovani
sa ucitela a Ziaka o nejakej preberanej téme, interpretacia pouzivanych slov a pojmov
moze byt celkom odlisna. Napriklad ak sa Ziak nachadza na prvej Urovni geometrického
myslenia, slovo ,,Stvorec” mu pripomina tvar, ktory vyzera ako Stvorec (Stvorcovy tvar)
ale ni¢ iné. Ziak na druhej Urovni geometrického myslenia sa pozerd na $tvorec
z hladiska jeho vlastnosti, no nemusi vediet, ktoré z nich su nevyhnutné alebo
postacujuce na jednoznacné urcenie Stvorca. Moze mat pocit, Ze na nadobudnutie
istoty, Ze to skutocne je Stvorec, musia byt potvrdené alebo dokazané vsetky jeho
vlastnosti. UCitel, ktory rozmysla na najvyssej urovni geometrického myslenia, pozna
nielen vlastnosti Stvorca, ale zaroven vie vybrat tie z nich, ktoré dokazuju, Ze Utvar je
Stvorec. Ak ucitel pozna vztahy medzi réoznymi geometrickymi Utvarmi a ich
vlastnostami, moze uvazovat nad viacerymi roznymi spésobmi dokazu, Ze dany utvar
je Stvorec. Ucitel za i¢elom efektivnejsej komunikacie so Ziakom musi vediet zhodnotit,
ako Ziak vysvetluje danu tému. Ak sa ucitel snazi ucit na vyssej Urovni myslenia nez na
akej sa Ziak nachadza, Ziak skutocne neporozumie obsahu toho, ¢o sa uc¢i. Nadobudne
tak len formdalne vedomosti, ktoré rychlo zabudne, i ked ma chvilu dojem, Ze ucivo
ovlada, kedZe ho vie naspamat.

Ziak sa nemusi nachadzat na rovnakej Grovni geometrického porozumenia ani v rdmci
jedného ucebného celku. Napriklad, ak viac pracuje strojuholnikom ako so
Stvoruholnikom, dokaze o trojuholniku rozmyslat viac prepracovanym spésobom ako
by vedel o nezndmom objekte, napriklad lichobezniku. Ak vSak uz nadobudne urcitu
urovenn myslenia vjednej oblasti uciva, je prenho jednoduchsie rozmyslat na
pozadovanej urovni aj v daldich oblastiach. Ziak ui ma skdsenost a schopnost
vyhladavat vztahy medzi objektmi a medzi ich vlastnostami. DdlezZitd ulohu v stadiu
geometrie ma matematicky jazyk. Pre kazdu uroven myslenia je charakteristicky jej
vlastny jazyk, ktorym Ziaci vysvetluju rovnaké geometrické pojmy. Diskusia a slovné
pojmy su dolezitymi aspektmi pre fazy vzdeldvania ako su orientdcia, explicitdcia
aintegrdcia. Ziak si vyjasfiuje auvedomuje svoje myslienky aj prostrednictvom
rozpravania o nich. Podla van Hieleho, efektivne Studium prebieha vtedy, ked' Ziaci
aktivne prezZivaju dany predmet Studia v primeranom kontexte a ked' sa zapajaju do
diskusie a udvah. Podla jeho tedrie, astym moZeme len suhlasit, prednostnym
pouzivanim vyucovacich metdd ako su prednasanie a memorovanie nevedie
k efektivnemu Studiu. Ucitel by mal poskytnut svojim Ziakom primerané skusenosti

a prilezitosti diskutovat o nich.
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6.2.2 Vyucovanie geometrie na jednotlivych urovniach geometrického
myslenia

Vyber vyucovacich metéd vychadzajuci z vyvinovej Urovne Ziaka si vyzaduje, aby ucitel
Ziaka pocuval a diagnostikoval a az potom zacal s vyucovanim na tej urovni, na ktorej
sa ziak nachddza. Tedria van Hieleho zdoéraznuje nevyhnutnost vzdeldvania na Urovni
Ziaka. Takmer akakolvek aktivita sa da prisposobit tak, aby sa prelinala dvoma
Urovriami myslenia, a to aj v rdmci vyucovania v jednej triede. UCitel mozZe sledovat
odpovede a postrehy Ziakov, ktori st na nizsej Urovni myslenia a zaroven povzbudzovat
a vyzyvat Ziakov k praci na vyssej urovni myslenia. Uvadzame niekolko ndvrhov na
realizaciu aktivit na prvych troch Urovniach geometrického myslenia podla (Clements,
Batista, 1992; Mc Nelly, 2011) a ukazky aktivit, z ktorych sme niektoré upravili:

1. Aktivity na urovni vizualizacie

e zahfiaju triedenie, ur€ovanie a popisovanie réznych tvarov,

e pouzivanie fyzickych modelov, s ktorymi moZu Ziaci manipulovat (tangram,
geodoska, geometrické skladacky),

e obsahuju vela r6znych a rozmanitych ukazok utvarov, aby Ziaci videli ten isty Utvar
v roznych velkostiach a polohach s cielom odlisit charakteristické znaky Utvaru od
nepodstatnych,

e poskytuju prilezitosti pre stavanie, tvorenie, kreslenie, skladanie a rozkladanie

utvarov.

Ukdazka aktivity: Z danej skupiny tvarov vyberte také, ktoré sa na seba podobaju.
Z danej skupiny tvarov vyberte Stvorce a trojuholniky.

@ Bﬁqg
A \
QD[D 9%/

Obr.8 Vnimanie tvarov na vizualnej Urovni
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2. Aktivity na urovni analyzy

e pouzivaju sa vnich konkrétne alebo virtudlne modely na urlenie, meranie,
skimanie a upravovanie vlastnosti Utvaru s ciefom posunut sa od jednoduchej
identifikacie Utvaru k jeho vlastnostiam,

e pouZivanie modelov ako na prvej Urovni, zahfnaju vsak modely, ktoré umoznuju
skimanie roznych vlastnosti objektov,

e rieSenie problémov obsahujucich ulohy, v ktorych su vlastnosti Utvarov délezitym
prvkom,

e triedenie podla vlastnosti Utvarov ako aj ich ndzvov (napriklad: uréenie vlastnosti
trojuholnikov, na zaklade ktorych su niektoré trojuholniky podobné a dalSie rézne).

Ukdazka aktivity: 1. Vytvorte zoznam vlastnosti pre tuto skupinu utvarov, ktory bude
obsahovat: uhly, strany, uhlopriecky, symetrie.

e —
= N

Obr.9 Vnimanie tvarov na urovni analyzy

2. Ndjdite vlastnost geometrickych utvarov spliujucu uvedené
podmienky:
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Kazdy z tychto tvarov md | Ziadny ztychto tvarov tu | Ktoré z tychto tvarov maju
jednu spoloénu vlastnost. | vlastnost nema. hladanu vlastnost?

Og A Ol
= a3

Obr.10 Vnimanie tvarov na Urovni analyzy

3. Aktivity na drovni abstrakcie

e pouzivanie modelov atechnolégii so zameranim na urcenie vlastnosti Utvarov,
vytvdranie zoznamov vlastnosti a analyzovanie, ktoré vlastnosti su nevyhnutné
a ktoré postacujuce pre jednoznacné urcenie konkrétneho Utvaru alebo pojmu,

e obsahuju neformalny jazyk dedukcie: vsetky, niektoré, Ziadny, ak —tak, ¢o ak,
a podobne,

e skumaju niektoré vztahy medzi mnohouholnikmi za Ucelom zistenia, ¢i opacné
tvrdenie je tieZ spravne (napriklad: “Ak je $tvoruholnik obdiZnikom, musi mat $tyri
pravé uhly”; opacne: ,, Ak ma Stvoruholnik Styri pravé uhly, musi to byt zaroven
obdiznik?),

e pouzivanie modelov a kresieb (zahffiajuc aj geometricky dynamicky softvér)
ako pomdcky na hladanie zovSeobecnenia a kontra - prikladov,

e povzbudzuju k vytvaraniu a testovaniu hypotéz,

e pouzivaju sa v nich vlastnosti na definovanie utvaru alebo uréenie, ¢i konkrétny

geometricky Utvar patri do danej mnoziny Utvarov .

Ukdazka aktivity: 1. Z danych viastnosti vyberte dvojice tak, aby jednoznacne urcovali
obdlZnik. Vytvorte dal$i minimdlny zoznam urcujicich vlastnosti
pre obdiZnik, ale aj iny geometricky utvar.
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Stvoruholnik Styri pravé uhly zhodné

uhlopriecky

obsahuje pravé uhly | dtvar ohraniceny Styrmi | rovnobeznik

stranami

YV V V V V

2.Urcte, ktoré z uvedenych tvrdeni je pravdivé a ktoré nepravdivé, svoju
odpoved'podlozte argumentmi. Vytvorte dalsie jednoznacné tvrdenia.
Véetky $tvorce maju vlastnosti obdiznikov.

Véetky obdiZniky maju vlastnosti $tvorcov.
Ak je dany utvar lichobeznik, tak dve jeho strany su zhodné.
Niektoré rovnobezniky st obdizniky.

Vietky obdizniky st rovnobezniky.
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7 Rozvoj porozumenia miere v geometrii

Meranie v geometrii, teda urcovanie dizky alebo obsahu geometrickych Utvarov, je
Uzko prepojené sdetskym chapanim vztahu medzi castou acelkom. Uvedieme
niektoré Studie, ktoré sa zaoberali Ulohou chapania celku a prekryvania sa vo vyvine
porozumenia obsahu a dizke v predskolskom veku, ktoré spracovali Bart, et al. (2008).
Ak by sme si predstavili situaciu, v ktorej by malo malé dieta rozdelit celu tabulku
cokolady rovnakym dielom medzi seba a kamarata, mohli by sme vidiet dva sp6soby
ako to urobi. Musi rozdelit celok na dve rovnaké casti. Moze celd ¢okoladu hned
rozpolit alebo rozdelit na mensie rovnaké kusky a tie potom rozdelit medzi seba
a kamarata, stylom ,tebe jeden- mne jeden”. Délezité je, aby boli obidve deti spokojné
a mali pocit, Ze rozdelenie bolo spravodlivé, ¢i uz dostali jeden velky cely kus cokolady
alebo viac malych kuskov. MoZeme tu vidiet prepojenie Ciselnych a geometrickych
predstav vo vyvine dietata. Porozumenie vztahu medzi ¢astou a celkom ako priprave
na pochopenie zlomkov prichddza az neskor v skole (uvedomenie si, Ze ak mam celok
rozdeleny na 12 Casti a dostanem 6 Casti z dvanastich, tak je to isté, ako ked dostanem
jednu polovicu z celku). V predskolskom veku je dieta schopné toto ,spravodlivé
rozdelenie cokolady” pochopit pri pokryvani jednej tabulky cokolady dvanastimi
mensimi kudskami. Ak dietata po rozdeleni cokolddy na dve casti pokryje Siestimi
kuskami celt jednu Cast, tak rozdelenie bolo spravodlivé v oboch pripadoch.

Uvedeny postup vychadza z funkcie jednotky miery v porozumeni dizke a obsahu
geometrickych Utvarov. Podla Piageta et al. (1960) na zistenie dizky alebo obsahu,
musime porovnat jednotkové meradlo so vSetkymi castami meraného objektu
postupnym porovnavanim (prikladanim, prekryvanim) jednotkovej ¢asti, ktord nazval
jednotka opakovania. Ukazalo sa, Ze takato operdcia je pre malé, a niekedy aj pre
starsSie, deti dost naroc¢na. Napriklad Lehrer et al. (1998) vo svojom dlhodobom
vyskume detského porozumenia miere v geometrii zistili, Ze 6-7 rocné deti mozu
porozumiet niektorym vlastnostiam miery ako je napriklad nepriama zavislost medzi
poctom a velkostou jednotiek merania (¢im vacsia je jednotka merania tym mensi jej
pocet potrebujem na odmeranie Uutvaru), ale zlyhdvaju v uvedomeni si funkcie
rovnakych jednotiek alebo operacie opakovania jednotiek. Deti ¢asto pouzivali pri
zistovani dizky jedného objektu sucasne rdzne jednotkové meradld, ako napriklad:
palec, guma, ceruzka a pod. a spoditavali ich bez uvedomenia si ich réznej dizky.
Dokonca aj pri pouzivani vopred stanovenych identickych jednotiek (napr. pdsikov
papiera) niektoré deti neboli schopné prirodzene pokracdovat v merani potom, ¢o sa
im tieto jednotkové meradla minuli.

Daldie vyskumy poukazuju na to, ze malé deti len &iastoéne chapu funkcii jednotke
miery pri uréovani poc¢tu jednotkovych meradiel pri merani objektov. Frydman a Bryant
(1998) poziadali 4-6 rocné deti, aby rozdali dvom ludom ¢okoladu tak, aby dostal kazdy

54



z nich rovnaké mnozstvo. Mali k dispozicii rovnaky pocet dvoch druhov tabuliek
¢okolady v tvare obdiZnika. Obidva druhy mali rovnakd $irku, no dizka jedného bola
dvojnasobkom dizky druhého. Detom bolo povedané, 7e jeden ¢lovek prijima iba
dvojité tabulky a druhy iba jednoduché tabulky. Ukdazalo sa, Ze 4-rocné deti vnimali oba
druhy tabuliek cokolddy rovnako. Zakazdym, ked dali jednoduchd tabulku, dali aj
dvojitu. Obom [udom dali takto rovnaky pocet tabuliek cokolady a tak mal nakoniec
jeden z nich dvojndasobné mnozstvo ¢okolddy ako druhy. Na druhej strane, 5- rocné
deti splnili svoju ulohu spravne. Ked dali jednu dvojitu tabulku jednému ¢loveku, tak
druhému dali dva jednoduché tabulky a takto pokracovali, kym nerozdali vSetku
cokoladu.

Shipley a Shepperson (1990) poziadali 4-5 rocné deti spocitat subor predmetov (napr.
vidliciek), priCom niektoré z nich boli zlomené na dve ¢asti. Ukdazalo sa, Ze 4-ro€né deti
nechceli pocitat dve zodpovedajuce si asti predmetu ako jeden predmet, dokonca
i ked boli jasne poZiadané, aby spocitali napr. ,vidlicky“; 5-ro¢né deti uz boli schopné
to urobit. TaktieZ sa opytali deti, kolko réznych farieb alebo kolko réznych druhov
predmetov sa nachadza v skupine obsahujucej niekolko kusov z kazdej farby a druhu.
Deti vo veku Styroch rokov mali tendenciu napr. pocitat kazdi vec samostatne
(izolovane), zatial ¢o patro¢né deti zaobchadzali so skupinou podobnych veci (napr.
rovnakej farby) ako s jednym celkom s jednou vlastnostou.

Tieto vysledky naznaduju, Ze okolo piateho roku Zivota deti zacinaju byt schopné
pracovat so skupinou objektov ako s jednych celkom a urcit jeho ciastocné vlastnosti
ako konecnu hodnotu. Tato schopnost Gzko suvisi s vyvinom pociatoénych predstav
deti o mnohosti alebo s principom pre uréenie ekvivalencie dvoch mnozin na zdklade
priradovania ,jeden k jednému”. NavySe by tato schopnost mala byt zakladom pre
pochopenie obsahu a dizky. Ak deti dokazu flexibilne vytvorit identické jednotky
v rozmedzi celého objektu alebo jeho Casti, tak dokazu aj presne urcit obsah alebo
dizku objektu uvedomenim si, kolko jednotiek sa nachadza na celej ploche objektu
alebo jeho dizke. Neskor sa deti budd musiet nauéit rozoznat, & st dané jednotky
dizky alebo obsahu identické (zhodné) alebo nie. Je zndme, Ze predikolaci maju sklon
odhadovat rozmery geometrickych utvarov vyuZitim len jedného rozmeru alebo
kombinéciou séitania dizky a $irky, ¢o im zabrariuje v skutoénom porozumeni obsahu
a dizke. Na zaklade svojich vyskumov Yuzawa a Bart (2002) uvadzaju, Ze deti zacinaju
spontanne pouzivat spdsob ukladania objektov na seba (prekryvania objektov) ako
pomocku pri odhadovani obsahov uUtvarov vo veku okolo 5- 6 rokov. Taktiez
upozornuju na to, Ze prekryvanie objektov ma délezitu ulohu aj pri spravnom odhade
dizky u malych deti. Zich zaverov vyplyva, 7e vyvin porozumenia obsahu a diZke
u malych deti prebieha vo vztahu ku kazdodennému mnoistvu poznatkov
s vedomostami o Cislach ( predstava jednotiek merania) a spontdannym pouZivanim
kognitivnych ndstrojov (proces pokryvania objektov) na porovnanie velkosti velicin.
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8 Vybrané metddy vyucovania

8.1 Problémové vyucovanie

Jednou z modernych koncepcii vyu€ovania je aj problémové vyucovanie. Na rozdiel od
tradicného vyucovania, kde ucitel odovzdava Ziakom hotové poznatky, pri
problémovom vyucovani ucitel nesprostredkuva Ziakom poznatky v hotovej podobe,
ale stavia pred nich ulohy, ktoré obsahuju pre nich nezname vedomosti a sposoby
¢innosti, motivuje ich, usmernuje hlfadanie sp6sobov a prostriedkov rieSenia ulohy, pri
hladani ktorych si Ziaci sami osvojuju nové vedomosti a zru¢nosti a sucasne rozvijaju
svoje schopnosti. (Turek, 2008). V situdcii, ked sa pri svojej Cinnosti strethneme
s nejakou prekazkou, tazkostami, protireCenim, v situdacii, ktord sa pre nas stava
problémovou, zacdiname prebudzat a rozvijat svoje myslenie. Takéto problémové
situacie mdéZeme vo vyucovani navadzat predkladanim réznych problémov a
problémovych Uuloh. Podla Tureka (2008) musi problémova situacia okrem
protirecenia, t.j. nezndmeho, obsahovat este tieto dve stranky:

e motivacnu — prebudenie zadujmu o odstranenie uvedomeného protirecenia
a pocitenie moznosti odstranit ho pri si¢asnom osvojeni si novych vedomosti
a zrucnosti,

e predmetovo-obsahovu — isté zdkladné vedomosti a zruénosti zodpovedajlce
vecnému obsahu situdcie a intelektudlne prostriedky na manipulaciu s tymto
vecnym obsahom.

Vyucovanie matematiky rieSenim problémov sa v Skolskej matematike stava coraz
CastejSim javom. Existuje viacero dovodov, pre¢o su problémy zaradované do
ucebnych osnov. Kopka (1999) uvadza tieto: motivacia, vysvetlovanie novych
myslienok, precvicovanie, osvieZzenie a ospravedlnenie vyucovania matematiky na
Skolach. Pomerne ¢asto pri vyu€ovani matematiky pouzivame problémy ako nastroj,
aby sme Ziakov, resp. Studentov, zoznamili s novymi myslienkami, pojmami, Ci
postupmi. Je vSeobecne zname, Ze Ziaci si skor osvoja a zapamataju myslienku ¢i postup
rieSenia, ked nanho pridu vlastnym pri¢inenim. Okrem toho si takyto poznatok
zapamataju dlhSie a nemaju problém s jeho vyuzitim v inych prikladoch a situacidch.
Problémy vsak do Skolskej matematiky zaradujeme aj s cieflom precvicit nieco, ¢o sme
predtym zaviedli alebo ukazali, aby sme upevnili pojmy a vedomosti, ktoré Ziaci ziskali.

Jednou z oblasti problémového vyucovania je inarocnost problému. V stéasnosti
panuje vSeobecna zhoda, Ze narocnost problému zavisi hlavne na charakteristike toho,
kto problém riesi. Zavisi na jeho schopnostiach (priestorova predstavivost, schopnost
vidiet Strukturu problému), predchadzajucich skisenostiach a ochote, resp. motivacii
(pristup, nazory). Teda ,,...Uspesné rieSenie problému zavisi aj na chapani kedy a ako
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vyuzit prislusni vedomost a na schopnosti sledovat a vyhodnocovat pouZitie danej
vedomosti v priebehu i po implementdcii...” (Lester, 1985)

Problém charakterizuje suc¢asny americky didaktik matematiky Jeremy Kilpatrick ako
situaciu, v ktorej mame dosiahnut nejaky ciel, ale priama cesta k nemu je zablokovana.
Ak je tento problém matematicky, pri jeho rieseni pouzivame matematické pojmy a
principy. Problém obsahuje tri hlavné zlozky:

1. Vychodiskovad situdcia, v ktorej popisujeme suvislosti a poskytujeme informacie
alebo udaje.

2. Ciel, ktory chce riesitel dosiahnut.
3. Cesta od vychodiskovej situacie k cielu.” (Kopka, 1999)

Podla takéhoto vymedzenia problému méZieme matematické problémy rozdelit do
tychto zakladnych kategorii:

Problémy s uzavretou cestou as uzavretym ciefom, t.j. cvicenia alebo rutinné
problémy:

e pociatoc€nad situdcia je presne popisana,
e cestak cielu je zndma (cesta je uzavretd),
e ciel je presne zadany (ciel je uzavrety).

Prikladom rutinného problému mézZe byt situdcia, ked Ziakovi, ktory dokdzZe riesit
kvadratické nerovnice, zaddme nejaku konkrétnu kvadraticku nerovnicu, aby ju vyriesil.

Problémy s otvorenou cestou asuzavretym cieflom, t.j. ulohy alebo nerutinné
problémy:

e pociato€nad situdcia je presne popisana,
e cesta k cielu nie je zndma (cesta je otvorend),
e ciel je presne zadany (ciel je uzavrety).

Typickym nerutinnym problémom je dékaz matematickej vety, pricom Student, ktory
ma vetu dokdzat, jej dékaz nikdy predtym nevidel.

Problémy s otvorenou cestou a s otvorenym cielom:

e pociato€nad situdcia je presne popisana,
e cesta k cielu nie je zndma (cesta je otvorend),
e ciel nie je presne dany alebo nie je dany vébec (ciel je otvoreny).

Takyto problém nazyvame matematické skumanie. Za matematické skumanie
povazujeme napriklad situdciu, ked Ziakom zaddme Pascalov trojuholnik.
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Zaviest skimanie znamend pomocou problémovej situacie, zakladného problému
a pouzitim roéznych stratégii vytvarat nové problémy, ktoré modzu dat vhlad do
existujucich vztahov vo vnutri danej oblasti matematiky. Nezanedbatelnymi
predpokladmi skimania vo vyucovani matematiky su aj zru¢nosti a schopnosti Ziakov
rieSit problémy. Na to, aby Ziaci tieto zrucnosti nadobudli, je potrebné oboznamit ich
so stratégiami rie$enia problémov. (Ceretkova S., Sedivy O.; 2005).

Stratégie rieSenia problémov spojené so skumanim (objavovanim) nazyvame
heuristické stratégie.

8.1.1 Heuristické stratégie

Peter Small charakterizuje heuristické stratégie ako ,subor pravidiel vyvinutych na
stanovenie najpravdepodobnejSieho spdsobu, aby sme uspeli pri hladani ciela.” Su to
stratégie zaloZzené na umeni objavovania, na hladani spravnej cesty pri rieSeni
jednoduchsich ¢i zloZitejSich problémov. Na rozdiel od jasnych krokov pri rieSeni
prikladov pomocou algoritmov, ktorych nasledky vieme predvidat, pravidla
heuristickych stratégii su zaloZzené na empirickych vysledkoch, na skusenostiach. Pri
rieSeni problémov pomocou tychto stratégii nevieme predvidat, k akému zaveru sa
dopracujeme, dokonca nie je zarucené, Zze budeme Uspesni. ,Mozno zistite, Ze niekedy
vasa prva metdda na rieSenie problému nefunguje. Ked sa to stane, nebojte sa
zanechat postup a vyskusat inG stratégiu.” (Johnson, Herr, 2001) Preto ¢im viac
stratégii vieme pouzZit na rieSenie problému, tym je vacSia pravdepodobnost, Ze
problém naozaj vyrieSime.

Diagramy

RieSenie problémov zavisi od poskytnutej informacie a od toho ako je organizovana.
Niekedy si pri rieseni problému neuvedomime, Ze jeden obrazok moze byt osoznejsi
ako tisic slov. ,,Diagram ma oproti verbalnej komunikacii mnoho vyhod. Mé6zZe napriklad
ovela lepsSie a jasnejsie naznacit polohové vztahy ako slovny opis.” (Johnson, Herr,
2001) Mbze pomoct objasnit myslienky a vyriesit problém, ktorému sme prepozicali
vizudlnu reprezentdciu. To znamena, Ze pri rieSeni problému zapajame aj vizualnu c¢ast
svojho mozgu. Jeden z typov diagramov, ktoré Studenti matematiky velmi c¢asto
pouzivaju na kategorizaciu veci, si Vennove diagramy, pretoZe z nich jasne vidiet
vztahy medzi réznymi kategdériami. Pomahaju hlavne pri spravnej interpretdcii
problémov, v ktorych sa vyskytuju slova ako vsetky, niektoré, Ziadny, a to
prostrednictvom prienikov mnoZin a podmnoZin.

Systematicky zoznam

Urcite problémy je najlepsie riesit tak, Ze si vytvorime systematicky zoznam. Systém
pouzity pri vytvarani zoznamu by mal byt zrozumitelny a jasny, takZe osoba, ktora
zoznam vytvara, by mala byt schopna rychlo overit presnost tohto systému. Systém by
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tiez mal byt zrozumitelny aj pre inU osobu, ktora rieSenie overuje. Zostavovanie
systematickych zoznamov je spdsob rieSenia problémov pomocou usporiadania
informéacii. Mnoho systematickych zoznamov méa formu tabulky, ktorej stipce su
oznacené informaciou poskytnutou v zadani problému. Riadky v tabulke naznacuju
mozné kombinacie.

Vylucovacia metdda

Podstatou vyluCovacej metddy je, Ze si najprv usporiadame informacie zo zadania
problému a potom eliminujeme niektoré z moznosti. Zvlastnou formou vylucovacej
metody je stratégia, ktoru pri rieSeni problémov ¢asto pouzivame, a to dokaz sporom.
Pri hladani sporov si najprv vytvorime o probléme predpoklad. M6Zu nastat len dve
alternativy: bud predpoklad plati alebo nie. ,Ak vieme dokazat, Ze jedna z alternativ
vedie k sporu, potom sme dokazali druhu alternativu.” (Wickelgren, 1995).

Logicka matica

Zakladnou myslienkou rieSenia logickych problémov je spajanie veci do rozlicnych
kategérii. Cim je kategérii viac, tym je problém ndarocnejdi. Va&sinu logickych
problémov rieSime pomocou tabulky, ktord voldme matica. ,,Matica nam pomaha
zorganizovat si informacie zadané v probléme uzito¢nym sp6sobom. Napomaha tiez
pri vylucovani moznosti, o mo6ze byt doleZitou stratégiou pri rieSeni problémov.”
(Johnson, Herr, 2001). Na zaznamenanie vztahov medzi osobami ¢i vecami do matice
sa najcastejSie pouziva znak X, pri naznacovani vylu¢ovania moznosti pouzivame znak
0. Je dolezité pisomne si poznamenat vietky vztahy ¢i vyluc¢ené moznosti ku ktorym
sme pocas rieSenia problému dospeli. SIUZi to ako spatna kontrola, ktora informacia uz
bola pouZita a akym sp6sobom.

Hladanie schém

Schémy sa objavuju vsade okolo nas. V kazdodennom Zivote moZeme najst tisicky
schém a je velmi dolezité, aby sme vedeli tieto schémy rozoznat a pochopit. V
matematike sa schémy moézu donekonecna opakovat a rozsirovat. ,Schémy ako
stratégia rieSenia problémov umoznuju zredukovat komplexny problém na schému a
potom pouZit tito schému na najdenie riedenia.” (Johnson, Herr, 2001). Casto je
klt€om na objavenie schémy zorganizovanie informdcii do nejakého diagramu alebo
tabulky. Ked' ju ndjdeme, mbéZzeme vyslovit progndzu, a prave to je podstatou riesenia
problémov pomocou schém.

Metoda pokus — omyl

Heuristickd stratégia pokus — omyl je silnym ndstrojom na rieSenie problémov. Jej
hlavnou myslienkou nie je len hadanie a nasledné overovanie, i bol pokus spravnym
rieSenim. lde aj o racionalnu organizaciu informacii o probléme a pokusov uhadnut
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spravne rieSenie. To umoznuje hodnotit dalSie odhady systematickym sposobom, ¢o
zlepSuje exaktnost pokusov. Z toho vyplyva, Ze s kazdym dalsim odhadom sa
dostavame blizSie k spravnemu rieSeniu. Medzi najvacsie vyhody tejto metddy patri, ze
napomaha pri pochopeni podstaty problémov, ¢im urychluje ich rieSenie. Hoci na
jednej strane je tato stratégia nepresnd, na druhej strane je vysoko Strukturovana.
Podporuje schopnost organizacie a vytrvalost riesitela.

RieSenie ,,od konca“

Pri poutZiti tejto stratégie sice za¢iname problém riesit pomocou ciela, ten vsak nie je
povazovany za informaciu, ktora bola na zaciatku dana. ,Nepokusame sa z ciela
vyvodzovat zavery, ktoré nemusia byt nutne dané, ale z ktorych ciel vyplyva. Namiesto
toho sa snaZime dopracovat k vyrokom, z ktorych vyplynuli vyroky veduce k cielu.
Takto postupujeme smerom dozadu.” (Wickelgren, 1995) Dufame pritom, Ze sa
dostaneme az k informdcii z vychodiskovej situacie, z ktorej mézeme vyvodit vSetko,
¢o je medzi vychodiskovou situdciou a ciefom. Preto je smer dedukcie v podstate
rovnaky ako pri rieSeni smerom dopredu.

Algebra

Poutzitie algebry na rieSenie problémov je jedna z najznamejSich a pravdepodobne aj
najoblubenejsich heuristickych stratégii. Je to spdsobené tym, Ze s algebrou sa stretava
vacsina Ziakov i Studentov pri vyuCovani matematiky na zdkladnych a strednych
Skolach. Navyse vela matematickych textov uvadza proces rieSenia problémov v piatich
krokoch, ktoré smeruju k algebre: precitat si zadanie problému, vybrat si premennd,
zapisat rovnicu, vyriesit rovnicu a overit rieSenie. ,,NajdolezZitejSim krokom pri rieseni
problému pomocou algebry je prepisat si zadanie problému do algebrického jazyka“
(Johnson, Herr, 2001), t.j. pomocou cisel a neznamych. Pri tomto kroku je potrebné
zamysliet sa nad tym, aké operacie bolo potrebné vykonat, aby sme dospeli k danému
&islu. Daldim krokom je zapisanie rovnice. Rovnicu tvoria dva vyrazy spojené znakom
rovnosti. Ak o dvoch vyrazoch predpokladame, Ze sa rovnaju, potom mame platnud
rovnicu.

8.1.2 Problem solving

RieSenie problémov je vSeobecne oznacované pojmom problem solving. ,,...RieSenie
problému znamena ndjst spbsob, ako sa dostat z tazkosti, cestu okolo prekazok,
dosiahnutie ciela, ktory nie je bezprostredne dosiahnutelny. RieSenie problémov je
Specifickym Uspechom inteligencie a inteligencia je zvldstnym nadanim [udstva:
rieSenie problémov méze byt povazované za najcharakteristickejSiu ludsku aktivitu...”
(Pdlya, 1962).
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Vztahom medzi vyvojom matematického myslenia a vyvojom myslenia v historii
matematiky sa zaobera Zimmerman (2009). Tento historicky aspekt tvori zaklad jeho
Studie historie matematickej heuristiky, ktorda moze rozsirit a zlepsit tedrie o problem
solvingu a porozumenie procesu rieSenia problémov Studentmi ako aj vyucovacie
metddy v praxi. Jeho studium histérie matematiky vedie k nasledujuicej sieti motivov
a aktivit pre aplikaciu matematiky.
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Obrazok 11 Problem solving

Pocitanie je na zaCiatku takmer kazdej matematickej aktivity. Problémy, napr.
z astrondmie a polnohospodarstva st az dodnes velmi dblezitymi oblastami pre rozvoj
aplikovanej matematiky, respektive novych matematickych modelov. Konstruovanie
je najdolezitejSou aktivitou nie len v geometrii ale aj v architekture, ktora bola po dlhy
¢as chapana ako c¢ast matematiky. Tieto tri aktivity si na zaciatku takmer vsetkych
matematickych procesov.

Argumentovanie, resp. dokazovanie je zdkladom modernej matematiky a patri medzi
najnarocnejSie matematické aktivity. Samozrejme, tieto aktivity su tiez spojené
s objavnymi metddami, ktoré najskér vedu k domnienkam a hypotézam. Bez
objavovania nie su Ziadne dokazy! Potencidl priniest nové poznatky, stibor novych
pravidiel alebo sadu vyrieSenych problémov v systematickom usporiadani, mbze vo
vysSich roénikoch viest Studentov k prvym priblizeniam sa k axiomatizacii. To moze
pomoct starSim aviac zrelym Studentom - cvic¢it vo vhodnych (primeranych)
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podmienkach avo vhodnom case — ziskat hlbsSie porozumenie avacsi vhlad do
teoretickych vzajomnych vztahov.

Musime vziat do Uvahy, Ze snaha o ddkladné poznanie a s nim suvisiaci systém hodnot
vytvorili nové problémy a ich rieSenia a takouto cestou taktieZz vznikali nové
matematické poznatky pocas histérie matematiky. Okrem toho su systémy hodnoét
velmi ¢asto spojené s estetikou, co moze byt hnacou silou pre matematické ,vynalezy”.

Rovnaky vplyv na postoj k matematike ma hranie sa a rozvoj zdbavnej (rekreacnej)
matematiky. Takto mnohokrat vznikli nové odvetvia matematiky ako napriklad
stochastika a tedria hier.

Tieto rozne aktivity ( ktoré su casto dolezZité nie len v matematike) su vzdjomne
prepojené mnohymi spdsobmi, ktoré su vyjadrené na obrazku 11 pomocou
,uhlopriecok*”.

KedZe rieSenie problémov v matematike smeruje tak k matematike ako aj
k psycholdgii, pri definovani problem solvingu sa odbornici na didaktiku matematiky
opieraju aj o sucasné psychologické vyskumy zaoberajice sa vysSimi kognitivnymi
procesmi. Vstudii PISA je definované rieSenie problémov, problem solving, ako
yindividualna schopnost pouZit kognitivne procesy na rieSenie redlnych
medzipredmetovych problémov, ked cesta k rieSeniu nie je okamiite viditelna a
predmet a obsah oblasti poznatkov, ktoré je pri jej rieSeni potrebné aplikovat, nie su
na prvy pohlad zrejmé.” Medzi zakladné kognitivne procesy potrebné pri rieSeni
problémov patria:

e porozumenie zadaniu problému,
e formuldcia problému,

e rieSenie problému,

e reflexia a komunikacia problému.

Rozvijanie tychto procesov je dolezité a nevyhnutné nielen pre vyucovanie
matematiky, ale taktieZ pre rozvijanie logického myslenia a osobného i spolo¢enského
Zivota ¢loveka.

8.1.3 Problem posing

Jednou z najdélezitejSich pedagogickych Cinnosti, ktoré ucitel realizuje v triede a ktora
je zdéraznena v NCTM (National Council of Teachers of Mathematics) Professional
Standards (1991) je vyber a tvorba hodnotnych matematickych otazok. Otazky kladené
ucitelmi v triede si zasluhuju naleZiti pozornost, pretoZe otvaraju alebo zatvaraju
Studentom cestu k zmysluplnému Studiu matematiky. Otdzky vyjadrujd implicitné
poslanie matematiky: o to je, o to znamend a ¢o je hodnotou poznania a Studia
matematiky. Matematické ulohy, podfa NCTM(1991), by nemali byt vyberané
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nepremyslene, napriklad len preto, Ze su zabavné alebo odporucané v ucebniciach.
Ulohy by mali byt vyberané na zaklade toho, Ze maju potencidl ,,angaZovat intelekt
Studentov”, ,mozu byt podané viac ako jednou zaujimavou cestou”, a ,,povzbudzuju
Studentov k vytvéaraniu vztahov a vypracovaniu spolo¢ného ramca pre matematické
predstavy a pojmy“ (NTCM, 1991,s.25). NTCM povazuje ulohu ucitela vo vybere
a implementacii matematickych uloh za zakladnd a podstatnu.” Analyzou
a prispésobenim problému, predvidanim matematickych postupov, ktoré moézu byt
uvedené cez rieSenie problému a predvidanim Studentskych otdzok, moézu ucitelia
rozhodnut, ¢i im konkrétny problém pomozZe dosiahnut stanovené ciele pri vyucovani
matematiky v triede” (NTCM,2000,s.53). Avsak vyskumy ukazuju, Ze najviac otdzok od
ucitelov je uzavretych a vecnych, a tak vo vSeobecnosti matematické otazky ucitelov
sU zamerané na memorovanie a dané postupy alebo na , otazky s nizkymi kognitivnymi
poZiadavkami“ (Henningsen a Stein, 1997). Navyse ,otazky s vysokymi kognitivnymi
poziadavkami“ maju tendenciu byt pocas rozpravania pokynov preformulované na
menej narocné otazky.

Tymto sa dostavame k ulohe tvorenia otazok a problémov, ktord nie je vbbec
jednoducha. Problem - posing (tvorba problémov) je povaZovany za délezitu zlozku
v charakteristike matematického myslenia (Kilpatrick, 1987). Problem — posing zahfna
generovanie novych problémov a preformulovanie danych (znamych) problémov.
(Silver, 1994). V poslednom obdobi je kladeny d6raz na to, aby sme dali Studentom
prilezitost na tvorbu otazok v triede. Niektoré vyskumy ukazali, Ze inStruktazne aktivity,
v ramci ktorych Studenti vytvaraju problémy, zlepsSuju ich schopnost riesit problémy
ako aj ich pozitivny postoj k matematike. Kvalita problémov, ktoré Studenti vytvaraju
zavisi od poloZenej otdzky. Z uvedeného vyplyva, Ze tvorba problémov je spojena aj
s ich rieSenim. Brown, Walter (2005) vo svoje knihe Art of Problem Posing analyzovali
vztah medzi problem solvingom a problem posingom. Uvadzaju, Ze nie len vysledné
rieSenie problémov vedie k tvorbe problémov ale casto podcenujeme vyznam
Ciastkovych rieSeni bez vytvarania aanalyzovania dalSich problémov a otazok.
RieSenie problémov si ¢asto vyZzaduje nejaké preformulovanie povodného problému,
¢o je v podstate Cinnost tvorby problému. Riesenie problému nas niekedy nielenze
dovedie k odpovedi na stanoveny problém, ale nam taktiez mbéze pomdct objavit
neocakavané Crty a vlastnosti problému.
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8.2 Projektové vyucovanie

Projektové vyucovanie je jednou zforiem vychovno — vzdelavacieho procesu.
Myslienky spojené s projektovym vyucovanim su v dnesSnej dobe z jednych
najpreferovanejsSich. V kazdej Skole sa vytvaraju projekty, ktoré su ndstrojom
projektového vyucovania. Doélezité je ale to, aby projektové vyucovanie bolo vhodné
zaclenit do vyucovania a nie aby bolo nim nahradené celé vyucovanie. Jednostranne
vedené vyucovanie by Ziakov ¢asom omrzelo a demotivovalo. Boli by znechuteni
a ,prejedeni” ¢i uz z klasického vyucovania alebo projektového vyu€ovania, alebo inej
modernej formy vyucby akou je napr. problémové vyucovanie, vyu¢ovanie pomocou
IKT, a iné. Preto je potrebné kombinovat ré6zne druhy, metddy a spésoby vyucovania.
Predniest Ziakom nieco nové, no neprehanat to s novinkami, aby sme ich prekvapili aj
na dalSej hodine. Obmienat rézne metddy, spésoby vyucby. Pre ucitela je to velmi
naro€né na cas, ale aj velmi prinosné z hladiska zaujmu ziakov, ich motivacie, a radosti
z u€enia.

Projektové vyucovanie vzniklo, aby sa Ziaci aktivnhe zapdjali do vychovno -
vzdeldvacieho procesu. Sluzi na potlatenie memorovania sa pouciek, ma
medzipredmetovy charakter, ktory napomaha k prelinaniu poznatkov z viacerych
predmetov. Poskytuje moZnosti pre experimentdlnu a badatelski cinnost.
Kognitivnym zamerom projektového vyucovania je podnietit Ziaka k tvorbe mnozstva
napadov, hladat odpovede na otdzky, riesit problémy. Ziaci su v projektovom
vyucovani svoji ucitelia. SU zvedavi, chcu vediet ¢o najviac, vynaraju sa im otazky, na
ktoré si sami hladaju odpovede. Ucia sa pomocou vlastného poznania, badania
a vlastnej prace. Ide o to, aby Ziak aktivne spracuval podnety prirodného a socialneho
prostredia do svojho poznania. Na zaklade vlastnej aktivity odhaloval vztahy a pravidla.
Ucitel je ako poradca, ktory im radi a usmernuje ich, akou cestou poznania sa maju
vydat. Musi si byt vedomy, Ze predpoklady Ziakov mladsieho skolského veku st iné ako
u dospelych a nie vidy totozné so skutoénostou, preto by mal pocitat s prirodzenym
detskym myslenim a akceptovat aj omyly, ktoré Ziaci robia na ceste poznania. Ziak ma
teda pravo objavovat nové s moznostou omylu. DoleZité je to, aby Ziak vedel, Ze za
omyl tohto druhu nebude negativne hodnoteny. Badatelska cinnost sa u Ziakov
mladsSieho Skolského veku tesi velkej oblube, pretoze im umoZnuje pracovat
samostatne, tvorivo a vlastnym tempom.

V prirodovednych predmetoch a v matematike ma projektové vyucovanie velmi dobré
uplatnenie a vyuZitie. Ziaci sa ucia stvislosti medzi javmi, zdkonitostami, vdaka ktorym
lepSie pochopia prebranu latku, su aktivni na hodindch a zapajaju sa. Samostatnou
pracou a badanim Ziaci nadobudaju skdsenosti, zru¢nosti a sebavzdelavanie seba, ale
aj inych navokol. Vdaka tomu, Ze na vsetko pridu svojim uvaZovanim, badanim
a pozorovanim, sa toho naucia omnoho viac akoby sedeli na hodine a davali pozor. Pre
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Ziakov su dolezité skusenosti, ktoré nadobudnu svojou pracou a v projektovom
vyucovani maju na to mnozstvo prilezitosti.

Projektové vyucovanie, jeho myslienky spojené s pedagogickymi smermi, ndzormi,
postupmi a metdédami sa vytvarali niekolko desatroci. Tato forma vyucovania vznikla
ako alternativa k tradicnému vyucovaniu. Bol to vysledok dlhotrvajucej nespokojnosti
ucitelov a Ziakov s tzv. herbartovskou skolou. ISlo o sp6sob vyucby, ktory sa povazoval
za zaklad ucenia. Ucitelia boli s$tastni, ked' Ziaci ticho sedeli a davali pozor. Naivne si
mysleli, Ze ked'su Ziaci ticho tak vietkému rozumeju, ale opak bol pravdou. Ziaci sa bali
vyslovit ¢o ilen nejaku otazku k danému udivu, ¢o ich zaujimalo, pretoZe vykriknutie
z lavice sa mohlo chapat ako vyru$ovanie. Ziak sa u&il len tym, Ze ticho sedel, daval
pozor a pocuval vyklad ucitela. Zakladnym nastrojom poznavania bolo slovo. Pricom sa
nedbalo na to, ako Ziak vykladanému ugivu rozumie. Ziak a jeho aktivity boli zamerne
potlacané, o sa vysvetlovalo moznou stratou pozornosti Ziaka. (Tomkova a kol., 2009)

Projektové vyucovanie ajeho zaciatky siahaju k predstavitelom pragmatickej
pedagogiky, ktorymi su John Dewey a William Heard Kilpatrick. Predstavitelia
pragmatickej pedagogiky kritizovali tradi¢nu Skolu, tvrdili Ze ucivo nie je spojené
srealitou, Ze kazdy predmet je ako Skatulka, ktora nemd Ziaden sdvis sinym
predmetom (Skatulkou). William Heard Kilpatrick, bol prvym pedagégom, ktory napisal
ucelenu myslienku o projektovom vyucovani, v ktorej tvrdi, Ze: ,projektovd metdda je
cesta osvojenia si problému”. (Petraskova, 2007)

Pri projektovom vyucovani sa do popredia dostava Ziak a jeho zaujmy - jeho aktivny
zaujem o ziskavanie ¢o najvacSieho poctu informacii k danému problému. , Dewey
tvrdi, Ze Ziak tak isto ako dospely jedinec mézZe na nieco nové prist, nieco nové vytvorit
alebo niecomu porozumiet vtedy, pokial md na to cas, chvilku pre seba.” (Kalhoust
a kol., 2009)

Definovanie projektového vyucovania nie je jednotné. Niektori autori pri zadefinovani
projektového vyucovania hovoria o projektovom vyucovani ako o forme vzdeldvania
a poznania: ,Projektové vyucovanie ako jedna z foriem vzdeldvania prindsa oZivenie
Skolského vyucovania. Z hladiska kognitivnych cielov umoZriuje prehlbovat a rozsirovat
poznanie, integrovat poznatky do uceleného systému poznania, rozvijat tvorivé
myslenie, uvedomovat si vyznam a zmysel pozndvania. Edukacné a formativne ciele
spocivaju predovsetkym v rozvijani schopnosti a ndvykov.“ (Cipkova, 2002)

Dalsi autori chapu projektové vyucovanie ako riedenie problémov. Napriklad Kalhoust
(2009) tvrdi, Ze Ziaci v projektovom vyucovani spolupracuju medzi sebou, spolo¢ne
rieSia rozne problémy a taktiez rozvijaju tvorivost. Projektové vyucovanie vedie
k zodpovednosti a k tolerancii samotnych Ziakov, ale aj Ziaka a ucitela. Z ¢oho vyplyva,
Ze projektové vyucovanie ma mravnu Uroven.
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Ini autori, pri definovani projektového vyucovani vyzdvihuju rolu Ziaka ako ,ucitela”.
Do tejto kategdérie moZeme zaradit definicie Tomkovej a Bajtosa ako aj Kubinovej:
,Projektové vyucovanie je ulohou Ziaka, za ktoru preberd plnu zodpovednost, priamo,
logicky a systematicky smeruje od motivdcie, mapovania, triedenia cez rieSenie ku
konkrétnemu produktu. Produkt urcuje celkovy proces a zdverecny vysledok. Projektové
vyucovanie mébzZe vychddzat z jedného predmetu, ale obvykle integruje poznatky
z réznych predmetov.” (Tomkova a kol., 2009)

Projektové vyucovanie presnymi slovami Zelinu (2009): ,je blizke Zivotu, je vysoko
motivujuce, uci Ziakov hladat informdcie, selektovat ich a zvaZovat ich vyznam pre
riesenie problému, uci ich to navrhovat riesenia (Casto metddou braistormingu), ¢o
trénuje aj fantdziu, imagindciu a predstavivost Ziakov, uci ich to komunikdcii,
vzdjomnému respektu a napokon ich tdto prdca vedie aj k zodpovednosti, lebo obhajuju
a dokazuju sprdvnost svojich ndvrhov. Celd prdca je natolko interiorizovand, Ze je tu
predpoklad zodpovednosti k nej, spoluZiakom aj u¢itelom.” Co znamena, ze projektové
vyucovanie je jedna z metdd, ktorej vyhody spocivaju najma vo formovani Ziaka, jeho
porozumeni, zodpovednosti a samostatnosti

Z definicii projektového vyucovania vyplyva, Ze hlavnou zlozkou projektového
vyucovania sU Ziaci. Ziaci sU zodpovedni za svoje vzdeldvanie, vdaka ¢omu sa ucia
pomocou novych poznatkov, na ktoré musia prist vlastnou pracou a usilovnostou. Sami
musia skimat problematiku z r6znych hladisk. Pri skimani vyuZivaji medzipredmetové
vztahy.

8.2.1 Charakteristika projektového vyucovania

Primarnou charakteristikou projektového vyucovania je aktivne zapdjanie Ziakov do
vyucovacieho procesu. Projektové vyuéovanie je sustredené na rolu Ziaka. Ziak sa
aktivne zapaja do sebavzdelavacieho procesu s uz vopred stanovenym cielom. Ciel
v projektovom vyucovani musi byt presne stanoveny. Ziak by sa mal pridfzat
stanoveného ciela, nemal by sa pri svojom sebavzdelavani odklonit od neho.

Snahou projektového vyucovania je prekonavanie nedostatkov bezného vyucovania,
jeho izolovanost, roztrieStenost vedenia, odtrhnutie od Zivotnej praxe,
zmechanizovanie a strnulost Skolskej prace, odcudzenie od zaujmu deti, pamatné
a jednostranné kognitivne ucenie a nizka motivacia (Skalkova, 2007).

Samotnu podstatu, zmysel projektového vyucovania a ciele projektového vyucovania
vyjadruju jeho zakladné principy (Kasikova, 1993):

- prihliadat na potreby azdujmy Ziakov (nové skusenosti, potreby vlastnej

realizacie, sebavzdeldvanie sa Ziakov) — dolezité je zabezpedit, aby mali Ziaci
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moznost rozhodovat o konkrétnej podobe témy a samozrejme mali moZnost
vyberu témy,

zretel’ na aktudlnu tému (otvorenie sa Skoly Sirokému okoliu, spolo¢enstvu,
osobnej situdcii Ziaka a rieSeniu jeho problémov) — umoznit spojenie Skolského
a mimoskolského Zivota Ziaka,

interdisciplinarita (celistvé poznanie problematiky) — prepojenie viacerych
vyucovacich predmetov a vytvarani komplexného obrazu,

sebareguldcia pri uceni (ziak planuje, realizuje a hodnoti projekt, ¢im sa uci ako
sa ma spravne ucit ) — vyvolat v Ziakovi vnutorny zaujem o nepoznané,
orientdcia na produkt (praca ziakov v projektovom vyucovani prinasa produkt,
¢im vyzdvihuje zmysel ucenia)

skupinova realizacia ( uci spolupraci medzi Ziakmi) — prerozdelenie ulohy,
navzajom medzi sebou komunikovat a ucia sa pocuvat jeden druhého.

spolocéenskd relevantnost(spaja Skolu so Zivotom okolia)

Ciele projektového vyucovania mozeme definovat nasledovnym sposobom:

1.
2.

priblizenie skoly k Zivotu,

zmena systému osvojenia si novych poznatkov - pre Ziaka neexistuju len zdroje
poznatkov, akymi su u€ebnica a ucitel, su aj iné zdroje ako napr. knihy, internet,
zmena organizacnych foriem vyucovania - z hladiska miest a samostatnosti
prace Ziakov - limitovany je len termin ukoncenia projektu

identifikacia Ziakov s u¢ebnymi cielmi - prostrednictvom orientacie vyucovania

na ich potreby a Zivot. (Petraskova, 2007)

Kratochvilova (2006) triedi projekty podla nasledujucich hladisk:

a) podla navrhovatela - povodcu projektu: spontdnne Ziacke - umelo pripravené

ucitelom — kombinované,

b) podla ucelu projektu: problémové - konstruktivne - hodnotiace - smerujuce k

estetickej skdsenosti - smerujuce k ziskaniu zruénosti (i socidlnych),
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d)

f)

g)

podla dizky projektu: kratkodobé (maximalne jeden derl) - strednodobé
(maximalne jeden tyzden) - dlhodobé (viac nez jeden tyZzden, menej nez mesiac)
- mimoriadne dlhodobé (viac neZ mesiac),

podla miesta realizacie projektu: skolny - domaci — kombinované,

podla poctu zucastnenych Ziakov: individualne - spolo¢né (skupinové, triedne,
rocnikové - medzitriedne, medzi rocnikové, celoskolské),

podla informacnych zdrojov projektu: volné (informaény material si Ziak
zaobstarava sam) - viazané (informacny materidl je Ziakovi poskytnuty) -
kombinované ,

podla spbsobu organizacie: jednopredmetové - viacpredmetové v ramci jednej
vzdeldvacej oblasti - viacpredmetové v ramci viacerych vzdelavacich oblasti -
nad predmetové resSpektujice prierezové témy Ramcového vzdelavacieho

programu pre zakladné vzdeldvanie.

Projektové vyucovanie je rozdelené do krokov (etap, faz) na zdklade, ktorych
postupujeme. Kaida etapa projektového vyucovania je zamerana na rbznu
problematiku, ktord sa tyka projektového vyucovania ajeho prevedenia. W.H.
Kilpatricka rozdelil projektové vyucovanie do Styroch faz (Kalhoust a kol., 2009):

1. fdza - zamer projektu - v tejto faze sa rozpracovava zdmer projektu (konkrétne

predstavy o zmysle a prevedeni projektu) a stanovuju sa ciele projektu. Privolbe
témy projektu musime brat do Gvahy, Ze musi suvisiet s u¢ebnou latkou, pricom
zasahuje do predmetu hlbsie. Je dolezité si stanovit zamer projektu (ako sme uz

zdo6raznili), ktory by nam mal presne uréit, o ¢o v projekte pojde.

2. fdza - spracovanie planov - v tejto faze si zdmery z prvej fazy konkretizujeme do

jednotlivych krokov. Spracovanie pldnov je potrebné pre urcenie casu, ich
prevedenia, miesta, ucasti Ziakov, potrebu réznych pomécok a pod. Pri priprave
projektového vyucovania sa musi prejavit v dostato¢nej miere kreativita ucitela
a ziakov. Ucitelia sleduju planovanie a m6zu do urcitej miery do toho zasahovat
tym, Ze Ziakov usmernia. Musia sledovat pracu Ziakov, aby projekt bol

realizovatelny a aby sa splnili stanovené ciele projektu.
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3. faza - prevedenie projektu - postup projektu je vopred naplanovany. Nie je
naplanovany podrobne, aby bolo mozné urobit zmeny pocas priebehu projektu.
Ucitel by nemal zasahovat do ¢innosti Ziakov, mal by im pomahat len v pripade
nutnosti. Kontrolovat, konzultovat a usmernovat zZiakov.

4. fdaza - vyhodnotenie projektu - na tejto faza sa podielaju zZiaci, ale aj ucitel

spolo¢ne. Tato faza je taktiez akymsi vychodiskom planovania dalSich projektov

Brestenskd a kol. (in Sudzinovd, J., 2016) upozoriuju, Ze aby bol sSkolsky projekt
skuto¢ne projektom, musi mat nasledovné znaky:

- samoorganizovanost: Ziaci si sami v skupine pracu planuja a organizuju,

- zodpovednost: Ziaci s zodpovedni za svoj projekt, teda aj za svoje vzdelavanie,
¢im si posiliuju sebavedomie,

- orientdcia na ciel: zameranie sa na vysledok, orientacia na produkt (konkrétny,
hmatatelny vysledok ludskej ¢innosti, ktory sa na zaver hodnoti),

- medzipredmetovost: prepojenie na realitu, viaceré predmety, vyZaduje si
skusenosti z réznych oblasti,

- doraz na prakticku ¢innost: ucenie sa vlastnou aktivitou,

- orientacia na zaujmy zucastnenych: motivacia je zakladom — Ziaci musia prijat
projekt za svoj,

- situaCny aspekt: projekt casto vyplyva z urcitych okolnosti a realizuje sa
vzhladom na okolnosti,

- socialne ucenie sa: vela socidlnych interakcii medzi Zziakmi a ucitelom, medzi
Ziakmi navzajom pocas priebehu celého projektu.

Pri projektoch a ich realizacii v ramci vyuCovania na skolach je zakladnom uspechu
dlhodobé planovanie. DélezZité je stanovenie si cielov projektu. Spravne stanovenie
cielov projektu je predpokladom pre UspeSnu realizdciu celého projektu. Pri
nespravnom urceni cielov alebo ich netdplnom stanoveni, moze dojst k situacii, kedy
Ziaci rieSia jednotlivé ulohy projektu bez toho, aby medzi nimi videli akukolvek
spojitost.

Projektové vyucovanie je velmi tazko realizovatelné bez podpory skoly, komunikacie
medzi ucitelmi a angaZovanosti Ziakov. Projekty zlepsuju celkovu atmosféru na Skole.
Umozniuju komunikaciu medzi Ziakmi réznych rocnikov a ucitelmi. Velmi uzito¢né, ba
priam potrebné je prepojenie Skoly so Sirokym okolim Skoly. (Valovi¢ova, Jakabova
a kol., 2012)
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8.3 Objavné vyucovanie

Objavné vyucovanie (Inquiry Based Learning = IBL) je sp6sob vyucovania orientovany
na Ziaka. Je zamerany na obsah vzdelavania, stratégie a samostatné ucenie sa. Pocas
vyucovacich hodin, do ktorych je objavné vyu€ovanie implementované, Ziaci rozvijaju
vlastné vyskumné otazky, skimaju problémy samostatne alebo v skupinach, formuluju
hypotézy, zbieraju Uudaje, interpretuju vysledky a diskutuju o nich. Vyucovanie
matematiky prostrednictvom objavného vyucovania moZzeme charakterizovat aj ako
zapojenie ziakov do zamerného procesu diagnostikovania problémov, posudzovania
experimentov, rozliSovania alternativ, planovania skimania, skimania predpokladov,
ziskavania informacii od odbornikov a formovania jasnych argumentov.

Cielom objavného vyucovania je podnietit Ziakov, aby si osvojili kritické myslenie,
pristupy a metddy Specidlne zamerané na rieSenie problémov a aby ziskali priame
skusenosti s vedeckym vyskumom. Tymto chce objavné vyucovanie napomahat pri
prekonavani problémov s vnutornou motivaciou Ziakov.

Pri objavnom vyucovani su Ziaci vyzyvani k tomu, aby pracovali ako matematici alebo
vedci. Ked' su teda Ziaci zapajani do vyucovacej hodiny, na ktorej je realizované objavné
vyucovanie, musia zapojit nielen svoje predchadzajuce vedomosti, ale aj celu skalu
procesov, ako je zjednoduSovanie a Strukturovanie komplexnejsSich problémov,
systematické pozorovanie, meranie, triedenie, tvorba definicii, ur¢ovanie mnozstva,
tvorba Usudkov, tvorba predpokladov, tvorba hypotéz, kontrola premennych,
experimentovanie, vizualizacia, objavovanie vztahov a prepojeni akomunikacia.
Objavné vyucovanie sa zameriava na vzdeldvanie aj ako na socidlny proces. Ziaci
pracuju v skupinach, rozhoduju o procesoch a navzajom si pomahaju. Prostrednictvom
diskusie sa ucia aktivne sa navzajom pocuvat, delit sa o svoje nazory, stavat na
myslienkach niekoho iného, zvaZovat r6zne nazory a perspektivy, a primerane skimat
rozpory medzi nimi. Dbéraz je kladeny na efektivne kladenie otdzok ucitelom, na
dostato¢ny cas na premyslenie si odpovede pre Ziakov a na kladenie prevaine
deduktivnych otazok (zacinajucich slovami: ako, ktoré, preco) ziakmi, a nie len
pozorovacich (zacinajucich slovami: kto, ¢o, kedy, kde).
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Obr. 12 Procesy objavného vyucovania (PRIMAS 2011c)

Jaworski (2006) spaja pojem objavovania s perspektivou vo vzdelavani v matematike,
ktord sa zaoberd pozndvanim z hladiska aktivneho budovania poznatkov z matematiky.
Objavovanie je v sulade s konstruktivistickym pohladom na vedomosti a ucenie sa:
vyzaduje si aktivitu, ponuka vyzvy na stimuldciu matematického myslenia a vytvara
moznosti na kritické Uvahy o matematickom chapani. Prostrednictvom objavovania
mozZu Ziaci presiahnut pouZitie a aplikaciu algoritmov a pravidiel, rozvijat chapanie
vSseobecnych vztahov v matematike azaoberat sa problematickymi aspektmi
abstrakcie a formalizmu, ¢o je pre matematiku najdolezitejsie.

Wells (2001) charakterizuje objavovanie ako pristup, pri ktorom je podporované
pytanie sa, a to kedykolvek pocas vyucovacej hodiny a kymkolvek (Ziakom, ucitelom).
Rovnako délezité su odpovede na polozené otazky, ktoré sa beru vazne a skimaju sa
tak starostlivo, ako to len okolnosti dovolia. Coffman (2009) povaZuje objavovanie za
dolezité, pretoze sa Ziaci nielen naucia pozadovanu informaciu a zapamataju si ju, ale
udia sa tiez tieto informacie aplikovat, aby mohli tvorit zmysluplné otazky a tiez
budovat svoje vlastné poznatky.
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Najvyznamnejsim dévodom, preco podporovat implementaciu objavného vyucovania
do kazdodennej skolskej praxe, je nesporny prinos tohto pristupu pre Ziakov aich
ucenie sa. Objavné vyucovanie matematiky ma nasledujuce vyhody:

- zlepSuje vysledky Ziakov z matematiky, pricom kladie silny déraz na Ziakov

s mensou sebaddverou a Ziakov pochadzajucich zo znevyhodneného prostredia;

- ma pozitivny vplyv na pristup a motivaciu Ziakov, matematiku povazuju za
zaujimavejsiu;

- Ziaci si rychlejsie a [ahSie zapamataju a pochopia poznatky z matematiky;

- zvysuje schopnost Ziakov vyuZivat poznatky v novych situdciach a kontextoch
(prenos poznatkov);

- poskytuje Ziakom dalSie prileZitosti na rozvoj zru¢nosti, ako je napriklad praca
v skupindch, skusenosti s rieSenim otvorenych problémov ainé schopnosti

tykajuce sa medzipredmetovych vztahov;
- podporuje vyssSiu Uroven rozumovych zru¢nosti a rozvoj kli¢ovych kompetencii;
- umoznuje Ziakom wvyrovnanejsie a realistickejSie vnimat matematiku, jej

podstatu a sposob, akym je vytvarana a rozvijang;

robi matematiku pristupnejSou pre vsetkych.

Existuje vSak niekolko réznych faktorov, ktoré ucitelia povazuju za problematické pri
implementacii objavného vyucovania do Skolskej praxe. Ku vSetkym faktorom treba
pristupovat s vainostou, aj ked v niektorych pripadoch su to len ,povsSimnuté”
problémy. R6zni autori rozlisuju tri skupiny problémov, ktoré vidia ucitelia s realizaciou
objavného vyucovania: (1) politické problémy (chyba podpora inovativnych pristupov
k vzdeldvaniu od Statu, existuje medzera medzi vzdelavacim programom a realitou v
Skolskej praxi, ucitelia nemaju dostatocny pristup ku kurzom dalSieho vzdelavania
tykajucim sa objavného vyucovania); (2) technické problémy (ucitelia necitia podporu
od Skolského prostredia, nemaju dostatok potrebnych materidlov, maju obmedzeny
pristup k pocitacom a do laboratérii); (3) kulturne problémy (ucitelia sa obavaju
moznych problémov s disciplinou, velkych narokov na ich pripravu na vyucovanie,
vysokych poZziadaviek, nedostatku vedomosti z konkrétnej témy, spésobu hodnotenia).
(Janeckova, 2014).
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Klasifikacia vyucovacich hodin

Rozni autori vytvorili rozlicné klasifikacie vyucovacich hodin, pocas ktorych sa objavné
vyucovanie realizuje. LiSia sa v zavislosti od stupria otvorenosti vyucovacej hodiny, ako
aj od rozdelenia zodpovednosti medzi ucitela a Ziakov. Podla prace Walkera (2007)
spomenieme len dve rozne klasifikacie, ktoré zostavili Tafoya a kol. (1980).

Vyucovacia hodina s prvkami objavného vyucovania

Otvorena

Riadena

Strukturovana

Overovacie ulohy

Ziaci rozhodnu

o probléme, ktory
budu skimat a aj
o metdde, ktoru
pouZiju na ziskanie
odpovede.

Ucitel stanovi
problém, ale Ziaci
rozhodnu o metéde,
ktorou problém
vyriesia.

Ucitel stanovi
problém aj metédu,
nie vSak vysledok.

Ucitel prezradi
Ziakom rieSenie
problému, a potom
im da insStrukcie, ako
maju vykonat
experiment alebo
prakticku pracu, aby
odpoved potvrdili.

Tab. 3 Klasifikacia vyu€ovacich hodin s prvkami objavného vyucovania (Tafoya a kol., 1980)

Poslednu kategdriu vyucovacich hodin nazvanu ,overovacie ulohy” by sme mohli

povazovat za zdeformovany pripad objavného vyucovania, ktory vlastne nespliia
zakladné charakteristiky objavného vyucovania.

Druha klasifikacia je komplexnejsia, ale je zaroven aj prehladnejsia a uzZitocnejsia. Jej
autori vytvorili tabulku, v ktorej je prehlad hlavnych znakov situacii v objavhom
vyucovani. V zavislosti od toho, kto — ucitel alebo Ziaci — nesie zodpovednost za Co,

predkladaju Sest Urovni objavovania. V nasledujucej tabulke (tab. 2), upravenej podla
Walkera (2007) je tato klasifikacia zhrnuta:

Uroven . , Realizacia |Zhrnutie .

b Kladenie |Planova Vedenie Vvugiti
°_ Javova otazok nie Uskutoéne |Analyza Tvorba zaznamu yuzitie
nia nie planu | udajov zaverov
0 Ucitel Ucitel Ucitel Ucitel Ucitel Ucitel Ucitel

v v | Ziaci/ v v 0 S v v

1 Ucitel Ucitel o Ucitel Ucitel Ziaci Ucitel

Ucitel

v e |y Ziaci/ Ziaci/ _ v

2 Ucitel Ucitel Ziaci o o Ziaci Ucitel
Ucitel Ucitel

oy Ziaci/ | . . _ . _ _

3 Ucitel .. Ziaci Ziaci Ziaci Ziaci Ziaci
Ucitel

Ziaci/ . 5. . 5. . _ 5. . _
4 .. Ziaci Ziaci Ziaci Ziaci Ziaci Ziaci

Ucitel
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5 Ziaci Ziaci Ziaci Ziaci Ziaci Ziaci Ziaci

Tab. 4 Uroverl objavovania pocéas vyucovacich hodin s prvkami objavného vyucovania
(Fradd a kol., 2001)

Uloha uditela

Pri realizacii objavného vyucovania je kiu¢ovym elementom v triede ucitel, ktory by
mal podporovat Ucast svojich Ziakov v procese objavovania a zapajat ich do budovania
vlastnych poznatkov. Podla Stipeka a kol. (2001) je objavné vyucovanie na hodinach
matematiky pre ucitefa pomerne narocné, pretoze vyzaduje zna¢nu mieru vedomosti
z matematiky. UCitel musi diagnostikovat koncepty, ktoré su zakladom reakcii Ziakov
alebo stratégii na rieSenie problémov a reagovat na ne prislusnou uéebnou oporou.
Objavné vyucovanie tieZ vyzaduje u ucitela vysoku Uroven sebadovery, pretoze ucitelia
sa nemozu spoliehat na ucebnice.

Ziaci preberaju istu ¢ast kontroly nad vyucovacim procesom, ucitel sa stavia do roly
poradcu a facilitatora. Jeho Ulohou je vybrat vhodné situacie a problémy pre Ziakov,
objasnit zamer aktivit prebiehajucich na vyucovacej hodine, vyzyvat Ziakov efektivnym
kladenim otazok, efektivne viest diskusie v mensich skupinach a v ramci celej triedy.
Musi neustale podporovat Ziakov pri skimani avymene myslienok vo volnej
a reflexivnej atmosfére, pomahat im spracovat informacie a najst prepojenia medzi
ich myslienkami, podporovat diskusiu o alternativnych metédach a chapani. Usiluja sa
odstranit strach zo zlyhania tym, Ze povazuju chyby za prileZitosti na ucenie sa, a nie za
problémy, ktorym sa treba vyhybat. (Janeckova, 2014)
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