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Kratke slovo na uvod ....

Matematicka analyza je matematicka disciplina, ktord sa venuje studiu funkcii, ich vlastnosti
a aplikacidm v réznych matematickych odboroch, ako aj v prirodnych vedach (fyzika, chémia, ... ). Ma
velmi Siroké pouZzitie a tomu zodpoveda aj rozsah tedrie, ktoru v sebe zahfiia.

T4ato vysokoskolska uéebnica sa sustreduje na zdklady - Uvod do Studia diferencidlneho a integralneho
poctu. Obsahovo je text cielene orientovany na potreby frekventantov rozsirujuceho Studia
matematiky na FPVal UKF v Nitre, ktori si rozSiruju svoju ucitelsku kvalifikaciu v kurzoch dalsSieho
vzdelavania.

Z raciondlnych doévodov nie je mozné v jednom semestralnom kurze podat Uplny vyklad teédrie, ktory
by bol plnohodnotne doplneny vsetkymi dékazmi uvedenych viet a ich dosledkov, ako aj ilustracnymi
prikladmi a inymi hodnotnymi detailmi. Koncepcia u¢ebnice vsak umozZriuje pokradovat samostatnym
Studiom literatury, je doplnend o ndzorné obrazky, mnohé riesené priklady a cvicenia.

Treba vsak zd6raznit, ze dolezitymi predpokladmi GspesSného studia su tri faktory:
a) mat dobre zvlddnuté stredoskolské zaklady matematiky. Tie je mozné pripadne doplnit
samostudiom prislusnej literatary, ako napr. [1], [2] alebo [3],

b) udit sa vidy nazorne a vytvarat si konkrétne predstavy spojené s ucivom. Odporiéame pri
kazdej prileZitosti pouZivat vhodny geometricky/matematicky softvér, ktory dokaze
znazornovat jednotlivé funkcie, ich derivacie a pod. V tomto smere sa mozno orientovat na
literatdru [14], pripadne [15].

c) byt vytrvaly a mat zodpovedny pristup k studiu, ktory vyZzaduje detailné prestudovanie
a porozumenie obsahu definicii a viet, ako aj samostatné pre-rieSenie prikladov a cviceni.

Na zaver — verim, Ze publikacia bude dobrym pomocnikom pri Studiu zakladov matematickej analyzy.

V Nitre, 26. juna 2023. Autor



1 Postupnosti
S postupnostami sa stretdavame kazdodenne. Typickym prikladom zo Zivota su dni v tyzdni nasledujice
za sebou alebo mesiace v kalendarnom roku. Postupnosti maju svoj nazov (tyzden, rok) a sposob

zapisu, napr.:
tyZdeni:= pondelok, utorok, streda, stvrtok, piatok, sobota, nedela
rok: = januar, februar, marec, ..., november, december

V matematike sa zaoberdme éiselnymi postupnostami (ich prvky su redlne isla). MoZu byt koneéné

alebo aj nekonecné, napr.
(an)r61=1: = (1r _11 1: _1:1; _1)
(bk);(lzz: = ( 213; ;n)

11 1
(Cn)nzl: = (E,g, ...,E, )
(d)y-q:= (V2,33,V4,..,Vn, ...)

Definujme pojem postupnosti exaktne.
Definicia KaZdé zobrazenie mnoZiny prirodzenych cisel N do mnoZiny redlnych Cisel R nazyvame

postupnostou redlnych Cisel.
Zobrazenie v matematike zapisujeme pomocou jeho oznacenia a mnozin, zvyc€ajne v tvare:

f:N > R.
Zapis f: N = R znamen3, Ze existuje (je nam zname) isté pravidlo f, ktoré prirodzenému cislu n urci
nejaku hodnotu — redlne Cislo, napr.

fm)=ay,.
Z praktickych dévodov pri postupnostiach pouzivame jednoduchsi zapis, napr. (a,)8=1, ..., (Cr)%=1.
Kvoli nazornosti  zobrazujeme postupnosti aj graficky, pricom indexujeme jednotlivé Ccleny

postupnostil.
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Obr. 1

! Pochopitelne, ak ide o nekone&né postupnosti, tak graficky znazorfiujeme len isty (koneény) pocet &lenov.
V texte obcas napiSeme, Ze graf je ,naznaceny na obr. “



Definicia Hovorime, Ze postupnost (konecnd alebo nekonecnd) je konstantnd, ak jej lubovolné
dva ¢leny sa navzdjom rovnaju.

Na obr. 2 su konStantné postupnosti

(a)%=1:=(333,3,..); (bp)8-1:=(-1,-1,-1,—-1,—-1,-1).
Postupnost (¢, )n=1:= (1,1,2,1,1,1,2,1, ...), nie je konstantnd, pretoZe existuju aspon dva jej ¢leny,
ktoré sa nerovnaju (napr. ¢, # C3).
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Obr. 2
Definicia Hovorime, Ze postupnost je zdola ohranicend, ak existuje redlne cCislo d také, Ze

lubovolny clen postupnosti je vacsi alebo rovny Cislu d. Hovorime, Ze redlne Cislo d je dolnym
ohrani¢enim postupnosti.

Definicia Hovorime, Ze postupnost je zhora ohrani¢end, ak existuje redlne Cislo h také, Ze
lubovolny ¢len postupnosti je mensi alebo rovny cislu h. Hovorime, Ze redlne Cislo h je hornym
ohranic¢enim postupnosti.

Obe definicie uvadzaju, Ze musi existovat reélne Cislo — to nemusi byt jediné.

Na obr. 3 je znazorneny graf postupnosti (a,)n=1:= (\/ﬁ):;l, ktora je ohranicend zdola, napr. pre

d = 0.V tomto pripade je dolnym ohranicenim kazdé realne Cislo d, pre ktoré platid < 1.

Postupnost (a,)5-,: = (\/ﬁ):;l nie je ohrani¢end zhora.
Dovod: ak si zvolime lubovolné h € R, vidy najdeme také n € N, pre ktoré v/n > h, (napr. na obr. 3

pre zvolené h = 2,72 staci poloZit n = 8). Ztoho vyplyva, Ze neexistuje horné ohranic¢enie danej
postupnosti, postupnost nie je zhora ohranic¢ena.

Existuju vSak postupnosti, ktoré maju dolné i horné ohranicenie.

. , 1\% . . Y
Na obr. 1 je postupnost (¢, )peq = (m) ohranicena zhora, napr. h = 1 a tieZ je ohranic¢ena zdola,
n=1

napr.d = 0.



Ap
4
L ] * ?
3 .
a ® ¢ .
2 g 0'4
L4 (
d (an)i2 = (V)L
1 *
1 2 3 4 H 6 T 8 n
—1
Obr. 3
Definicia Hovorime, Ze postupnost je ohrani¢end, ak je ohranicend zhora a sucasne je

ohranicend aj zdola.
Prikladom ohranicenej postupnosti je aj konstantna postupnost.

1.1 Aritmeticka postupnost a geometricka postupnost — poznamka

Aritmeticka postupnost a geometrickd postupnost su osobitné typy &iselnych postupnosti?.

Definicia Hovorime, Ze postupnost (a,)n=1 je aritmetickd, ak pre kaZdé n € N plati
Any1 = ap +d,

Redlne c¢islo d nazyvame diferenciou aritmetickej postupnosti.

Aritmetickd postupnost ma vlastnost, Ze rozdiel dvoch po sebe nasledujucich ¢lenov sa vidy rovna
absolutnej hodnote diferencii d.

Prikladom aritmetickej postupnostije (a,)pe1:= 2+ —1).1);_;, kded =1, a; = 2.Graf je
naznaceny na obr. 4.

Qp * ok
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2 Utivo o vlastnostiach aritmetickej postupnosti (aj geometrickej postupnosti) nie je obsahom SVP, ale je
obsiahnuté v poziadavkach na maturitu z matematiky.



Ak znakom s,, oznacime sucet prvych n ¢lenov aritmetickej postupnosti, t.j.
sp=a;ta;+az+-+a, =3j1q;,
potom plati Sp = g(a1 + a,).

Definicia Hovorime, Ze postupnost (a,).—, je geometrickd, ak pre kazdé n € N plati
ap =a;.q" "

Redlne ¢&islo q nazyvame kvocientom geometrickej postupnosti.

N |-
NN

Na obr. 5 je naznaceny graf geometrickej postupnosti  (a,)p=1:= (zin) = ( ,
n=1
1 1
kde a, =54q=5

Ak znakom s,, oznacgime sucet prvych n €lenov geometrickej postupnosti s q # 1, t.j.

Sp=a,+a,+az++a, = ;-lzlaj,
, n_q
potom plati Sp = aq 1
q-1
Ay,
1N~
(@n)pay = (>
1 g 2n n=1
L ol
¥ o2 a3 ay
° ° 1
1 2 3 4 5 0
Obr. 5

1.2 Definicia limity postupnosti
Limita postupnosti je dolezitym pojmom, ktory si najprv nazorne priblizime.

. . 1\% ¢ Lo Ly
Na obr. 5 naznaceny graf postupnosti (a,)n=1:= (z_n) ma tu vlastnost, Ze jednotlivé Cleny
n=1

postupnosti a,,n = 1,2,3, ... s ,rasticim” indexom nadobudajui ,,mensie a mensie hodnoty”, ¢im sa

,»priblizuju” k hodnote 0. Zapisali by sme, Ze pre n - o platia,, = 0.

Uvazujme vSeobecne.

Ak sa ¢leny a,, postupnosti (a,)p=q pre n = oo ,priblizuju“ k redlnemu ¢islu a, potom hovorime, ze

postupnost (a,)y=1 Ma limitu pre n idice do nekonecna, ktord sa rovna Cislu a. Definujme tento

intuitivny pojem limity presne!
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Obr. 6
Definicia Hovorime, Ze postupnost (a, )=, md limitu vtedy a len vtedy, ked'existuje také redlne
Cislo a, Ze pre kaZdé kladné redlne Cislo € existuje prirodzené Cislo n, také, Ze pre vsetky prirodzené Cisla
n vdcsie ako ny plati la, —al <e.
Zapisujeme? lima, =a © Ve €RY,e>0,an, € N,Vn > ngy:la, —al| < ¢
n—-oo

Vysvetlime si geometricku podstatu definicie na obr. 6.

Nech mame danu postupnost (a,)n=1 -

a) V definicii sa uvddza, Ze pre kaidé kladné redlne Cislo ¢ existuje prirodzené Cislo n;.
Formulacia kazdé kladné redlne Cislo € dovoluje, aby sme za &islo € poloZili lubovolnu, ale
kladnud hodnotu (napr. € = 0,11).

b) Dalej, vyraz |a, — a| < £ znamen4, Ze vzdialenost ¢lena a,, danej postupnosti od ¢isla a je
mensia ako hodnota urcend ¢islom «.
Geometricky to znazornime ako pas rovnobeZiek so Sirkou 2¢, ktorého osou je priamka
prechadzajuca cez bod a.

c) Nasledne skimame, ¢i ndjdeme vhodné ¢&islo n, také, Ze vSetky body grafu postupnosti,
ktorych ¢leny a,, s indexom n vacsim ako ny (vsetky prirodzené cisla n vicsie ako ngy) uz budu
lezat v pase ,,okolo hodnoty a“ . Sirka pasu bola vopred stanovend podla hodnoty ¢ .

Na obr. 6 sme nastavili hodnotu € = 0,11, zostrojili pas rovnobezZiek a podla grafu naznacili, Ze pre
kazdé n > ny = 4, kazdy bod grafu ¢lena postupnosti sindexom n = 5, t.j. as, ag,a, ..., Ay, .
sa ,,bude nachadzat” vo vyznatenom pése.

Priklad  Ukéste, se lim (1 — %) =1

n—oo

Riesenie. Naznacime graf danej postupnosti, limitnd hodnotu a = 1 a pas rovnobeZiek Sirky 2¢.

3 O postupnosti, ktord ma limitu (lim a,, = a), niekedy hovorime, Ze konverguje, resp., Zze je
n—-oo

konvergentna.
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Pocitajme.
-1 2 -2 2
o[- ED2 || 02
n n n

Ak ¢ je konkrétne zvolena hodnota, potom |a, —al| = % < & . Ztoho vyplyva, ze §< ng. Ak

. Y . . 2 Y -
uvaZujeme €leny postupnosti a,, s indexom n > ngy > ~ potom vSetky body grafu postupnosti uz

_ 2

- v . , -1)".2 2 2
leZia vo vyznacenom pase a plati |a, — a| = |1 — % — 1| = | = |Z| <-—-<e
0

Napr. na obr. 7 st znazornené pre € = 0,35 vsetky body grafu postupnosti pre indexn > 5.

Interpretujme definiciu limitu postupnosti eSte inak!

.....

v danom pdse Sirky 2¢, ktorého os je priamka y = a. Z toho vyplyva, Ze:

a) pre kazdén > ng plati: a—e<ap<a+te.

Otvoreny interval (a —g,a +¢) , pre € > 0, nazyvame okolim bodu a, ¢islo € nazyvame
polomer okolia bodu a. Zapisujeme ako U.(a).

b) Ak ma postupnost limitu rovnajicu sa a, vokoli bodu a lezi nekoneéne mnoho ¢lenov
postupnosti®. Niekedy hovorime, Ze &islo a je hromadnou hodnotou postupnosti, ak jeho
okolie obsahuje nekonecne mnoho clenov tejto postupnosti.

c) Len koneény pocet ¢lenov a,, postupnosti (a,)n=, leZzi mimo pdsu rovnobeZiek. Ide o ¢leny
a,, ktorych index n je mensi alebo rovny n,,. Tento koneény pocet moze byt aj 0. Zalezi na tom,
akud hodnotu zvolime pre ¢.

4 Alternativna definicia limity postupnosti: ,,Redlne ¢islo a nazveme limitou postupnosti (a,,)y-,, ak kaZdé okolie
bodu a obsahuje takmer vsetky cCleny tejto postupnosti. Zapisujeme lim a,, = a.”
n—oo

10



Priklad (délezity) Ukdste, 7 lim % =0 prek €N.
n—-oo

Qp o
Fe
w n=l
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1 - =\ =1
o7 o
[ ]
5} ® °
® 9 Ld
e 38 ¢
mn
Obr. 8
Tab. 1.2.1
n 1 2 3 4 5 6 7
1/11 1,00000 0,50000 0,33333 0,25000 0,20000 0,16667 0,14286 -0
l/nz 1,00000 0,25000 0,11111 0,06250 0,04000 0,02778 0,02041 -0
1/113 1,00000 0,12500 0,03704 0,01563 0,00800 0,00463 0,00292 -0
1/n4 1,00000 0,06250 0,01235 0,00391 0,00160 0,00077 0,00042 -0
1/n5 1,00000 0,03125 0,00412 0,00098 0,00032 0,00013 0,00006 -0
l
1 /n"

(00}
RieSenie. Ako naznacuje graf na obr. 8 , resp. Tab. 1.2.1, limitou postupnosti (%) prek €N je
n=1

¢islo a = 0. Pocitajme.
1

nk

1

nk

nk

7

|an_a| =

. . . . - 1 Y
Ak € je vopred stanovend (zvolend) hodnota a ma pre n > ng platit |a, —al| = X < &, potom staci

uvaZovat

Pre ndzornu predstavu uvadzame niekolko konkrétnych hodnét ® v Tab. 1.2.2

_ . . - . . Y 1
Ku kazdému & najdeme odpovedajice n, také, Ze pre vSetky indexy n >ny ¢&lenov a, =X

(00
postupnosti (ﬁ) je splnena pozadovand podmienka definicie, aby platilo |a, —a| = |$ - O| <
=1

E.

5Pre k = 1 formélne neuvaZujeme o odmocnine.
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Plati teda pre kazdé k € N, zZe

1
lim—=0.
n—on
Tab.1.2.2
k| = ke 1 n
% 0
1 0.1 0,1 10 10
0,01 0,01 100| 100
0,001 0,001 1000|1000
2 0.1 0,32 3,16 3
0,01 0,10 10 10
0,001 0,03 31,62 32
3 0.1 0,46 2,15| 2
0,01 0,22 464 5
0,001 0,10 10 10

Veta KaZdd postupnost md najviac jednu limitu (Ziadnu alebo prdve jednu)

Dékaz - nepriamo.

Nech postupnost (a,)n=; ma dve navzajom rozne limity a, b . Predpokladajme, Ze a < b.

Z definicie limity vyplyva, Ze v lubovolnom okoli bodu a lezia takmer vsetky cleny postupnosti a
sucasne v [ubovolnom okoli bodu b taktiez. Okolie bodu vsak zavisi od hodnoty jeho polomeru ¢.

Zvolme teda ¢ = g(b —a). Potom je U.(a)NU(b) = @. To znamen3, Ze vsetky ¢leny postupnosti

leZia bud'len v U.(a) alebo leZia iba v U.(b), ¢o predstavuje spor. [ ]

anp

2
5(5_0) ae

Obr.9

Viimnime si, Ze podla vy33ie uvedenej vety, limita nemusi existovat.® Ak viak postupnost limitu ma,
potom je tato limita iba jedna.

Existuju vSak postupnosti, ktoré limitu nemaju, napr. postupnost

5 Treba mat na pamaiti, Ze definiciou limity postupnosti (formuléciou jej znenia) este nie je zaruéend existencia
tejto limity. Definicia len definuje nejaky objekt, resp. jeho vlastnosti. Pre ndzornost - priklad zo Zivota. Ak mate
technicky vykres nejakého vyrobku, napr. auta, definujete ho vykresovou dokumentaciou (rozmery, farbu,
parametre, vykon, ...), ale v skuto¢nosti samotny prototyp eSte nemusel byt (mozno ani nikdy nebude) vyrobeny.
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(@)= ((D™M%, = (-1,1,-1,1,—1,..).

Dévod.
Ak by postupnost (a,)n=1 mala limitu a, potom a = 1 alebo a = —1, pretoze iné hodnoty ¢lenov a,
dana postupnost nenadobuda.
Uvazujme najprv pripad pre a = 1 (analogickd Uvaha plati aj pre potencidlny pripad a = —1).
e Ak jen parne Cislo, potom |a,, —a| = [(—1)" — 1] = |1 — 1] = 0 < ¢ pre lubovolne zvolené

redlne Cislo € > 0.
e Ak je vSak n nepdrne Cislo, potom |a, —a| = |(—1)" — 1] = |[-1 — 1] = 2. To obmedzuje
nezavislu volbu kladného redlneho &isla € a tym sme sa dostali do rozporu s definiciou limity.

Definicia Hovorime, Ze postupnost (a,)y =, je konvergentnd, ak mad limitu a € R. Postupnost
nazyvame divergentnou postupnostou, ak limitu nemd.

Veta  KaZdd konvergentnd postupnost je ohranidend’.

Dokaz. Nech postupnost (a,)n=, konverguje ka € R.
Podla definicie ku kazdému & > 0 existuje n, také, Ze pre kazdé n > n, plati: |a,, —a| < e.
Poslednu nerovnost alternativne zapiseme
a—e<ap,<a-+te
Uvazujme o prvych ny €lenoch postupnosti (a,)s=, ako o mnozine {ay, a,, ..., ano}.
Ak ¢islo kq je minimum?® tejto mnoziny {al, as, ..., ano} a Cislo k, zase jej maximum, potom poloZime
A =min{k,,a — &}
B = max{k,,a + €}.
Pri tejto volbe pre kazdé n € N plati, Ze A < a, <B. Postupnost je teda ohraniena. m

V nadvédznosti na predchadzajucu vetu poznamenavame, Ze vetu nemozno obratit. Existuju
postupnosti, ktoré su ohranic¢ené, ale limitu nemaju, napr. postupnost ((—1)™)p=1.

1.3 Zakladné vety o limitach postupnosti
Uvazujme konvergentné postupnosti (a,)n=1 @ (by)meq-

Veta Ak lima, =a, limb,=b pre ab €R, potom postupnost (a, t b,)n=1 Jje

n—oo n—oo

konvergentnd a plati
lim(a, +tb,) =lima,+limb,=axb
n—-oo n—oo n—oo

[Limita suctu dvoch konvergentnych postupnosti sa rovnd suctu limit tychto postupnosti.]

Dokaz. Kvoli nazornosti, zaoberajme sa iba pripadom postupnosti (a,, + b,,)n=1. Budeme vychadzat
z predpokladov o existencii limit postupnosti (a,)y=1 @ (bp)ne1-

7 Ohrani¢enu postupnost moZno definovat aj inak, neZ sme uviedli v prvej kapitole.

Definicia Postupnost (a,)y=; je ohraniend, ak existuje také redlne ¢islo M > 0, Ze pre kazdé n € N
plati |a,| < M.

8 Minimum kone&nej mnoziny je prvok tejto mnoZiny, ktory je v danom usporiadani najmensi. Maximum je zase
prvok mnoziny, ktory je v danom usporiadani najvac¢sim prvkom.
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Ak lim a, = a, potom (podla definicie limity) k lubovolnému g, > 0, existuje n, € N také, ze pre
n—-oco

kazdé n € N, n > ng, plati: |a, — a|] < g,.°

Podobne, ak lim b,, = b, potom (podla definicie limity) k lubovolnému g, > 0, existujen, € N také,

n—oo

Ze pre kazdén € N, n > ny, plati: |b,, — b| < &.
Ak chceme ukazat, Ze aj postupnost (a, + b,)n=1 je konvergentnd, t.j. Ze existuje limita
rlli_r)rolo(an+bn) =a+b,

potom musime k fubovolnému & > 0 najst také n,, aby pre kazdé n > n, platilo

|(a, + b,) — (a+b)| <e.
KedZe € > 0 si mdzeme zvolit lubovolne, nech je € = ¢, + ¢, a pocitajme’®:

|(an + bn) — (@ +b)| = |(an — a) + (b, — b)| < |a, — al + |b, — bl
Ak polozime ny = max{ny, n,}, potom pre kazdé n > n, plati:
la, —al+|b, —b| <eg, +&, =c¢.

Tym sme ukazali, Ze k [ubovolnému kladnému realnemu &islu € existuje také ny € N, Ze pre n > n,

¢leny a,, + b, postupnosti lezia v okoli bodu a + b. ]
Veta Ak lima, =a, limb,=b pre a,b €R, potom postupnost (a,.by)y=1 Jje
n—-oo n—-oo

konvergentnd a plati  lim (a,.b,) = lim a,. lim b,, = a.b
n—oo n—oo n—oo

[Limita sucinu dvoch konvergentnych postupnosti sa rovnd sucinu limit tychto postupnosti.]

Dokaz. Nech lim a, = a a lim b, = b. Je potrebné dokazat, Ze aj postupnost (a,.b,)n=1 je

n—oo n—-oo

konvergentn3, t.j. Ze existuje limita
lim (a,.b,) =a.b,
n—oo
Pocitajme.
la,.b, —a.b| = |a,.b, —a,.b+ a,.b —a.b| < |a,||b, — b| + |b||a, — al.
Ohranic¢ime jednotlivé ¢leny nerovnosti.

KedZe postupnost (a,)n=; konverguje, potom je ohraniend a existuje realne Cislo K > 0 také, ze
|a,| < K pre kazdén € N.

Najprv zvolme ¢islo € > 0.

Postupnost (a,,)n=1 konverguje k ¢islu a, preto ku kazdému €, > 0 existuje n, také, Ze pre kazdé
n > ng plati:

la, —al < &,.
KedZe g, > 0 mdzeme zvolit lubovolne, polozme!! g =—.

9 Zvolili sme oznatenie g,4, n,, aby bolo zrejmé, k akej postupnosti a limite sa uvedené hodnoty vztahuju.
Obdobne aj pre druht uvazovanu postupnost.

10 vyuZijeme vlastnost absolutnej hodnoty, kde [x + y| < |x| + |y].

1 Volba &= ﬁ je uéelova.
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Postupnost (b, )y=1 konverguje k Cislu b, preto ku kazdému €, > 0 existuje n, také, Ze pre kazdé

n > ng plati:
|bn - bl < &
a opat polozime (Ucelovo zvolime) g, = % .
Dosadime do nerovnosti
€
an.b, —a.b| < |a,||b, b+ba—a<K—+b—< +——
an- by = b1 < lag] by — bl +1bllay —al < K5+ bl <5
Z toho vyplyva, ze lim (a,.b,) =a.b [ ]
n—-oo
Veta Ak lim a, = q, limb,=b+0 pre b, #0,n=123,---, a,b €R, potom
n—-oo n—oo
a\® . , , . a lima, 4
postupnost (—n) je konvergentnd a plati lim = =122 — = —
bn/ -1 n—oo by #—Zgo bn b

[Limita podielu dvoch konvergentnych postupnosti sa rovnd podielu limit tychto postupnosti, ak podiel
md zmysel.]
Dokaz vety ndjde Citatel v [Fulier, Vrabel, str. 52].

Priklad

Vypocitajte lim 271—_4.

n—oo 5n+6
Rie§enie. Pouzijeme predchadzajuce vety o sucte a podiele dvoch limit. Najprv vSak upravime vyraz
3n-—
5n+

tak Ze zlomok rozsirime hodnotou % Taktiez pouzijeme vysledok predchadzajuceho prikladu.

3n + 4 344 Im3+lmT 3,0 3
= lim £ = lim —¢ == =505
Nooo n—>c>05_|_ﬁ lim 5+ lim = +

n n—oo n—-oo

1
_3n+4  Gn+d-o
M6 am————7
e e (5n 4 6) - o

3n+4 _ 3

Vysledok: lim

n—oo 5n+6 T 5

1.4 Nevlastna limita postupnosti

Postupnost (a,)s=; = (n?+ 1)y, = (2,5,10, 17, 26,...) ma tu vlastnost, Ze so zva&3ujicim sa
indexom n rastie hodnota ¢lenov danej postupnosti.
Presnejsie napisané, ak zvolime Iubovolne velké redlne Cislo k, potom vzdy najdeme taky index n, ze
pre kaidé n > ng pre cleny a, plati:  a, > k.
Ak ma postupnost vy$sie popisanu vlastnost, potom hovorime, Ze ma nevlastnu limitu. a zapisujeme
lim a,, = oo.
n—oo
Definicia Hovorime, Ze postupnost (a,)s—, md nevlastnu limitu +oo, ak ku kazdému k € R
existuje prirodzené Cislo ny, Ze pre kazdé n > n plati a,, > k.
Zapisujeme
lim a, = oo.
n—oo
Hovorime, Ze postupnost (a,)m=1 md nevlastnd limitu —oo , ak ku kaZzdému k € R existuje prirodzené
cislo ng, Ze pre kazdé n > ng plati a,, < k.
Zapisujeme

lim a,, = —co.
n—oo
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Postupnost, ktord ma nevlastnu limitu, je tieZ divergentnd.?

Geometricky vyznam definicie nevlastnej limity ako +oo spociva v tom, Ze vSetky ¢leny postupnosti a,,
sindexom n > ng leZia v intervale (k, ), kde k € R. Niekedy hovorime, Ze ,lezia v okoli bodu +*,
ktoré symbolicky zapisujeme Uy (o). Obdobne pre nevlastnu limitu —oo.

Kvoli prehladu — pre postupnost (a,)y=1 MoOZu nastat tieto Styri, navzajom sa vylucujuce, pripady:

e existuje vlastna limita postupnosti (a,)n=1, t.j. lim a, = aprea € R.
n—-oo
e limag, =
n—oo

e limag,=-

n—oo

e neexistuje vlastnd, a ani nevlastna limita postupnosti (a,;)y=1-
Pre nevlastné limity platia nasledovné vety. Uvedieme ich bez d6kazu.

Veta Ak je postupnost (a,)n=, ohrani¢enad a lim b,, = o, potom

n—oo

lim (a, + b,) =, lim(a, —b,) = —co, lim (?) = 0 za podmienky b,, # 0 pren = 1,2,3, ...
n—oo n—oo n

n—oo

Veta Ak lim a, = o, lim b, = o, potom lim (a, + by,) = co.
n—oo n—oo n-—-oo

Veta Ak lim a, = oo, lim b,, = o, potom lim (a,.b,,) = oo.
n—oo n—oo n-—-oo

Veta Ak lim a, = oo, lim b, = —o, potom lim (a,, — b,,) = oo.
n—-oo n—-oo n—-oo

Veta Ak lim a, = o, lim b, = —oo, potom lim (ay,. b,) = —co.
n—oo n—oo n—-oo

Veta Ak lim a, =a >0, lim b,, = o, potom lim (a,,. b,,) = .
n—-oo

n—-oo n—oo
Veta Aklima, =a<0, limb, = o, potom lim (a,.b,) = —co.
n—oo n—oo n—oo

1.5 Niektoré limity postupnosti

liml=0 limYa=1 pre a>1
oo 1 n—oo
lim Yn=1 lim Vn =
n—-oo n—oo
neexistuje,ak a < —1
_ 1\" . lim @ = 0,aka€ (-1,1)
7’111—1;1(;10(1 +£) :€:2,718 n—-oo 1,aka=1

o,aka>1

1.6 Cvicenie
1. NapiSte a zndzornite graficky prvych 5 ¢lenov postupnosti, ktorej n —ty ¢len postupnosti je:
1 1-cosnm 1424+3++n
a) a, =2 b)bp = Capn=—7— da, =———

2. Napiste vSseobecny n — ¢len postupnosti:

12 Definicia konvergentnej postupnosti vyzaduje existenciu limity ako konkrétneho redlneho &isla a.
Znakom +oo sa len intuitivne naznacuje, Ze uvazujeme o extrémne velkej hodnote. Nejde o konkrétne dislo.
Podobnd interpretacia je aj v pripade znaku —oo.
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N o vk

10.

11.

12.

13.

1 1 2 3 4
a) 11_1 YL b)_l_J_J"'
4 16 3'4°5

Zistite, ¢i postupnost je ohranicena:
n+1\® _ 1\ ™m\*®
a) <n+2)n:1 b) (1 Tl)n:1 C) ( n )n:1

Vypocitajte a,( a d aritmetickej postupnosti, ak a; = 6,5;¢ = 195.

c)5,-55,-55-5, ..

O |-

Vypocitajte a, a prislusné n aritmetickej postupnosti, ak a,, = 80,d = 8, S,, = 416.

y . Ly C . . , 8 32
Urcte kvocient g a prvy ¢len a; geometrickej postupnosti, pre ktoru platia, = — 36 =~
Urcte kvocient g aprvy €len a; geometrickej postupnosti, pre ktoru plati a; + a, =4
asucasne a, — a, = —24.

ey  (2n+1\° . . o .

UkazZte, Ze postupnost (T) je konvergentnd ama limitu rovnu 2. Pre £ =1/1000
n=1

ndjdite odpovedajlicu hodnotu n.
Vypocitajte limity

2_ 3
a) lim 222 b) lim 22—2m*7 ) lim D d) lim (2+2)

n—-oo 4-2n n—oo 10n2+n-6 n—-oo ns-— n—-oo

Vypocitajte limity
a) lim (S+Z+5++5) b)lim (R0 ) lim V3LYE.83. Y3

n—oo n—oo n+2

Vypocitajte limity

] 4o 2 . 2n?-1 . n_ n
S memey  mEE o (ien)

Uvazujme pripad, Zze postupnost (a, )=, diverguje a postupnost (b,,)n=; konverguje. Ndjdite
priklady konkrétnych postupnosti tak, aby postupnost (a,. b, )n=1
a) konvergovala,
b) mala nevlastnu limitu,
c) nemala limitu.
Vypocitajte limity
. 1)57" . (n+2\" . 1)\2n
a) lim (1 +2) b) lim (—) ¢) lim (1 _ ;)

n—oo n—oo n n—oo
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2 Funkcia jednej premennej

2.1 Realna funkcia jednej premenne;j
Z priestorovych a ¢asovych dévodov nie je mozné uvadzat zaklady stredoskolského uéiva matematiky,
ktoré su potrebné ku studiu tohto tematického celku. Predpokladdme preto, Ze Citatel ma vedomosti
zo strednej Skoly a poznd aspon tieto definicie a pojmy:

a) funkcia, definiény obor funkcie, obor hodndt funkcie, graf funkcie, rovnost dvoch funkcii,
sucet, rozdiel, sucin a podiel dvoch funkcii,
b) monotdnnost funkcie, extrémy funkcie,
c) prosta funkcia, inverzna funkcia a zloZzena funkcia, racionalna funkcia.

Taktiez poZzadujeme, aby Citatel ovladal vlastnosti a dokdazal nacrtnut grafy funkcii (linedrna funkcia,
linedrna lomena funkcia, kvadraticka funkcia, mocninova funkcia, exponencialna funkcia, logaritmicka
funkcia, gonometricka funkcia, cyklometrické funkcie).

V pripade nejasnosti v uvedenych pojmoch, odporuc¢ame literatdru [1]. V kazdom pripade, aspon

zopakujeme pojem redlnej funkcie redalneho argumentu.

Definicia RedlIna funkcia f redlneho argumentu x je zobrazenie podmnoZiny A mnoZiny
redlnych ¢isel R do mnoziny redlnych Cisel R, ktoré ma tieto dve vlastnosti:
1) x €A.

2) Ku kaZdému x € A existuje prdve jedno redlne Cislo y tak, Ze y = f(x).

Funkcia f je definovana, ak je urcéena:
a) mnozina A

a sucasne
b) aj predpis, podla ktorého je ku kazdému redlnemu cislu x € A priradené prave jedno realne

Cislo y, oznacované aj ako f(x) . Hodnotu f(x) nazyvame funkénou hodnotou funkcie f

v Cisle x (alebo kratSie — funkénou hodnotou)

MnoZinu A nazyvame definicnym oborom funkcie a byva zvykom oznacovat ho ako D(f). MnoZinu
hodnot f(x) pre x € D(f) oznaCujeme ako H(f) a nazyvame oborom hodnét funkcie f .
Na obr. 2.1 je zndzorneny graf funkcie f:y = g s definicnym oborom D(f) = (2,4), ktorého obor

hodnét je H(f) = (1,2).

>
—_
:_"".-
—
A ———————
]

NG = = —

Obr. 2.1
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2.2 Spojita funkcia

Délezitou vlastnostou funkcie je jej spojitost. Intuitivny pohlad na spojitost nam ukaze obr. 2.2, kde su
znadzornené grafy funkcii y = x? a funkcie y = [x] (¢itame ,, celd €ast z hodnoty x", napr. [0,25] = 0,
[1,75] = 1 a pod.).

y =[]

Obr. 2.2
Definicia Nech je dand funkciay = f(x) anech x, € D(f).
Hovorime, Ze funkcia y = f(x) je v bode x( z definicného oboru D(f) spojita, ak ku kazdému € > 0
existuje § > 0 tak, Ze pre kazdé x € (xog — 6,x0 + 6) N D(f) je |f(x) — f(xp)| < &.

Geometricky - definicia spojitosti uvddza, Ze funkcia y = f(x) je spojitd v bode x, € D(f), ak pre
body x dostatocne blizke k x a patriace do definicného obrou D (f) sa hodnoty f(x) lubovolne malo
lisia od hodnoty f(xy).

Funkciay = f(x) je spojitd v bode x, aj v pripade, Ze x,, je izolovanym bodom z defini¢ného oboru
D(f), t.j. ak existuje § > 0 také, ze (xo —6,x0 +6) ND(f) = {x0}.

Ak v definicii namiesto intervalu (x, — &, xy + &) uvaZujeme interval (x,, xo + §), potom hovorime,
Zze funkciay = f(x) je v bode x, spojita sprava. V pripade intervalu (x, — &, x) hovorime o spojitosti
zlava (v danom bode x; ).

Veta Funkcia je spojitd v bode x, vtedy a len vtedy, ked' je spojita v bode x zlava i sprava sucasne.
Veta uvadza, Ze ide o spojitost vdanom bode x,.Napr. funkcia y = sgn(x) (¢itame®® ,,signum x")
s definicnym oborom D(f) = R nie je spojita v bode x, = 0. Platitotiz, Ze pre kazdé x # 0 je hodnota

13 Alternativna definicia spojitej funkcie. Nech ¢islo a € D(f) funkcie y = f(x). Hovorime, Ze funkcia y = f(x)
je spojita v bode a, ak pre kazdu postupnost bodov (x,,)y=; z definiéného oboru D(f), konvergujucu k ¢islu a
(tj. lim x, = a) plati, Ze lim f(x,) = f(a).

n—oo n—-oo
14 Bod x, nazyvame hromadnym bodom definiéného oboru, ak sa v jeho fubovolnom okoli nachadza nekoneéne
mnoho dalSich bodov x z daného defini¢ného oboru.

-1, akx <0
By=sgn(x) =7 0,akx =0
1,akx >0
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|f(x) — f(xo)| konstantnd, teda konkrétnejsie |sgn(x) — 0| = |£1 — 0] = 1 a v zmysle definicie ju
nemozno ohranicit lubovolne zvolenym e > 0.

Y
y = sgn(zx)
1
xTr
@)
[E—'Y 71
Obr. 2.3
Priklad Ukazte, Ze funkcia y = [x] nie je v bode x, = 1 spojita.

Riesenie. PouZijeme predchadzajicu vetu. Uvedomime si (vid. obr. 2.2), Ze

0,ak x € (0,1)
y=lxl= {1,akx €(1,2)
Akjex € (0,1), potom |[x] — 1] = |0 — 1| = 1, éo je v rozpore s moznostou volby Cisla e > 0 v zmysle
definicie®. Funkcia y = [x] nie je v bode x, = 1 spojitd zlava.
Ak x € (1,2), potom |[x] — 1] = |1 — 1] = 0 < g, pre fubovolné £ > 0. V zmysle definicie je funkcia
y = [x] v bode x, = 1 spojita sprava.
Podla predchddzajlcej vety funkcia y = [x] je v bode x, = 1 nie je spojita.

Rozhodnutie o tom, ¢i je funkcia y = f(x) vdanom bode x, € D(f) spojitd, je vidy zalezZitost toho,
aky konkrétny bod x, € D(f) uvaZujeme.

Napr. riesenie predchadzajuceho prikladu naznacuje, Ze funkcia y = [x] nie je spojitd v x, = 1, ale je
spojita v kazdom bode x, mnoziny (0,1) U (1,2).

Hovorime, Ze funkcia y = f(x) je spojita na celom definic(nom obore D(f), ak je funkcia y = f(x)
spojita v kazdom bode x € D(f). Napr., funkcia y = x? je v kazdom bode x € D(f) = R spojita.

Veta Ak funkciey = f(x),y = g(x) su spojité v bode x, , potom st spojité v bode x aj funkcie:
a) c.f(x) prec €R,
b) f(x)+g),
c) fx).g(x),

fx)
d) e ak g(xy) #0

Veta Ak funkcia y = f(x) je spojitd v bode x, a funkcia z = g(y) je spojitd v bode y, = f(x,),

potom aj zloZend funkcia z = g(f(x))je v bode x, spojitd.

Definicia Nech je dana funkciay = f(x) anech x, € D(f). Hovorime, Ze funkcia y = f(x)
je rovhomerne spojita naintervale I, ak ku kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze pre vSetky x;,x, € I
, ktoré splfiaju nerovnost |x; — x,| < 8, plati, 7e | f(x1) — f(x3)| < e.

16 Mame obmedzenu moznost zvolit za € flubovolhe malé kladné redlne ¢&islo.
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Geometricka interpretacia definicie je nasledovna:
Ak zostrojime obdiZnik tak, aby:
a) stranas diZkou € bola rovnobeZnd s osou v,
b) strana s dizkou & zase rovnobezna s osou x,
c) obdiZnik obsahoval vo svojom vnutri &ast grafu funkcie y = f(x),
potom pri lubovolnom posunuti tohto obdiZnika neméze graf rovnomerne spojitej funkcie pretinat
dve jeho strany, ktoré su rovnobezné s osou x.

Obr. 2.4

Na obr. 2.4 je zndzorneny graf funkcie y = %s defini¢énym oborom D(f) = (0, ), ktord :

a) je rovhomerne spojitd na intervale (1,00),
b) naintervale (0,1) nie je rovhomerne spojita.

Veta (Cantor) Ak je funkcia spojitd na konecnom uzavretom intervale, potom je na tomto
intervale ohranicend, rovnomerne spojitd, md na riom minimum a maximum a nadobuda na riom kaZdu
hodnotu leZiacu medzi jejf minimom a maximom.

2.3 Limita funkcie

Skor, ako pristupime k definicii limity, vytvorme si ndzornu predstavu na konkrétnom priklade.

Majme funkciuy = %s definiénym oborom D(f) = R — {0}. V bode x, = 2 je funkcia definovana a je

2n

(o0}
—) ma limitu'’ rovnu x, = 2.
n+1/ -

zrejmé, ze postupnost (x,)p=1 = (

Vezmime ¢leny postupnosti (%) , dosadzujme ich hodnoty postupne do predpisu funkcie y = x—12
n=1
za premennu x a vypocitavajme funkéné hodnoty, ¢im dostavame novu Ciselnl postupnost
(F)” <1>°° 1 (n+ 12\” n? +2n+ 1\~
n))p=1 =\ 2 N ==\ Tz =\ 1.2
n Xn/) p=1 (_Zn ) 4n n=1 an n=1
n+1 n=1

V tab. 2.3.1 je naznaceny vypocet pren = 1,2, ...,42 s presnostou na 3 desatinné miesta.

7 vimnite si, Ze kazdy €len postupnosti (X, )n=1 je rézny od 2.
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Tab.2.3.1
n 1 2 3 4].. 20 21]... 30 31)... 40 41 42]...
x, [1,000]1,333]1,500]1,600 1,905 1,909 1,935|1,938 1,951|1,952|1,953

f(x,)|1,000|0,563|0,444|0,391 0,276 (0,274 0,267 (0,266 0,263 (0,262 | 0,262

Postupnost (f(xn));l1 ma limitu a plati:

i o n*+2n+1 1
nl_{{}of(xn) s Em e =

-

Mozno dokazat, Ze limita postupnosti (f(xn)):lo:1 sa rovna % pre kazdu postupnost (x,)n=; taky, ze
lim x, = 2, kde x,, € D(f), x, # 2. Hodnoty funkcie f(x) = xiz sa blizia k Cislu %, ak sa hodnoty x
n—-oo

blizia k ¢islu 2.

, y . 1, L1 .
Hovorime, Ze funkcia f(x) = = mav bode x, = 2 limitu , @ zapisujeme

y 1 1
i3 x2 4
Definicia (Heine) Hovorime, Ze funkcia y = f(x) ma v bode x, limitu rovnu a, ak pre kazdu

postupnost (x,,)>_; splfiajicu podmienky:
a) x, €D(f), x, # Xo,
b) lim x, =X,
n—oo
ma odpovedajuca postupnost funkénych hodnét (f(xn)):lo:1 v bode x = x; limitu rovnu a.

Formalne zapisané

lim f(x) =a & [lim Xn = Xo,%Xn € D(f), xp, # xo = lim f(x,) = a]
X—Xg n—-oo n—-oo

Volne povedané, pre hodnoty x malo odlisné od x a sucasne, x # x,, su hodnoty f(x) malo odlisné
od ¢isla a.

Do6sledky vyplyvajuce z definicie:

a) predpoklad x,, # x, umoznuje definovat limitu funkcie y = f(x) aj v bode x,, ktory nemusi
byt z defini¢ného oboru D(f),

b) existencia, aanihodnota limity a funkcie y = f(x) v bode x, nezavisi od funkénej hodnoty
f(a), ak tato vobec existuje.

Definicia (Cauchy) Nech je funkcia y = f(x) definovand pre vsetky x # x, z niektorého okolia
bodu x,. Hovorime, Ze funkcia y = f(x) ma v bode x, limitu rovnu a, ak ku kazdému okoliu U, (a)
existuje také okolie V5(x,) , Ze pre kazdé x € Vs(xy), x # X, je f(x) € Uc(a).

Formalne zapisané

lim f(x) =a ©[Ve> 0,36 >0:|x — x| < = |f(x) —a| <¢€]

X—Xg

Obe definicie, Heineho i Cauchyho, su ekvivalentné.
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To znamena - ak ma funkcia y = f(x) limitu v bode x, podla Heineho definicie, potom ma v danom
bode x; aj limitu (a rovnaku) aj podla definicie Cauchyho, a opacne. Ak ma funkcia y = f(x) limitu
v bode x v zmysle Cauchyho, potom ma v danom bode x aj limitu v zmysle Heineho.

2.4 Zakladné vety o limitach funkcie
Pre limitu funkcie platia nasledovné vety.

Veta Funkciay = f(x) méZe mat'v bode x, najviac jednu limitu.
D6kaz vyplyva z jednoznacnosti limity postupnosti.

Veta Nech su dané funkcie y = f1(x), y = f,(x), pre ktoré plati

lim fi(x) =a= xhj? f2 ().

X=X
Ak existuje také okolie U(xy) bodu x,, zvz pre vsetky x € U(xy), x # X, je
fi(x) < f(x) < f>(x), potom }}Lrgof (x)=a

Priklad Vypodcitajte limitu funkcie y = x cos% v bode x, = 0.
RieSenie. Funkciay = cosi je ohranicena a plati -1< cosi <1
Najprv uvazujeme, ze x > 0.
Ak polozime f;(x) = —x, f,(x) = x, f(x) = x cos i, potom —x<x cos% <x.
Sucasne )lci_r)r(l) —x=0= Jlci_r)r(l)x a teda podla predchadzajlcej vety plati

lim x cos1 = 0.

x—0 X

Ak bude x < 0, vysledok dostaneme rovnaky.

Grafy funkciiy = x,y = —x,y = cosi ay= xcosisu na obr. 2.5.

-1
Obr. 2.5
Veta Ak lim f(x) =a, lim g(x) = b, potom plati
X—>Xg X—>Xg
a) lim(f(x) +g(x)) =atb,
XX
b) lim (f(x).g(x)) = a.b,
XX
0 limZ2=2gkp=o0

x—x0g(x) b
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, v s X24X42
Priklad Vypocitajte )lcl_r)r} PR
RieSenie. Najprv zistime, &i existuju limity lirrle(x2 +x+2) alim(2x3+x%—x).
x= x—1

Vypocitame:

lin}(x2+x+2) =12+142=4 a 1irri(2x3+x2—x) =213+12-1=2.
x— x>

Podla predchddzajlcej vety dostavame

lim

xZ+x+2 chi_r>rix2+x+2 4
2

x—>12x3+x2—x=)lci_r}}2x3+x2 —x 2 2
Priklad Vypocitajte }cig(l) GRS
Riesenie. KedZe vyraz ‘/x—;l_l nie je definovany pre x = 0, najprv ho upravime — rozsirime vyrazom
Vx +1+1. Plati:
VIFI-1VxFi+41 (V1) -1 x+1-1 x 1
x

Vxtl+1 x(Vxti+1) x(Vati+1) x(Vxtl+1) vr+i+1l

Dalej poéitame

p VAFT—1 L VF TV RTel 1 lim1
=0 x 0 x  yxti+l SOVEFI+1 lmVrt1+1
11
TVO+1I+1 2

2.5 Nevlastna limita funkcie a limita funkcie v nevlastnom bode

Ak v definicii limity nahradime vSade x, symbolom oo, resp. —oo, ziskame definiciu limity v bode o,
resp. —co.

2
Priklad Vypocitajte lim SRR
X

So0 2x34+x2—x

RieSenie. KedZe podla Heineho definicie ide o limitu z postupnosti funkénych hodnét, pocitame
obdobnym spdsobom ako limity postupnosti. Plati:

2
X“+x+2 1
x4 x42 T3 ¥t teE o
lim —————= lim -— > = lim ===0
x>02x3 +x2 —x x-o02x3+x%2—x xo0 1 1 2
— 3 2+3+2
X X X
O ‘
\
N
L]
\ |
\ | [
\/ \
v [
‘»
P ta+2 R'\
Y= i tar—a "“.‘
\\\‘
T o — x
\‘\
‘I“,
Obr. 2.6
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Limitu funkcie mozZno definovat aj ako nevlastnu limitu, a = +o, b resp.a = —oo v bode x, € R.

Definicia Hovorime, Ze funkcia y = f(x) ma v bode x, nevlastnu limitu rovnu oo, ak pre kazdu

postupnost (x,,)>_,; splfiajicu podmienky:

a) x, €D(f), x, # Xy,
b) lim x, =X,

n—oo

ma odpovedajlca postupnost funkénych hodnot (f(xn));o:1 v bode x = x limitu rovnu oo.

Z4pis lim f(x) = oo znamend (volne povedané),ak sa x priblizuje k x,, ale x # x,, potom sa hodnoty
X—Xg

G vy i . . L1
f (x) stéle viac zvacsuju, napr. podla obr. 2.6 je 111’[(1)@ = 00,
X—
f |
]|
|‘ '\
j “ o1
/J \ V=52
- 0 —
Obr. 2.7
Analogicky mozno definovat aj nevlastnud limitu rovnd —oo. Ak uvaZzujeme lim f(x) = —oo, potom
X—Xg

pre x priblizujuce sa k x,, ale stdle x # x, , odpovedajice hodnoty f(x) stale viac zmen3uju.

Pre Uplnost, eSte je mozné este uvazovat o nevlastnej limite v nevlastnom bode.

, o . 2x34x?—
Priklad Vypocitajte lim w
x—o00 X“+x+2

RieSenie. KedZe podla Heineho definicie ide o limitu z postupnosti funkénych hodnét, pocitame

obdobnym spdsobom ako limity postupnosti. Plati:

2x3 +x% —x 1 1
I 2x3 +x%—x y 3 I 2+§_x_z 2
_—_—m— _— = = = 00
oo x2tx+2  xow X2+x+2  xowl 12 hm(1+1+3)
x3 x x2 x3 xSeo\x  x2  x3
2.6 Niektoré limity funkcii
: X
lim>= =1 lim L= 0,neN lim (1 + l) =e = 2,718
x—-0 X x—too X X—00 x
Priklad Vypoditajte lim fan3x.
x—0 X
Riesenie. Upravime podla vzorovej limity liné)lSi% = 1. Pocitame
X—
I tan 3x ) (sin 3x 1) I (sin 3x 3 ) I (1 3 ) I 3 3 3
im = lim .— ] =Ilim . =lim|(l.——)=lim———=-=
x>0 X x-0 \COS 3X X x-0\ 3x cos3x x>0\ cos3x/ x-0 cos(3.0) 1
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, s 2\*
Priklad Vypocditajte )ll_r)rolo (1 — ;) .

X
RieSenie. Upravime podla vzoru lim (1 + i) =e. Pocitame
* X
. oo x=2\ : 1 : 1
lim (1——) = llm( ) =lm|——] =lim——-==lim———F—
X—00 X X—00 X X—00 x—>00( X X—00 (x -2 + 2)
X x—2 x—2
1
= lim = lim —— = lim ——
xX—00 (x -2 n 2 )x x—>oo( N 2 )x xX—00 x
x—2 x-—2 x—2 1+ 1
x—2
2
— 3 1 — 3 1 —
= Jim x27z = 0 2G—2+2)
1 2
I+3= 14— )
> x—2
2
— 3 1 —
= Jm 26-2) 4
2 2
1 1
1+ ~=7 Jd1+ P 2)
2 2
) 1 1 1
=i 2 T2l e?
1
2 1
e fm|1+5—7
2

2.7 Jednostranna limita

Podobne, ako sme zaviedli spojitost funkcie zlava a spojitost funkcie sprava, mozeme definovat aj
jednostranné limity.

Definicia Nech je funkcia y = f(x) definovana pre kazdé x # x; z niektorého pravého okolia
bodu x,. Hovorime, Ze funkcia y = f(x) ma v bode x limitu sprava rovnajlcu sa a, ak pre kazdu
postupnost (x,,)o; splfiajucu podmienky:

a) x, €D(f), x,> X,

b) lim x, =X,

n—oo

ma odpovedajlca postupnost funkénych hodnot (f(xn)):lo:1 v bode x = x; limitu rovnu a.

Zapisujeme lim f(x)=a
x-xg
Analogicky mozno definovat aj limitu zlava, ktoru zapisujeme lim f(x)=a

X=X

Pre limitu zlava a limitu sprava sa pouziva spolo¢ny ndzov - jednostranné limity.

. N . 3x+1 . e o
Priklad Nacrtnite graf funkciey = % a urcte jednostranné limity v bode nespojitosti.

RieSenie. Racionalna lomena funkcia y = % ma defini¢ny obor D(f) = R — {2}.
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Upravime predpis funkcie nasledovne

1 1 1
_3x+1_3(x+§)_3(x—2+2+§)_3 x—2+2+§
Y= =2 T x—2 T x—2  \x—2"x-2 Xx—2
Graf funkcie y = 3xx_+21 bude posunutym grafom funkcie y = % s vektorom posunutia

i=(23).

O T
Obr. 2.8
Pre jednostranné limity plati
. 7 . 7
Jim (3+:5) = - a  Jim(3+5)=c

Vidime, Ze funkcia v bode x5 = 2 nema limitu, a taktiezZ nie je spojita.
Veta Limita lim f(x) existuje vtedy alen vtedy, ked existuju jednostranné limity lim_f (x)a
X—=Xg X=Xg

lim f(x). Sucasne plati lim f(x) = lim f(x) = lim f(x)
xX-xg x—x, X=X x-xg

2.8 Asymptoty grafu
Graf funkcie ma rozny priebeh. Zaujimavé su pripady, ked'sa rastucimi (alebo aj klesajicimi) hodnotami

nezavislej premennej x, alebo aj zavislej premennej y, ,pribliZzuje” k istym priamkam.

Na obr. 2.8 je naznaéeny graf funkcie y =3 +x—zz, z ktorého je zrejmé, ze pre x — +oo sa graf
»priblizuje” k priamke y = 3. Analogicky, pre y = too sa graf zase ,priblizuje “ k priamke x = 2.

Priamky takej vlastnosti nazyvame asymptotami.

Definicia Priamku srovnicou x =x, , Xo € R, nazyvame asymptotou bez smernice grafu
funkcie y = f(x), ak funkcia y = f(x) md v bode x, aspon jednu nevlastnu jednostrannd limitu.

Priamka x = x je asymptotou bez smernice, ak plati aspon jeden zo vztahov

lim f(x) = oo, lim f(x) = —oo, lim f(x) = —oo, lim f(x) = oo.
x—»xg'f( ) x—>x5f( ) x-xg f( ) x—>x5f( )
Definicia Priamku s rovnicou y = kx + q , k € R, nazyvame asymptotou so smernicou grafu

funkcie y = f(x), ak funkcia y = f(x) je definovand v nejakom okoli bodu oo, resp. —oo, a plati

)li_)rglo(f(x) —(kx+¢q))=0  alebo xl_i)r_noo(f(x) —(kx+¢q))=0.
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Ak mame graf funkcie y = f(x) apriamku y = kx + q, rozdiel f(x) — (kx +q) je rozdielom
funkénych hodnét pre urcité konkrétne x. Na obr. 2.9 ide o dizku Use¢ky MN. Ak pre x — oo, resp.
x — —oo sa dizka Usecky zmensuje, priamka y = kx + g je asymptotou so smernicou.

Veta Nech je funkcia y = f(x) definovand v nejakom okoli bodu oo, resp. —co. Priamka y = kx + q
je asymptotou so smernicou vtedy a len vtedy, ked’ existuju vliastné limity

lim 1@ _ k, lim(f(x)—kx)=q alebo lim 1@ _ k, lim (f(x) —kx) =q.
X—00 X X—>—00

x—-oo X ——00 X

Dokaz. 1) = Ak priamka y = kx + q je asymptotou so smernicou, potom podla definicie plati

lim (f(x) — (kx + q)) = 0. Ztoho vyplyva, Zze lim (f(x) — kx) = q. Naviac, kedZe lim i =0,
X—>00 X—>00 X—>00

podla viet o limite suctu, rozdielu a sucinu funkcii plati:
lim (f(x) — (kx+¢)) =0 /. lim+
X—00

x—00 X

li k li 1 0. li !

Y (£G0) = (e + ). lim = 0. Jim =
[ = (xtq) _

li 0
X—00 X
lim(E—k—g> =0
x—>o\ X X
im 2 timk —1im L =0
x—o0o X X—00 X—0 X
lim@—k—0=0
x—>oo X
lim@=k
x—>oo X

2) & Ak existuju vlastné limity lim % =k, lim(f(x)—kx)=gq, potom znich vyplyva
X—>00 X—00

lim (f(x) — kx — q) = 0. Priamka y = kx + q je podla definicie asymptotou so smernicou ku grafu

X—00

funkcie y = f(x).

Dbkaz pre x — —oo je analogicky. [ |

, e . 1 , v . .
Priklad Zistite, ¢i funkciay = x + ——; ma asymptoty a urcte ich rovnice.

RieSenie. Defini¢ny obor funkcie je D(f) = (—o0,1) U (1, ®). Vypocitame najprv jednostranné limity

_ 1 o [(xtP—x+1
lim (x+ >= lim | ——
x-1+ x—1 x-1* x—1

Z toho vyplyva, e x — 1 > 0. St¢asne kvadraticka rovnica x> — x + 1 = 0 ma zaporny diskriminant
x%—x+1
x—1

v bode x, = 1. Poditajme:

Zapis x = 17 znamen3, ze x > 1.

ajejgraf y = x? — x + 1 je umiestneny nad osou x. Z toho vyplyva, Ze podiel >0.

Ly, vy L vy , 1 ‘s 1
Naviac, &m blizsie bude x k 1%, tym va¢&Siu hodnotu bude mat zlomok T @ hodnoty suctov x + oy

budu rastice do +oco. Odvodili sme vysledok

_ 1 o (xP—-x+1
llm(x+ )=11m ———|=
x-1+ x—1 x—1* x—1

1
lim (x + ) = —00
x—1" x—1

Analogicky mozno ukazat, ze
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Priamka x = 1 je asymptotou bez smernice ku grafu funkcie y=x+ ﬁ

Este zistime, ¢i ma funkcia asymptotu so smernicou.

Pocitame
1 x2—x+1
_ x+—x_1 I _ x2—x+1 ] x2—x+1
k=lm——=]lim———— = lim —— = lim
X—00 x X—00 x x-0o x(x —1) xo0 X2 —Xx
2
—x+1 1 1
= lim > = lim ————=1
X—00 X —X X—00 1
p) 1-3
X X

Ak ma graf funkcie asymptotu, potom jej smernica je k = 1. Vypocitame q.

=0

1
q = lim (x+—1—1.x)= lim

xX—00 xX—0o X —

Asymptota so smernicou ku grafu funkciey = x + ﬁ je priamkay = x.

L1
T4+ —— =yy
71 YN

kx+q=yn Lo

Obr. 2.9

2.9 CvicCenie
1. Nacrtnite grafy funkcii a urcte body z definicného oboru, kde je funkcia nespojita

|~

1

a)y=1/x b)y = y=

Urcte jednostranné limity z cvicenia 1.

x-2 x24+5x+6
1 x+1 2x+3
dy=1-2 &)y =3 Iy ="m
2. Vypoditajte
. 3x*+6x%-4 . si .
a) hmﬂs—x b) lim ZRXECos® c) lim (x +2)3
x—-1 x>+2 x—0 2x+1 x--1
3. Vypoditajte
. S+6x2-4 . 4 . 2)3
a) lim 2o -4 b) lim (+3)(xe+4) ¢) lim _(x42)”
X—00 x5+2 x—oo Xx3+x—11 x—00 X2+4x+1
4. Vypocitajte
a) lim YXF22Y2 b) lim =Y ¢ lim =2
x—0 X x-0 X x—>(—2)\/6+x—2
Vypocditajte
. si . sinx— . 2x+4
a) lim s%nSx b) lim sinx—cosx C) lim ( x+ )
x—0 Sin 6x xoT 1-tanx x—00 \2x+5
4



7. Urcte asymptoty ku grafu funkcie
2x
x2-1

3

x2-4 x+1 x  x-1

a)y=x+
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3 Derivacia funkcie
3.1 Derivacia funkcie v bode

Uvazujme o funkcii y = f(x), ktord je na definicnom obore D(f) spojitd a nech x, je urcité, pevne
zvolené Cislo z definiéného oboru D(f). Hodnote x, odpovedd na grafe funkcie bod Py[x, y,], kde

Yo = f(xo).

Ak na grafe zvolime daldi bod P[x,y], kde y = f(x), mbézeme zostrojit setnicu PyP, ktord bude
preponou pravouhlého trojuholnika Py,PQ (obr. 3.1). Ak oznacime dizky jeho odvesien |P,Q| =A x,
|PQ| =A y, potom pre uhol 4QP,P = ¢ plati:

oAy _ly=yol @)~ fxo)l
P A T = Ix — xo]

Obr.3.1
Ak sa bodom P ,pohybuje” po grafe smerom k bodu P, t.j. x = x; (podla obr. 3.1. sa priblizujeme
sprava), bude sa menit velkost uhla ¢, ako aj hodnota tan ¢. Prakticky skimame jednostrannu limitu

- f(x) = f(x0)
m—-.

lim tang = lim M = li

x-xg x-xd |x — xol x-xg X — Xg

Yy

Q

f(iﬂo) = Yo

Ay

Obr. 3.2
Ak by sa bod P ,,pohyboval “ po grafe k bodu P, zlava, situacia je obdobna (obr. 3.2) a plati:
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I o M) = fedl L =G = f (o)) L ) = f(xo
im tang = lim ——————— = lim = lim ————.

Xy g x| | xody —(r—xp) | aem x—xg

Ak existuju jednostranné limity a rovnaju sa, potom existuje aj limita

L@ fG)
m--——--=
X—Xq X — xO

k,

kde k € R.

Geometricky, ak sa bod P ,,priblizuje” po grafe funkcie y = f(x) k bodu P,, potom x — x a se¢nica
P, P sa limitne bliZi k doty¢nici t grafu funkcie v bode Py[x, f (x0)].

Yy

Obr.3.3

KedZe hodnota vyrazu predstavuje smernicu priamky PyP, vlimitnom pripade (ak

FO)=f(x0)
X—Xo
uvedena limita existuje) sa se¢nica dostdva do polohy dotyénice'® s rovnicouy = kx + q, kde k,q €

R. Ak ozna¢ime smernicovy uhol®® doty¢nice t ako a , potom plati

y=tana.x +q,

kde tana =k = lim M.

x-xg X—Xo

Definicia Nech je funkcia y = f(x) definovand v okoli bodu x; € R. Ak existuje vlastnd limita

y f(x) — f(xo)
im ————,
x-Xg X — X

potom tejto limite hovorime derivacia funkcie v bode x.

Zapisujeme
x)— f(x
o) = tim LS
X—Xg X — X
Priklad Vypoctitajte derivaciu funkcie y = x2 v bode x, = 1.

18 v3imnime si - smernica dotyénice v bode Py [x,, f (x,)] sa definuje pomocou limity. Nasledkom toho, doty¢nica
ako priamka méze pretinat graf funkcie y = f(x). Ide o prekonanie zauZivanej predstavy, ktora je zo skdsenosti
s dotycnicou ku kruznici ( tam dotycnica ma s krivkou spoloc¢ny prave 1 bod).

19 Smernicovy uhol je orientovany uhol £QP,R , ktorého prvé (zatiatoéné) rameno je polpriamka P,Q, druhé
(koncové) rameno zase polpriamka PyR.
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Riesenie. Vypocitame limitu ~ f'(xy) = lim w pre konkrétnu funkciu y = x2. Plati,
XX —Xo

je f(xg) =x2 =12 =1.
poos o fO)=flxg) . x*-1 (x+Dx-1)
f(l)—)clLr)rclox_—%—chl_rgx_l—chl_rg x—1

=lim(x+1)=1+1=2
x-1
Ukéazali sme, Ze existuje vlastna limita (rovna sa 2) a teda funkcia y = x2 ma derivéciu v bode x, = 1.

Niekedy je vyhodné pouzit na vypoéet derivacie iny (rovhocenny) vyraz. Podla obr. 3.1 je zrejmé, ze
X = xo + Ax aprex — xq plati, Ze Ax — 0. Z toho vyplyva, Ze

f(xo + Ax) — f(x0)
Ax '

. .
f'(xo) = lim
Priklad Vypotitajte derivaciu funkcie y = x3 v bode x, = 1.

RieSenie. Vypocitame limitu  f'(x) = Alim0 ﬂx"#}m, kde f(xo) = f(1) = 13 = 1. Potitame
X—

. Xo+Ax)—f(x . Xo+Ax)3-1 . x343x3Ax+3x0(Ax)2+(Ax)3 -1
f,(x()) — llm f( 0 ) f( 0) — llm ( 0 ) — llm 0 0 0( ) ( ) —
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax

13 +3.1%Ax + 3.1(Ax)? + (Ax)3 -1 . 1+ 3Ax + 3(Ax)? + (Ax)3 —1
= |lm —

= lim
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

= A1imo(3 +3Ax + (Ax)?) =3+4+0=3.
X—

/A

O derivacii funkcie y = f(x) v bode x; uvazujeme ako o vysledku vypoctu prislusnej limity. Samotna
limita vSak nemusi existovat. Vypocet zavisi vidy od predpisu danej funkcie a vyberu konkrétneho
bodu x,, z defini¢ného oboru D(f).

Priklad Vypocitajte derivaciu funkcie y = |x| v bodoch:
a) xo =2,
b) Xg = 0.

RieSenie. a) KedZe pre x > O plati f:y = |x| = x, pocitame limitu

F12) = lim LS00y B2l xm2 o

X—Xg X — Xg x-2 X — X-2X — x-2

Derivécia v bode x, = 2 existuje a rovna sa hodnote 1.

. . T . L -0 .
b) Ak je x < 0, potom jednostranné limita?® zlava v bode x, = 0 je lim -lol _ lim I _ -1,
x>0~ x-0 x—-0" X

im X210 Xl _ 11.vzhladom k tomu,

kym jednostranna limita spravav bode x, = O jezase lim —— = lim —
x—0t x-0 x—-0t X

Ze sa jednostranné limity nerovnaju, limita v xq = 0 neexistuje.

20 Ak x dosadzujeme zaporné &isla, hodnota zlomku |ﬁ—lje zaporna, napr. pre x = (—3) mame l:—:l = _13 =-1.
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3.2 Geometricky a fyzikalny vyznam derivacie

Geometricky vyznam derivacie funkcie y = f(x) v bode x, je zrejmy z obr. 3.3. Hodnota derivécie je
hodnotou smernice k dotycnice t ku grafu danej funkcie y = f(x) v jej bode P[x,, f (xy)]. Rovnica
dotyénice ma tvar:

y_f(XO) =k. (x _xO))

kde k = lim £&= )

x-xg X—Xp

Priklad Napiste rovnicu dotyénice ku grafu funkcie y = x3

a) vbodexy =1,
b) vbodex, =0.

Riesenie. Podla rieSenia predchadzajuceho prikladu plati k = 3. Rovnica dotycnice t ma tvar:

y — f(x0) = k. (x — xp),
a) Dosadime prislusné hodnoty a vypocitame (obr. 3.4 a):

y—f)=3(x-1)
y—1=3x—-3
y=3x—2.

b) Obdobne odvodime (obr. 3.4 b): y=0.

Obr.3.44a,b
Fyzikalny vyznam derivacie v bode je tieZ jednoduchy.
Ak uvaZujeme podiel
Ay _ fxo + Ax) = f(x0)
Ax Ax ’
Tak tento podiel oznauje priemernd zmenu zavislej veliiny y od nezavislej veli¢iny x na intervale

(xo,xo + Ax). Podiel mozno interpretovat ako priemernt rychlost na Useku Ax.

Ak sa limitne Ax — 0, priemerna rychlost je okamZitou rychlostou uvazovanou v bode x,.

3.3 Derivacia funkcie

V derivdcii funkcie v bode sme sa zameriavali na konkrétne uréeny bod x, a existenciu Specifickej
limity v tomto bode. Uvahy teraz zovieobecnime.

Definicia Ak ma funkcia y = f(x) deriviciu vkaidom bode x, intervalu (a,b), potom
hovorime, Ze ma derivaciu na intervale (a, b).
Upozorniujeme, Ze je kvalitativny rozdiel medzi derivaciou v bode a derivaciou na intervale.
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Kym derivacia funkcie y = f(x) v bode x, je Cislo, derivécia funkcie y = f(x) na intervale (a, b) je
funkciou premennej x,. Uvedieme ukazkovy priklad.

Priklad Vypotitajte derivaciu funkcie y = x? v bode x, = 4 a uréte derivaciu danej funkcie na
intervale (0,5).
RieSenie. Ak ur¢ujeme derivaciu v bode x, = 4, pocitame limitu

) = 1i f(X)—f(4)_l. x2—42_1. x2—16_1. (x—4).(x+4)
f()_xl—l}?t x—4 _xl—IH x—4 —xl_rg x—4 _xl—I}}L x—4

Ak uréujeme derivaciu funkcie y = x? na intervale (0,5), vypoéitame prislu$nu limitu pre fubovolny

= lim(x + 4) = 8.
x—4

bod x, z daného intervalu. Konkrétne:

x) — f(x x? —x2 x —xo). (x + x
f'(xg) = limM = lim——2 = lim ( 0)-( o) = lim (x + x¢) = 2x,.
X—4 X — Xp xXx-4 X — X0 X—Xq X — Xg X—=Xq

Vysledok y' = 2x, je funkciou®! premennej x,, kde x, ako hodnota , prebieha cez cely interval (0,5)".

3.4 Derivacie elementarnych funkcii

Pocitat derivaciu funkcie v bode (na intervale) pomocou limity méze byt nepraktické, preto boli
odvodené vzorce pre derivacie vybranych elementarnych funkcii.

Tab.3.1
¢. | Typ | Funkcia Podmienky
1. (x™) =n.x"t x ERNER
@ ; r_—
2. %, (sinx)’ = cosx X € (—00, )
3. u?) (cosx)' = —sinx X € (—00, )
g .
4, b= tanx ) = X F 2k+1—,k€Z
£ ( ) cos? x ( )3
o
= 1
5. S (cotx)':—_ x+kn, k€Z
sin? x
6 (aresinx) = —— € (-11)
. arcsinx) = —— x € (-1,
V1 — x?
o
7 k= ! ! 1,1
. = (arc cosx) g x € (—1,1)
£
o
8. % (arctanx)’ = T X € (—00,0)
9. tx) = —— x € (—o0, 0
(arc cotx) 1.2 ( )
10. (@) =a*.lna a>0,x € (—oo, )
11. (e¥) =e* X € (—00,)
12. (logyx)' = a>0,a#1x¢€ (0, )
x.Ina
1
13. (Inx)' =~ x € (0,0)

21 Funkcia je teraz oznaéena s &iarkou, ako y'.
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UkdaZeme odvodenie niektorych zakladnych vzorcov pre derivacie elementarnych funkcii.
Priklad Odvodte vzorec pre derivéciu funkcie y = x™ pren € N.

Riesenie. Pouzijeme binomicku vetu

(a+b)* = (3) a™b® + (111) a® 1pt + ... + (n ﬁ 1) ath™ 1 + (Z) a’b™ .

Ak polozime a = xy, b = Ax, potom

f(xo + Ax) — f(x0) _ (%o + Ax)™ — xg

! —_ . ny/ — s —
f1e) = Al}lcr_rgo Ax ()= Al}lcl’_l;lo Ax B
) X+ (711) AR Ax + (721) AR (Ax)? + e+ (n ﬁ 1) xg (M) + (Z) XS(Ax)™ — x
Ax—0 Ax

- i (g () @+ () daor e+ () xga) =

=nxil+0=nxl"

Priklad Odvodte vzorec pre derivaciu funkcie y = sinx pre x € (—o0, ).
Riesenie. PouZijeme goniometricku identitu
sin(A + B) = sinA.cosB + cos A.sinB

. . . sinx
a znamu limitu lim

= 1. Ak polozime A = x,, B = Ax, potom

x—0
fxo + Ax) — f(x0) sin(xy + Ax) — sin x,
'(x) = lim = (si "= lim =
1) A%50 Ax (sinxo) = lim, Ax
. sinxg cos Ax + cos x sin Ax — sin x, . sinxg(cosAx — 1) + cos x, sin Ax
= lim = lim =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

sinxg(cos Ax — 1) . cosxgsinAx
+ lim ———— =

T Ax—0 Ax Ax—0 Ax
sinxg(1—1) +i COS xq sin Ax 0+ I sin Ax
" Ax—0 Ax ety Ax T TS O TAx (0%
Priklad Odvodte vzorec pre derivdciu funkcie y = In x pre x € (0, ).
RieSenie. Pouzijeme vetu log, X —log, Y =log, é, prea>0,a+1
a tieZ limitu lim 242 — g
z—0 Z
Pocitame

f(xg + Ax) — f(x0) - In(xy + Ax) — Inx, _

Fe= g (o) = S,

0 Ax Ax
lnM ln(l +A—x) ln(1+A—x).x0 1
. X0 . X0 . Xo .
= lim ———=lim—m——=lim ———— = lim —=—.
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax.x, Ax—0Xxy X
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3.5 Zakladné vety o derivacii funkcie

Pre derivaciu funkcie platia nasledovné vety.

Veta Nech je funkciay = f(x), y = g(x) su také funkcie, Ze kaZzda md v bode x derivdciu
f'(x0), g’ (xg), potom maju v bode x, derivdciu aj funkcie
a) cif(x) £c,9(x), kdecy,c, ER,

b) f(x).g(x),

AC)]
) L ak g(xo) # 0

a plati
a) (c1f(x9) £ c29(x0)) = c1f ' (x0) £ 29" (%),
b) (f(x0).-9(x0)" = f'(x0). g(x0) + f(x0). 9" (x0),

£ (xo) ! _ f’(xo)-g(xo)—f(xo)-g’(xo),
) o)

g(x0)) 92 (x0)

Naznacime dokazy a hned' aj uvedieme priklady.

a) Pocitajme limitu — derivaciu suctu dvoch funkcii pre Ax — 0:

[c1f (xg + AX) + c29(x0 + Ax)] — [c1f (x0) + c29(x0)]

Ax—0 Ax
- lim c1f (xg + Ax)—cy f(x0) + c29(xg + Ax) — c29(xp)
T AxS0 Ax N
_ . J (xo+Ax)—f(x0) . g(xo+Ax)—g(xe) _ / ’
= C1-A1}C§10 R wa—— CZ'Al,lcr_r}O = af (x0) + 29" (x0).
Priklad Vypocitajte derivaciu funkcie f: y = —sinx + 5.2% v bode x, = .

Riesenie. Ak ozna¢ime f:y = sinx, g:y = 2%, ¢; = (—1), ¢, = 5, potom plati:

(c1-f(xg) + c2.9(x0)) = (—sinx + 5.2%)" = (—1).(sinx ) + 5.(2%)' =
= (—1).cosx 4+ 5.2*%.In 2.

Hodnota derivacie v bode x5 = 7 je
(c1.f(m) + cp.g(m)) = —coswt+52".In2=--=1+2"1n32 = 31,55

b) Pocitajme limitu — derivaciu sucinu dvoch funkcii pre Ax — 0.Bez ujmy na vSeobecnosti

uvaZzujeme ¢; = 1 = c,. Zapis bude prehladnejsi.

o PG +4%). g (o + Ax)] — [f (x0)- 9 (x0)]

li

Ax—0 Ax
~ lim [f (xo + Ax). g(xo + Ax)] — f(xg + Ax). g(xo) + f(xg + Ax). g(x0) — [f (x0). g (x0)] _
Ax—0 Ax
~ lim, <f(x0 4o G0+ AZ)C ~9(o)) | fxo + A;C))C — f(x) g(x0)> _

(g(xo + Ax) — g(x0)) 4 qim Lot A%) = f(xo)

Al}lcr_rgof(xo + Ax). A Alm Ax g(xo) =
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(xo + Ax) — g(x0) et f(xo + Ax) — f(x0)
im
Ax Ax—0 Ax

= f(x0). 9" (x0) + f'(x0). g(x0) = f'(x0).g(x0) + f (x0)- 9" (x0)-

g(xo) =

Alalcr—r>10f (¥ + Ax). Alylcglo 9

Priklad Vypocitajte derivaciu funkcie f: y = sinx .cosx v bode x, = g
RieSenie. Ak oznacime f:y = sinx, g: y = cos x, potom plati:
f'(x9) = (sinxy ) =cosxy , g’ (xg) = (cosxy)’ = —sinx,.
Z vety vyplyva
. ’ . . 2 T . 2 T 1
(sinxy.cosxg)" = cos xgy.cos xy + sinx,. (—sinx,) = cos 3~ sin 377

c) Pocitajme limitu — derivaciu podielu dvoch funkcii pre Ax — 0, pricom polozime c; = 1 = ¢,.

f(xo +Ax)  f(x0)

I glxg +Ax) g(xg) = i f(xo +4x).g(xo) — f(x0). g(x0 + Ax) _
A% Ax =T A% Ax. g(xo + Ax). g(xg) B
- lim f(xo + Ax). g(xo) — f(x0). g(x0) + [ (x0). 9(x0) — f(x0). g(xp + Ax)
T Ax—0 Ax. g(xo + Ax). g(x0) B
- lim (f(xo + Ax). g(xo) — f(xo)-g(xo)) - (f(xo)-g(xo + Ax) — f(xo)-g(xo)) _
T Ax>0 Ax. g(xo + Ax). g(xo) B

— lim (f(xo + Ax) — f(xo))g(xo) _ lim f(xo)(g(xo + Ax) — g(xo)) _
Cax-0  Ax. g(xg + Ax). g(x0) a0 Ax.g(xe + Ax).g(xg)
f'(x0)- g(xo) — f(x0). 9" (x0)

9*(x0) .

Priklad Vypocitajte derivaciu funkcie f: y = cotx v bode x; = %.

. v o v v CosXx v/ . ,
RieSenie. Ak uvaZzime, Ze y = cotx = ——a oznatime f:y = cos x, g:y = sin x, potom plati:

f'(xg) = (cos xy)' = —sinxgy, g’ (xy) = (sinxgy)’ = cos x,.
Z vety vyplyva
. (cosxg)  (cosxp)'.sinxy — cosxg. (sinxg)’  —sin®x, — cos® x, 1
(cotxy)’ = ( . ) = . 5 = . 5 = —— >
sin x, (sinxy) (sinxg) (sinxg)

Dosadime x, = %a odvodime:
1 12 2
(sinxo)> V2 V2 V2

2

Veta Nech funkcia x = f(y) je spojitd a rydzomonotdnna na intervale (a, b), pricom md v bode
xo = f (yo) derivdciu f'(y,) # 0,

= —V2 = —1,41.

potom
k nej inverznd funkcia f ~1(x) = y md derivdciu v odpovedajicom bode x, = f(y,) a plati:
1
) = =,
O

Veta umoziuje odvodit niektoré vzorce pre derivacie cyklometrickych funkcii.
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Priklad Urcte derivaciu funkcie f: y = arc sin x naintervale (—1,1).

RieSenie. Podas vypoctu pouzijeme identitu sin®x + cos? x = 1.
Ak uvazime, Ze y = arc sin x ma inverznu funkciu x = siny a funkcia je na intervale (—1,1) spojita
a rydzomonotdénna, potom podla vety plati

1 1 1 1 1

(siny)’ ~ cosy J1— sin2y - /1 —sin2(arcsin x) CV1—«2

(arcsinx)' =

Veta Nech funkciau = g(x) md vbode x, derivdciu; funkcia y = f(u) md derivdciu v bode
uy = g(x,), potom zloZend funkcia y = f[g(x)] md v bode x, derivdciu a plati

(flg@D" = f'(uo)- g' (x0)-

Priklad Vypocitajte derivaciu funkcie f:y = cos(Inx) na intervale (0, ).

RieSenie. Funkcia y = cos(In x) je zlozena funkcia, kde g: u = Inx, f:y = cos u. Podla vety odvodime
f'(w) = (cosu)' = —sinu

1
9@ =(nx) ==
( Inx) = ) 1 sin(lnx)
cos(Inx))" = ( smu).x = e
Veta Ak pre funkciey = f(x),y = g(x) plati, Ze pre kazdé x € D(f) N D(g):

a) f(x)>0,
b) existuju ich derivdcie v bode x, € D(f) N D(g),

potom pre derivdciu funkcie y = f(x)9%) v bode x, plati:

(f(x )g(xo)) —f(xo)g(xO) ln(f( o)) 9o ?-ggi

Dokaz. Funkciu y = £ (x)9® najprv zlogaritmujeme a nasledne ako zloZzent funkciu zderivujeme podla

f'(xo)|-

premennej x.
y = @)@

Iny = Inf(x)9%) = g(x).In £ (x)
(Iny) = (g().In f())’
y; = g'(0).Inf(x) + g(x). (n £ ()’

Y _ f'(x)
59 (). In f(x) + g(x). o0

Z poslednej rovnosti vyplyva, Ze

(f () 9%0)) " = f () 9%, [g’(xo).lnf(xo) + ?E O;f (x 0)]
(fCro)90)' = f ()96 [ln(f( )’ ?E ; f(x o>] .
Priklad Vypoditajte derivéciu funkcie y = (cos x)S™™* na intervale (—%,g).

Riesenie. Pomocou predchadzajucej vety uréime
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y = f(x) = cosx, y =g(x) =sinx
a vypocitame:

((cos x)Si“x)’ = (cos x)Sinx, [(sinx)’.ln(cos x)+ sina; (cos x)’] =

cos

_ (cos xysin= sinx 7

= (cos x)'"™*,|cosx.In(cos x) + .(—sinx)| =
cosx

= (cos x)"* [In(cos x)°°S* — tan x . sin x]

3.6 Poznamka k derivacii vysSieho radu

Ak ma funkcia y = f(x) v okoli bodu x, derivéciu f'(x) a tato derivécia je tiez definovana v okoli
bodu x,, m6Zzeme pomocou limity definovat derivaciu z derivécie f'(x), t.j.

a hovorime o derivacii 2. radu v bode x,,.

Derivacie 1. radu, 2. rddu a 3.rddu sa zvycajne oznacuju ¢iarkami, derivacie 4. a vysSieho radu pomocou
prislusnej ¢islice v zatvorke, ktora sa piSe do pravého horného indexu.

Vieobecne, ak oznatime derivaciu n —tého radu v bode x, ako f ™ (x,), potom

(n—-1) _ f(n-1)
fF™(x,) = xll_{;lo ! (x; — io (xO).

Ak uvaZujeme o derivacii n —tého radu v bode x, potom predpokladame, Ze existuju vietky derivacie
nizSich radov a su definované v istych okoliach bodu x.

Veta Ak funkciey = f(x),y = g(x) maju derivdcie aZ do n — tého rdadu, potom maju derivdciu n —
tého rddu aj funkcie
a) c;.f(x)+cy.9(x), ¢1,c2 ER
b) f(x).g(x)
a plati
a) (C1-f(x) + Cz-g(x))
b) (F().9(0))"™ =
= (5) fP@. g0 + (7). £" V@' () + -+ () F O 9™ ),
kde  fO) =f(x), g ) = g().

(n)
Y= fM) + 6 g™ ()

3.7 Cvicenie
1. Vypoditajte derivaciu funkcie y = f(x) v bode x,.
a)y=x+1,x,=3 b)y = |x|,xo = —1 dy=x34+1,x,=0
2. Vypodcitajte derivaciu funkcie y = f(x) v bode x;, ak
3
a)y=x?—x2+x,x0=0 b)y=x2—$,x0=(—2)

3. Urcte derivaciu funkcie z definicie:

a) y=x%>—-3x+5 b) y ,x #0 c)y=§,x¢0.



4. Vypocitajte derivacie funkcii:

a)y =503x%2-2x+7)

1
dy= Gon)?

5. Napiste rovnicu dotycnice ku grafu funkcie y = f(x) v bode P:
a) y=x?-—x,P[-1,7]
6. Napiste rovnicu doty¢nice ku grafu funkcie y = f(x) v bode x,:

a) y =

4+x2’

x0=2

b)y = (a—+x)°
) _ X
&y = (x+5)(1-x)

b) y =x?—-2x+3,P[-2,?].

T
b)y =cosx, x, = 3

7. Napiste rovnice dotycnice ku grafu funkciey = In x, ak doty¢nica ma byt rovnobezna s priamkou
y = x + 5. Urcte suradnice dotykového bodu A.
8. Akd je okamiita rychlost telesa v ¢ase t, = 2s, ak sa pohybuje priamociaro a dizka nim prejdenej

drahy je uréend vztahomd = %tz? Aka je priemerna rychlost na Useku (t,, t,), akt; = 0,5s, t, = 55?

9. Vypocitajte derivacie funkcii:

sinx

a)y =

sinx+cosx

10. Vypocitajte derivacie funkcii:

x2

a)y =e~

d)y = In(2x + sinx)

11. Vypocitajte derivacie funkcii:

sinx

aAy=x

12. Vypocitajte derivacie funkcii:

a)y = arcsin3x

b) y = V4x + sin4x

b)y = esin3x
Inx
ey ==
1
b)y = xx

1
b)y =arc cos—

13. Vypocitajte n —tud derivaciu funkcie y = f(x):

a)y=In(x+1),x>(-1), n=2

b)y = e *.sinx,n =4
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c)y = tan(x + 1).cotan x

c)y = e*(sinx — cosx)

fly =l
C) y = xlnx

c)y = In(arc sin 2x)

1
c)y=%,x>0,n=4



4 Diferencovatelnd funkcia
Diferencovatelnost funkcie je jednou z délezitych vlastnosti funkcie a ma priamy slvis s derivaciou
funkcie.

Definicia Nech je funkcia y = f(x) definovana v okoli bodu x,. Hovorime, Ze funkcia y = f(x)
je vbode x, diferencovatelna, ak
a) je definovand v okoli bodu x,
b) pre kazdé x z okolia bodu x, mozeme prirastok Ay = f(x) — f(x), ktory prislicha prirastku
Ax = x — x( vyjadrit v tvare
f(x) — f(xg) = A.Ax + w(Ax).Ax,
kde A je redlne ¢islo, w(Ax) je spojitd funkcia prirastku Ax a plati Al;iclllo w(Ax) = 0.

Priklad Zistite, ¢i funkcia y = x3 je diferencovatelna v bode x, = %z jej definicného oboru. Ak
ano, urcte prirastok Ay pre Ax = 0,01.

Riedenie. Zistime, & pre prirastok funkcie y = x3 existuje vzmysle definicie redlne &islo A4,

odpovedajtca spojita funkcia w(Ax). Poéitajme:

) = fxo) = f(xo + Ax) — f(x0) = (xo + Ax)3 — x5 =
= x8 + 3x5.Ax + 3xp. (Ax)? + (Ax)3 — x3 = 3x¢.Ax + 3x,. (Ax)? + (Ax)3 =
= 3x2.Ax + (3x,. Ax + (Ax)?). Ax

’ 1
Dosadime za xy = Sa dostaneme

1
Ax + (3.§Ax + (Ax)2>.Ax

3
Ax + (EAx + (Ax)2> .Ax.

Ak poloZzime A = %a oznacime w(Ax) = gAx + (Ax)? ako funkciu premennej Ax , potom treba uz len
overit spojitost funkcie w(Ax) a jej limitu pre Ax — 0.

Funkcia w(Ax) = %Ax + (Ax)? ako kvadratickd funkcia premennej Ax je spoijita a plati:
3
. s = 2 —
AIJICI;I)IO w(Ax) = A1}1{1_1)10 (2 Ax + (Ax) ) 0.

. - " 1
Funkcia y = x2 je diferencovatelnd v bode x, = >

Ak Ax = 0,01, potom

1 3 3
X} -2 =0y =2.001+ (E 0,01 + (0,01)2) .0,01

3
Ay = 1 0,01 + (E 0,01 + (0,01)2) .0,01

Ay = 0,0075 + (0,015 + 0,0001).0,01
Ay = 0,0075 + (0,0151).0,01
Ay =0,075151
Ak od bodu x; = % na osi x,,0dsko¢ime” o Ax = 0,01 vlavo alebo vpravo, funkéna hodnota sa zmeni
z hodnoty yg = % o Ay = 0,075151 nasledovne:
a) prexy, = %— 0,01 klesne na hodnotu f(x, —0,01) = 0,05349

b) prexy, = %+ 0,01 narastie na hodnotu f(x, + 0,01) = 0,19651.
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Definicia Diferencidlom funkcie y = f(x) v bode x, nazyvame vyraz A. Ax.
Diferencial A.Ax je linearnou funkciou premennej Ax, ktoru zapisujeme
df(xy) = A.Ax
UvaZujme o diferencovatelnej funkcii y = f(x) v bode x4 a pre Ax # 0 odvodime:
fxg+ Ax) — f(xy) = A. Ax + w(Ax). Ax,

f(xo + Ax) — f(xo)

Ax
. fxo+Ax) — fxo)
m =

A1915—>0 Ax A]chl’_l;lo A+ A]chl’_l;lo Aw(Ax)

xo + Ax) — f(x
limf(o ) f(O)zlimA+0
Ax—0 Ax Ax—0

I [+ Ax) — f(xo)
im =
Ax—0 Ax

f'(xo) = A.

Veta Funkciay = f(x) je v bode x, diferencovatelnd vtedy a len vtedy, ked' md v bode x derivdciu

= A+ w(Ax)

A

a plati:
df (xo) = f'(x0). Ax

Priklad Vypoditajte diferencial funkcie y = ¥x + 8 v bode x, = 0 a zistite jeho hodnotu pre
prirastok Ax = 0,01.

Riedenie. Vypotitame derivaciu zloZenej funkcie y = 3/x + 8 v bode x, = 0.
y=f'(x)=( AVu) =1.(u3) =1.-.u =-—U3= =
3 3 3.3/(x + 8)2

1 1 1
3.3/(0+8)2 3.364 12
Diferencial funkcie y = 3/x + 8 v bode x, = 0 je vyraz

1
df(0) =—.A
f(0) = 5. Ax,
ktory sa pre Ax = 0,01 rovnd df(0) = % 0,01 ~ 0,00083.

f'(0) =

4.1 Diferencidl a pribliZné vypocty
Ak uvaZzujeme, Ze prirastok Ax — 0, potom diferencial df (xy) = f'(x(). Ax sa tieZ limitne bliZi k 0.
Rovnako aj w(Ax).Ax —» 0 a méZeme pisat
f(xo + Ax) — f(xo) = df (xo).
Odtial vyplyva, Ze hodnotu funkcie y = f(x) v bode x4 + Ax moZno v ,,rozumne malom “ okoli bodu
X priblizne vypocitat pomocou vzorca
f(xo +Ax) = f(x0) + f'(x0). Ax

Priklad Vypocitajte pribliznti hodnotu e?°, ak e ~ 2,71828.
Riedenie. UvaZujme funkciu y = e* a bod x, = 1. Dalej uréime prirastok Ax = 1,05—1 = 0,05 a
derivaciu funkcie y' = (e*)’ = e*. Pouzijeme predchadzajuci vzorec a odvodime:
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f(xo +Ax) = f(x0) + f'(x0)- Ax
e105 = ¢1+0,05 & o1 4 (¢1)7.0,05
el05 ~ 2,71828 + 2,71828.0,05 = 2,854109.
Priklad Matematické kyvadlo ma periédu uréent vztahom T = Zn\/g, kde [ je dizka vldkna, na
ktorom je zavesené zavazie, a g = 9,81 sz Vypotitajte pribliznd hodnotu o kolko upravit dizku
pévodne 20cm dlhého vldkna, aby sa periéda zmenila o 0,1s.

RieSenie. Ak ma kyvadlo 0,2m dlhé vldkno, jeho peridéda sa rovnd

’ 0,2
To = 2m o8l 2.3,14,/0,02038 = 6,28.0,14278 = 0,89668 s

Dalej upravime dany vztah:

2

(5w) ="
g- 2n)
9 2
—.T“ =1
412
a pouZijeme diferencidl upravenej funkcie v bode Ty s prirastkom AT = 0,1.
~ (9 72
A~ (3=.T?) AT
9

9,81
0,89668.0,01 = 0,04456m

~2.(314)2
Ak sa ma pdvodna peridda T, = 0,89668s zvysit 0 0,15, je potrebné prediZit vldkno o 4,456 cm

na dizku 24,456 cm.
Ak sa ma periéda Ty 0 0,1s znizit, musime vlakno o 4,456 cm skratit na dizku 15,544 cm.

Al

4.2 Geometricky vyznam diferencialu

Nech funkciay = f(x) mav bode P[x,, f (xg)] zostrojent dotyénicu t: y — f(xo) = f'(xg). (x — x¢).

Y

f(.I'() + AI)

f(xo)

/O €Iy v.l'() + Ax

Obr.4.1

Na grafe funkcie vyznacime dalsi bod Q[x, + Ax, f(xo + Ax)]. Priamka x = x, + Ax zostrojend

bodom @ kolmo na os x, pretina dotycnicu t v bode M.
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Sucasne na danej priamke leZi aj bod N[x, + Ax, f(xg)]. V pravouhlom trojuholniku PMN plati:

. __IMN| _|MN|
ana = NI~ TBxl’
KedZe tana = f'(x,), odvodime IMN| = f"(xq).|Ax| = |df (xg)]-

Diferencial df (xy) v absolitnej hodnote je geometricky dizka use¢ky MN, ktora reprezentuje tzv.

prirastok na dotycnici t.

4.3 Cvicenie
1. Ukazte, 7e funkcia y = 5x — x? je diferencovatelhd a urcte prirastok Ay pre x, = 2 a Ax = 0,001.
2. Vypocitajte pribliznd hodnotu funkcie y = f(x) pre:
a)y=vV1l+xprex=0,2 b)y = el pre x = 1,05
3. Priblizne vypoditajte:
a) V17 b) arc sin 0,54 c) arctang.
4. Vypocitajte diferencial funkcie y = f(x) pre lubovolné x a Ax:

a)y =x>—3x%+3x b)y = x™e*.Inx,x >0 c)y::_x
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5 Vyznamné vety diferencialneho poctu

Veta (Fermat) Ak funkcia y = f(x) definovand na intervale (a, b) v bode x, tohto intervalu nadobtda
maximdlInu (alebo minimdlInu) hodnotu a mad v bode x derivdciu (vlastnu alebo nevlastnu), potom pre
jej derivdciu plati: f'(xg) = 0.

Dokaz. Predpokladajme, Ze funkcia y = f(x) ma na intervale najvacsiu hodnotu v bode x, a sucasne
v tomto bode x,, existuje aj derivécia f'(x).
1) Uvazujme o bode x; zintervalu (a, b) také, Ze x; < x; . KedZe v x, je najvacsia hodnota,
plati:  f(x1) < f(xp). Z toho vyplyva, Ze
f(xy) — f(xo) >0
X1 — Xo

a pre jednostrannu limitu plati: lim f @) =f (%o) >0

xX1-Xg  X1—Xo

2) Ak uvazujeme o bode x, zintervalu (a, b) také, ze x, < x, a tieZ je v x; je najvacsia

hodnota, potom mame: f(x2) < f(x0). Ztoho zase vyplyva, ze
xy) — f(x
fO2) = f(x0) <0
X2 —Xo
a pre jednostrannu limitu plati: lim [ (xz)~f (%o) <0

x-xg X1 %o
Z uvedeného dostdvame

x,) — f(x x) — fx

lim fx) = f( O)sos lim fx) = f( o)_
xp=xg X1~ X X1=X5  Xp— Xo

KedZe jednostranné derivécie sa rovnaju samotnej derivécii, plati f'(x,) = 0. Obdobny dokaz by sa

previedol pre minimum v bode x,. |

Fermatova veta ma zaujimavy geometricky dosledok.
Ak funkcia y = f(x) ma v bode x, extrém a existuje vdanom bode x, derivacia, doty¢nica v bode x,
je rovnobezna s osou x.

Treba si tiez uvedomit, Ze podmienka existencie derivicie f'(x,) v bode x, je dbleZitd. Vhodnym
prikladom je funkciay = |x|, ktord ma v bode x, = 0 minimum, ale derivacia v danom bode neexistuje
(nemoze sa rovnat 0).

Veta (Rolle) Ak funkciay = f(x) vyhovuje podmienkam:
a) je spojitd na uzavretom intervale {a, b),
b) v kaZdom bode otvoreného intervalu (a, b) mda derivdciu (vlastnu alebo nevlastnu),
o fla)=f(),

potom

existuje aspofi jeden bod x, € (a, b) taky, Ze f'(x,) = 0.

Veta (Lagrange) Ak funkcia y = f(x) vyhovuje podmienkam:

a) je spojitd na uzavretom intervale {a, b),

b) v kaZdom bode otvoreného intervalu (a, b) mda derivdciu (vlastnu alebo nevlastnu),
potom

existuje aspofi jeden bod x, € (a,b) taky, Ze  f'(xy) = _f(b;:g(a)'
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Dokaz. Uvazujme o pomocnej funkcii F(x) = f(x) + A.x, kde A € R je vhodna konstanta. Urcime ju
tak, aby F(a) = F(b). K tomu je potrebné, aby platilo:
f(b) - f(a)

b—a ]
Ak je takto zvolena konstanta A, pomocnd funkcia y = F(x) splia predpoklady Rolle-ho vety
a existuje taky bod x, € (a,b), ze F'(xy) = 0.
Z toho vyplyva, Ze:

1=

vy fb)—f(a)
flxo) === =
|
Langrange-ova veta sa niekedy v literatlre nazyva aj veta o strednej hodnote funkcie. Geometricky
| [0)-r(@
b—a

vyznam je zrejmy. Podie reprezentuje smernicu k secnice grafu funkcie, ktora je urcend

bodmi Pla, f(a)],Q [b, f(b)].

Vzhladom na dokazovanu rovnost f'(x,) = f—(b;:z(a)

sa jedna aj o smernicu dotycnice t ku grafu

funkcie y = f(x) v bode T[x,, f (x¢)]. Smernica PQ a doty¢nica t si rovhobezné.

Ak vyuZijeme fyzikalnu interpretaciu, priemerna rychlost priamociaro sa pohybujliceho bodu na tseku
{(a, b) , ktora je uréena podielom % sa rovnda okamZitej rychlosti v bode x,.

Teda, ak pohybujuci sa hmotny bod mal na Useku {a, b) pri priamociarom pohybe nejaki priemernu
rychlost, pocas jeho trajektdrie musel nastat aspor jeden okamih, ked sa jeho okamzitad rychlost

vyrovnala s priemernou rychlostou.

Y

Obr.5.1

. . 1 .
Priklad Odhadnite hodnotu arc tanE pomocou Langrange-ovej vety.

S . . . 1 . .
RieSenie. Uvazujme funkciu y = arctanx na intervale <0’E>' Funkcia y = arctanx je na danom

. _ o . " 1 .
intervale spojita a ma derivaciu, ktora sa pre kazdé x € <0’E> rovna:

1
I =1z

Podla Lagrange-ovej vety existuje na intervale (0, %) taky bod x, pre ktory plati:
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1
1 arctanz — arctan 0

1+x3 1_,
2

1 arctan%—o
1+x3 1

2

1 . 1
—— - = arctan-—
21+ x3) 2

. KedZe x, € (0, %), plati:

f'(x) =

1
1+x2

Odhadneme hodnotu

2<2(1+x}) <

2 1 1
_S—S_
57 2(1+x3) " 2

Odtial vyplyva: 0,4 <arc tani <05
Istym zovSeobecnenim Langrange-ovej vety je Cauchy-ho veta.

Veta (Cauchy) Ak funkciey = f(x), y = g(x) vyhovuju podmienkam:
a) su spojité na uzavretom intervale {a, b),
b) vkaZdom bode otvoreného intervalu (a,b) md funkcia y = f(x) derivdciu f'(x) (vlastnu
alebo nevlastnu),
c) vkaZdom bode otvoreného intervalu (a, b) md funkcia y = g(x) vlastnu derivdciu g’ (x) # 0,
potom

') _ fD)=f(@)
9'x0)  gb)-g(a)

existuje aspon jeden bod x, € (a, b) taky, Ze

Dokaz je analogicky ako pri dékaze Langrange-ovej vety. PoloZime pomocnu funkciu y = F(x), ktora

sa definuje nasledovne: F(x)=f(x)—2Ag(x),A€R, kde 1 9(0)-g(@)’

Veta (L Hospital-ovo pravidlo) Nech funkcie y = f(x), vy = g(x) splriaju podmienky
a) lim f(x) =0 = lim g(x)
X—Xq X—Xq
alebo
b) lim |g(x)| = co.
X—Xg

f'(x)
g'(x)

. . . s X P
, potom existuje aj xll»r)rclo % a plati
lim NG = lim @
xoxo g/ () %o f(2)
L’ Hospitalovo pravidlo uréuje spbdsob, ako vypoditat limitu z podielu dvoch funkcii, ak je limita Citatela

i menovatela nulovd, alebo limita menovatela v absolutnej hodnote je co.

Ak existuje (vlastnd alebo nevlastnd) lim
X—Xg
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sinx

Priklad =1.
X
Riesenie. KedZe lll’r(l) sinx =0 = 11rr(1)x a pocitame:
X—
sinx |0 ~ (sinx)" . cosx
—|:llm—=11m =cos0=1.
x-0 X 0 x-0 (x) x-0 1

Limita z podielu derivacii existuje, existuje teda aj povodna limita z podielu funkciiy = sinxay = x
arovnasal.

Priklad Vypocitajte 11m

RieSenie. Pouiijeme L’ Hospitalovo pravidlo opakovane.

eX ¥ —2x o (ef—e™=2x) | e*+e*-2)0 o (eF+e™=2)
lim———— ” ”— im =llm—||—|=11m — =
x-0 x—sinx (x — sinx)’ x>0 1—cosx 10 x>0 (1 —cosx)
—e™ 0 o (eF—e™) e¥4e™ 2
—11m —||=11m_—,=11m—=—=2.
x-0 sinx [0 x>0 (sinx) x>0 COSX 1
R
Vysledok: hm—zx =2
x-0 X-— sinx
, Staite li x?
Priklad Vypocitajte xl_r% o

RieSenie. Pre menovatel plati, ze limllnxl = oo, Pouzijeme L’ Hospitalovo pravidlo.

” (x?)’ i 25— lim 22% = 0
—0 x—»r(r)l+ (Inx)’ = oo 1 e
X

x2

lim —
x-0*+In x

Vysledok je limita rovna 0.

. T -
Priklad Vypocitajte lim ax
x_gtan 5x

2

RieSenie. Plati, Ze lim|tan x = oo =[lim|tan 5x| a mame limitu typu ,,g”. Aplikujeme L’Hospitalovo
x—); X—)E
pravidlo opakovane.

1
- tanx ”f” lim (tanx )’ - Cos 2x _
xoltan 5x % T (tan Sx)’ ol 5
2 2 -2ty
cos %5x
1 cos?5x 1_ (cos 5x)2 ”O”
= —|lim—m—m = — —I| =
5 x>0 COS 2x 5 cos x
11_ 5.(— sin5x) 25 -1
5 x_% —sinx ~ 51
Priklad Vypocditajte lim x.In x.
x—-0*
RieSenie. Ak uvazime, ze llI(T)l x=0a= llI(T)l Inx = —oo, potom mame limitu typu ,,0. (—o0)“. Vyraz
- xX—
x.Inx upravime na podiel a pouzijeme L’ Hospitalovo pravidlo.
1
Inx Inx)’ =
llmxlnx—hm—” ”— ( ,) = lim —%*—=—lim x = 0.
x-0% x—0*t x—>0+ 1 x-0t _i x—0t
(E) x?
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Priklad Vypo(itajte lim (tanx - COIS x).

x—=
2

RieSenie. Ak uvazime, Ze llmltanxl =0 a= hm |—| potom mame limitu typu , 00 — c0“. Vyraz

x—»;
upravime a pouzijeme L’ Hospitalovo pravidlo.

) sinx 1 . sinx—1 . Ccosx 0
= lim - = lim —— =lim——=—=0.
x>Z\COSX COSX x_% CcoSsx 72T —sinx —1

lim (tan X —
T

X—>§

COoS X

Z rieSeni uvedenych prikladov vyplyva, Ze L’ Hospitalovo pravidlo mdzeme aplikovat na vypocet limit

ver s , 00 [}
tzv. neurcitych vyrazov typu i 0. oo, P alebo 0 — oo,

Neurcitymi vyrazmi sa nazyvaju limity podielu, rozdielu, sucinu alebo aj mocniny funkcii, kde limity
jednotlivych funkcii existuju, avsak prislusna operdacia medzi nimi nie je definovana (alebo sa neda
odvodit z viet o nevlastnych limitach).

Ukazeme si, ako vypoéitat zostavajuce limity typu 1%, o alebo 0°.
Ak funkcia y = f(x) je kladna pre kazdé x € D(f), potom
F(x)9® = InfID = gg(Inf(x)

lim f(x)g(x) — o llm g().dn f(x)

X—>Xg
Priklad Vypoditajte lirr(l) xx.
X—

Riegenie. Ide o limitu typu 0°, kde y = f(x) = x, y = g(x) = x. Ak uvazujeme x € (0, ), potom
f(x) > 0 a pocitame:
llmxlnx

lim x* = ex~
x-0

Limita lirr(1) x.Inx je typu 0. oo a podla prikladu vyssie plati lirg)l+ x.Inx = 0.
x— x—

Vysledok
. lim x.Inx
lim x* = ex-ot =el=1
x—-0%

5.1 Cvicenie
1. Overte splnenie podmienok Rolleovej vety pre funkciu y = tan x na intervale (0, ).

2. Overte splnenie podmienok Lagrangeovej vety pre funkciu y = x —x2 na intervale (—2,1)
a ndjdite odpovedajuce x, € (—2,1).

3. Najdite na parabole y = x2 medzi bodmi A[1,1], B[3,9] taky bod C[x,,?], aby dotyénica t v bode
C bola rovnobeZna so secnicou AB.

4. Ak pre funkciu y = f(x) plati, Ze f(0) = (—3) a sucasne f'(x) < 5 pre vietky x € D(f), potom
f'(2) < 7. Dokazte pomocou Lagrange-vej vety.

5. Vypocitajte L’ Hospitalovym pravidlom
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. X342x%—x+2
a) lim

x=1 x3-7x-6

eX—esinx

e) lim &——°—
x—=0 x-sinx

h) lim x.sin !

X—00 X

X.cos x—sinx

b) }Ci_r)rtl) =
f) ;lclg% (sin2 x ;)

. . 1 1
i) lim (— - —)
x—1 \x—1 Inx

51

. 1-
c) lim —

ex
x—1 1—sin7 5

d) lim —

xX—00 X

g) lim (Inx.In(x — 1))
x—-1%

1
5 1 O
J)xirgl+(co x)



6 Monoténnost funkcie

Monoténnost funkcie je pojem, ktorym sa oznacuje, ¢i funkcia na istom intervale rastie alebo klesa.
Exaktne to vymedzuje definicia.

Definicia Hovorime, Ze funkcia y = f(x) je na defini¢cnom obore D (f):
a) rydzomonotdnna, ak je rasttca alebo klesajuca,
b) monotdénna, ak je neklesajuca alebo nerastuca.

Len pripominame, Ze funkcia je:
a) rastlca, ak Vxq, x5, € D(f), x1 < x5 = f(x1) < f(x3),
b) klesajuca, ak Vxy,x, € D(f), x1 < x3 = f(xq1) > f(xy),
c) nerastlca, ak Vxq,x, € D(f),x1 < xp = f(x1) = f(x3),
d) neklesajuca, ak Vxq,x, € D(f),x; < x, = f(xy) < f(xy).

Veta Nech funkcia y = f(x) je spojitd na intervale (a, b) a md derivdciu v kaZdom jeho vnutornom
bode x,.

Funkcia y = f(x) je neklesajtca vtedy a len vtedy, ked pre kazdé x € (a, b) plati: f'(x) = 0.

Dokaz. 1 =) Nech funkcia y = f(x) je spojita na intervale (a, b) , ma v kazdom jeho vnitornom bode
derivéciu a sucasne je neklesajuca. Ukazeme, Ze derivacia f'(x) je nezdporna.

KedZe je funkcia neklesajuca, potom pre x; < x, z intervalu (a, b) je f(x1) < f(x,) a plati, Ze podiel
fe)—f(x1)

X2—X1
limita

= 0. V kazdom vnutornom bode intervalu (a, b) existuje derivacia, preto ma zmysel aj

o< i LODTSG@ o

Xo—Xq x2 —_ xl

2 &) Nech funkcia y = f(x) je spojitd na intervale (a,b), ma v kazdom jeho vnidtornom bode
derivéciu, ktora je nezdporna. Ukazeme, Ze funkcia y = f(x) je neklesajuca. Podla Lagrange-ovej vety
f(xz)—f(x1)

existuje na intervale (x{, x,) bod x,, pre ktory plati f'(x,) = poaa
2711

FGx2)—f(x1)
2

po— = 0. Z podmienky x; < x, dostdvame, Ze
—A1

Sucasne je derivacia nezaporna, teda f'(x,) =

f(x1) < f(x3). Tym sme dokazali, Ze funkcia y = f(x) je neklesajuca. [

Priklad Zistite intervaly, na ktorych je funkcia y = x? — 7x + 10 monotdénna.

y=a>—Tr+10




Rie$enie. Zderivujeme funkciu y = x2 — 7x + 10 a jej derivéciu poloZime vi&siu alebo rovnu 0.
7
y'=2x—-7=20 @xozz.
Funkcia ¥ = x% — 7x + 10 je na intervale G 00) rastdca.

Obdobne, ak by sme polozili y' = 2x — 7 < 0, zistime, Ze funkcia je na intervale (—00, %) klesajuca.

Z rieSenia prikladu su zrejmé dosledky.

Désledok 1. Na intervale (a, b) spojitd funkcia y = f(x), ktord md v kaZdom vnutornom bode tohto
intervalu derivdciu je rastica vtedy a len vtedy, ked f'(x) > 0.

Désledok 2. Na intervale (a, b) spojitd funkcia y = f(x), ktord md v kazdom vnutornom bode tohto
intervalu derivdciu je klesajuca vtedy a len vtedy, ked f'(x) < 0.

Priklad Zistite intervaly, na ktorych je funkciay = x + % monotdnna.
Obr. 6.2
RieSenie. V prvom rade si treba uvedomit, Ze funkcia y = x +§ je definovana na (—0,0) U (0, ).
Pre jej derivaciu odvodime
, ( N 1)' " 1
= x —_— = eee — — —
y X x?
Derivaciu poloZime rovnu 0 a dostaneme
2_
1-—=0eil-0ox?-1=0ox,=-1,x=1.
X

xZ
Defini¢ny obor rozdelime na Ciastkové intervaly a ur¢ime hodnoty derivacii vo vnutornych bodoch
tychto intervalov??. Prehladne zapi$eme do tabulky.

Tab. 6.1
x (—o,—1) | —1 (-1,0) 0 (0,1) 1 (1,0)
ff(x) | f'(x)>0 f'(x) <0 | nedef. f'(x) <0 f'(x)>0
f(x) | rastie klesa klesa rastie
7 \ - N 7

22 Ur¢it hodnotu derivécie vo vnutornom bode znamend vybrat niektort hodnotu z daného intervalu a dosadit

2
ju do prislusnej derivécie, napr. z (—o, —1) vyberieme hodnotu (—2) a poéitame f'(-2) = o1 _3

(-2)?




6.1 Cvicenie
1. Urcte intervaly, kde funkcia rastie:

a)y=x?>+4x+5 b)y = x> —15x3 + 3
2. Urcte intervaly, kde funkcia klesa:

a)y=x3-12x—6 b)y =x3—18x2+27x — 7
3. Najdite intervaly, na ktorych su funkcie monotdnne:

a)y =x3—x b)y=1f7

d)yzxzx_1 e)y=x—2Ilnx
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7 Stacionarny bod a extrémy funkcie

Ako sme ukazali v predchddzajucich prikladoch, existuju funkcie, ktoré maju v istych bodoch derivacie
rovné 0.

Definicia Bod x, € D(f) funkcie y = f(x) sa nazyva stacionarnym bodom, ak existuje vdanom
bode x, derivécia a plati: f'(xo) =0.

Stacionarny bod je teda bodom, v ktorom méZe (ale aj nemusi) existovat extrém. Pozrite si opat znenie
Fermatovej vety.

Definicia Nech x4 € D(f) funkcie y = f(x). Hovorime, Ze funkcia y = f(x) ma v bode x,
lokdlne maximum, ak existuje také okolie U(x,) bodu x; , Ze pre kazdé x € D(f) N U(x,) plati:
f(xo) = f(x).

Ak plati, Ze f(xg) > f(x), hovorime o ostrom lokalnom maxime.
Analogicky sa definuje aj lokalne minimum a ostré lokalne minimum.

Na obr. 6.2 je ostré lokalne maximumv x; = —1 a nadobuda ho na grafe v bode A[—1, —2]; kym ostré
lokalne minimum funkcia nadoblda v x, = 1 a na grafe je zndzornené bodom B[1,2].

Definicia Nech x, € D(f) funkcie y = f(x). Hovorime, Ze funkcia y = f(x) ma v bode x,
globalne maximum, pre kazdé x € D(f) plati:
f(xo) = f(x).

Ak plati, Ze f(xy) > f(x), hovorime o ostrom globalnom maxime.

Analogicky sa definuje aj globalne minimum a ostré globalne minimum.

Na obr. 6.1 nadobuda v bode x, = % funkcia y = x2 — 7x + 10 ostré globalne minimum, ktoré na

, . 7 9
grafe znazornené bodom V [5, - Z]'

Veta Nech funkciay = f(x) je spojitd v bode x, a sucasne pre kaZdé x z lavého okolia bodu x je
derivdcia f'(x) > 0; pre kaZdé x z pravého okolia bodu x, je derivdcia f'(x) < 0, potom md funkcia
y = f(x) v bode x ostré lokdIne maximum.

VSimnime si Tab. 6.1. Funkciay = x + % ma na intervale (—oo, 1) t.j. lavom okoli bodu x, = —1 kladnu
derivéciu, v pravom okoli bodu xy = —1, t.j. na intervale (—1,0) ma zase zdpornu derivaciu.

V bode xy = —1 je ostré lokdlne maximum.

Priklad Uréte extrémy funkcie y = e *.x2.

Rie$enie. Funkcia y = e *.x? je definovana na (—o, ®). Pre jej derivéciu odvodime

y' = (e *.x?) = —e*.x? +e*.2x = e *(—x? + 2x).
Staciondrnymi bodmi su
e ¥ (—x?2+2x) =0 —x?2+2x=0Sx;, =0,x, = 2.
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[

2 xTr
Obr.7.1
Zistime monotdénnost funkcie.
Tab.7.1
X (—0,0) 0 (0,2) 2 (2,)
f'(x) | f'(x) <0 |ostré | f'(x) >0 |ostré | f'(x) <0
fx) klesa lok. rastie lok. klesa
N min. Ve max. N

Funkciay = e *.x% méav bode x; = 0 nielen ostré lokdlne minimum, ale aj glob4lne minimum. V bode
B na grafe funkcie je ostré lokdlne maximum, ktoré vsak nie je globdlnym maximom. Pre x < —0.56
funkcia nadobuda vacsie hodnoty ako pre x = 2.

Priklad Urcte extrémy funkcie y = 2x + 3Vx2.

RieSenie. Funkciay = 2x + 3Vx? je definovana na (—oo, ). Vypocitame jej derivaciu a polozime ju

rovnu 0.
/ 2y 2 2 1 2
"= (2x + 33«2 =2+3.( §) =2+3.—( 5‘1)=2+2.( ‘§)=2+—=
y ( x x ) x 3 x x e
2 1+ Vx
=24+-==-=2 =0 e 1+3¥x=0.
Vx Vx
Yy
y =2z + 3.Vax2
A
€Tr
o :*i 0
Obr. 7.2
Odtial vyplyva, Ze stacionarnym bodom je x, = —1. Sucasne si vSimnime, Ze derivacia y' nie je

definovana pre x = 0.

Naviac, funkciay = 2x + 33/x2 nema v bode x = 0 derivaciu, lebo
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1+3§/E> _
) =

=4 00
x—0~ Vx x—0~ x—0+

3
lim (2.”\/}) =2. lim (%+ 1) ——» a lim (2.

Funkcia vSak méze mat extrém aj v bodoch, kde derivacia neexistuje. Z toho dévodu v prislusnej
tabulke rozdelime defini¢ny obor na podintervaly nasledovne:

Tab.7.2
x (—o,-1) | —1 (—=1,0) 0 (0, )
f'(x) | f'(x) >0 |ostré | f'(x) <0 |ostré | f'(x) >0
f(x) rastie lok. klesa lok. rastie
7 max. N min. 7

Veta Nech funkcia y = f(x) md staciondrny bod x a existuje f"(xg).

a) Ak f"(xq) > 0, funkcia y = f(x) mad v bode x ostré lokdlne minimum.
b) Ak f"(xq) <0, funkciay = f(x) mad v bode x ostré lokdlne maximum.

Priklad Uréte extrémy funkcie y = e™*.x2 pomocou 2. derivécie.

Riesenie. V rieseni (obr. 7.1) boli uréené staciondrne body x; = 0,x, = 2. Vypocitame 2. derivaciu ako
derivaciu 1. derivacie:
y'= (e (—x?+2x)) = —e™¥(—x? + 2x) + e ¥ (—2x + 2) = . (x? — 4x + 2).
Zistime hodnotu 2. derivdcie v stacionarnych bodoch:
a) f"(0)= e %(0%2-40+2)=--=2>0.
V bode x; = 0 je ostré lokalne minimum.
b) f'"(2)= e 2.(22-42+2)=--~-0,27<0.
V bode x, = 2 je ostré lokalne maximum.

Veta Nech funkciay = f(x) je spojitd na uzavretom intervale {(a,b). Funkcia y = f(x) nadobida
na {a, b) svoje globdlne extrémy bud'v bodoch lokdlnych extrémov na intervale (a, b) alebo v krajnych
bodoch intervalu {(a, b) .

Priklad Pravouholnik ABCD ma konstantny obvod 2p. Uréte pomer dizok jeho stran tak, aby
mal maximalny obsah.

RieSenie. Ak oznalime |AB| = x, |BC| = z, potom pre obvod plati 2(x+z) =2p=>z=p —=x.
Obsah S zase odvodime zo vztahu S=x(p—x)=px—x>2
Uréime extrém funkcie S = px — x? cez stacionarny bod.

S'=(@px—x%)'=p—2x=0.

Stacionarnym bodom je x, = g.

Z druhej derivacie S" = (—2) vyplyva, Ze v bode x, = gje globdlne maximum. Vysledny pravouholnik
je Stvorec aplati |[AB| = |BC| = g.
7.1 CvicCenie
1. Urcte extrémy funkcie
a)y = x3 — 3x+3 b)y=ﬁ c)y=m
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dy=xInx e)y=2ﬁ f)ly =x +sinx
g)y=m hyy =xVx—1 i)e*.sinx

Urcte extrémy funkcie y = f(x) na intervale:

a)y =x3,x € (—1,3) b)y = 2x3 +3x% —12x + 1, x € (—10,12)

o)y =+5—4x,x € (-1,1) d) y = [x? — 3x + 2|, x € (~10,10)

Urcte lokalne extrémy funkcie y = x + % a presvedcte sa, ze pre kazdé x € D(f) plati:

= 2.

xX+-=
X

Urte koeficienty p, q € R tak, aby funkcia y = x? + px + q nadobudala minimum v bode grafu

A[1,3].

Urcte globdlne extrémy funkcie y = e* — 1 — x a ukazte, Ze pre kazdé x # 0 plati: e* > 1 + x.

Stanovte rozmery otvoreného bazénu so $tvorcovym dnom aobjemom 30m3 tak, aby sa
spotrebovalo minimum materialu na obklad.

Do kruZnice s polomerom 7 je vpisany pravouholnik. V akom pomere su dizky jeho stran, ak ma
maximalny obsah?

Z tvrdého papiera v tvare obdiZnika s rozmermi 2,5dm x 4dm sa v jeho rohoch vystrihli $tvorce tak,
aby z papiera zloZena krabica mala maximalny objem. Akd dlha je strana vystrihnutych Stvorcov?

Rychlost chemickej oxidacie uréitej latky je dand vztahom v = k. (100c? — ¢2), kde k je rychlostnd
konstanta zavisla len od teploty a c je koncentracia prislusnej oxidovanej latky. Zistite, pre aku
koncentraciu ¢ je rychlost reakcie maximalna.

58



8 Flexia grafu funkcie a inflexny bod
Flexia grafu funkcie znamena ohyb samotnej krivky. RozliSujeme dva ohyby. Uvazujme o rasticej
funkcii y = f(x) naintervale (a, b) tak, ze A[a, f (a)], B[b, f(b)] (obr. 8.1).

Yy
.B Yy

a) b)
Obr. 8.1

V oboch pripadoch funkcia rastie, konkavne (obr. 8.1a) a konvexne (obr. 8.1b). Analogicka situdcia

mozZe nastat pre klesajucu funkciu.

Hovorime, Ze funkcia y = f(x) je konvexna na intervale (a,b) c D(f), ak pre tri

Definicia
body x1,%,,x3 € (a,b) také, ze x; < x5 < x3, plati:

f(xz) = f(x1) - f(x3) — f(xl).

X2 — X1 X3 — X1

Hovorime, Ze funkcia y = f(x) je rydzo konvexna na intervale (a,b) € D(f), ak pre tri body

X1,%X2,X3 € (a,b) také, ze x; < x, < x3, plati:

f(xz) = f(xq1) < f(x3) — f(x1)

Xy — X1 X3 — X1

Geometricky — bod P,[x,, f(x3)] lezi ,pod” priamkou uréenou bodmi P;[xq, f(x1)], Pslxs, f(x3)]

(obr. 8.2a).
Pyl f(9)] Yy

Yy
y = f(z) /

03] f(3)]

Pl[l'lg f(‘Tl)]

Py

Py[wg, f(22)] 0
T L) T3

Obr.8.24a,b
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Definicia Hovorime, Ze funkcia y = f(x) je konkdvna na intervale (a,b) © D(f), ak pre tri
body x1,%,,x3 € (a,b) také, ze x; < x5 < x3, plati:
f(x2) = f(x1) < fx3) = f(x1)
Xy — Xq X3 — Xq
Hovorime, Ze funkcia y = f(x) je rydzo konkavna na intervale (a,b) € D(f), ak pre tri body
X1,%X2,X3 € (a,b)také, ze x; < x, < x5, plati:
fx2) — f(x1) - f(x3) = f(x1)
Xy — X1 X3 — X1
Geometricky — bod P, [x,, f(x;)] leZi ,nad” priamkou uréenou bodmi P;[xq, f(x1)], Ps[x3, f(x3)]
(obr. 8.2.b).

Veta Nech funkcia'y = f(x) md na intervale (a, b) derivdciu y' = f'(x). Funkcia y = f(x) je na
intervale (a, b) rydzo konvexnd vtedy a len vtedy, ked y' = f'(x) je na intervale (a, b) rastica.

Analogicky mozno sformulovat tvrdenie o rydzo konkavnej funkcii a klesajlcej derivacii na danom
intervale.

Veta Nech funkciay = f(x) md na intervale (a, b) druhd derivédciu y" = f" (x). Funkciay = f(x)
je na intervale (a,b) rydzo konvexnd vtedy a len vtedy, ked’ pre kazdé x z intervalu (a,b) plati, Ze
f"'(x) > 0 a sucasne neexistuje podinterval intervalu (a, b), kde by sa f''(x) = 0.

Analogicky mozno sformulovat tvrdenie o nezdpornej druhej derivacii na danom intervale
a konvexnosti funkcie.

Obdobné vety platia aj pre rydzo konkavnu, resp. konkavnu, funkciu.

Priklad Uréte intervaly, na ktorych je funkcia y = §x3 — 2x2 + 1 konkdavna alebo konvexna.

RieSenie. Definiénym oborom funkcie je D(f) = (—, ). Postupne vypocitame derivacie.

!

1
y’=(§x3—2x2+1) = =x2—4x

y'=(x?—4x) =2x—4
Funkcia je rydzo konvexna vtedy a len vtedy, ked' y”’ > 0,. Odtial vyplyva, ze 2x —4 > 0 & x > 2.
Funkcia je rydzo konkavna vtedy a len vtedy, ked vy’ < 0,. Odtial' vyplyva, ze 2x —4 < 0 & x < 2.

1
y=—-z2—22241
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Obr. 8.3
Definicia Hovorime, Ze funkcia y = f(x) ma v bode x; inflexny bod, ak

a) mavtomto bode derivéciu,
b) vIlavom okoli bodu x je rydzo konvexna a v pravom okoli bodu X, je rydzo konkdvna alebo
opacne.

Na obr. 8.3 je inflexny bod v x, = 2, pretoze f'(2) = (—4) a v bode x, sa meni krivka z konkdvnej na
konvexnu. Bod P[x,, f (xo)] je inflexnym bodom grafu.

Veta Ak md funkciay = f(x) v bode x, inflexny bod, potom " (x,) = 0 alebo f''(x,) neexistuje.

Vetu nemoino obrétit. Funkcia y = x* mé v bode x, = 0 druhd derivéciu rovni 0, ale nemd v fiom
inflexny bod. Funkcia je totiZz na celom definicnom obore konvexna.

Obr. 8.4

Veta Ak md funkciay = f(x) v bode x, druhd derivaciu f'' (xy) = 0 a sucasne f'" (x,) # O,
potom md v bode x inflexny bod.

Priklad Urcte inflexné body funkcie y = x — sin x.

Riesenie. Definiénym oborom danej funkcie je tiez D(f) = (—oo, 00).

y
P
P
- -
V 0O I o
Py
Obr. 8.5
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Postupne derivujeme funkciu.
y'=(x—sinx)' =1—cosx

y" =sinx
Polozime y"” = 0 aodvodimex, =0+ k.m, k € Z.
KedZe y"" = cosx a cos(0 + k.m) = +1,
funkcia y = x — sinx ma nekonecne vela inflexnych bodov pre x, =0+ k.7, k € Z.
Priklad Urcte inflexné body funkcie y = Vx + 2.

Riesenie. Definicnym oborom danej funkcie je tiez D(f) = (—oo, ). Vypocitame druhu derivaciu
funkcie, ktora sa rovna

yu — 2
93/ (x + 2)5
Pre kazdé x € R plati, ze y'' # 0, avsak druhd derivacia nie je definovana pre x = —2 a plati, ze

2
lim <_ —>
x>=2\ 9y (x+2)°

neexistuje (ak je x < —2, potom je y'' > 0 ; pre x > —2 zase odvodime, ze y"' < 0).
Bod A[—2,0] je inflexnym bodom grafu funkcie y = Vx + 2.

Yy

Obr. 8.6

8.1 Cvicenie
1. Urcte interval, na ktorom je funkcia y = f(x) konkdavna, resp. konvexna:

a)y =x3—6x2+12x+ 4 b)y=ﬁ c)y=#312
d) x —sinx e)y =x2Inx
2. Vypocitajte inflexné body funkcie y = f(x):
a)y=x+1i§2 b)y =x+Inx c)y =In(4 — x?)
dy= e e)*y =x.sin(lnx), x >0
3. UkaZzte, Ze inflexné body funkcie y = ;:_11 leZia na jednej priamke.

4. K danej funkcii y = f(x) urcte:
1) definicny obor,
2) Cije funkcia parne alebo neparna,
3) prieseéniky funkcie s osami x, y,
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4) intervaly, kde je funkcia monotdnna,
5) extrémy funkcie,
6) intervaly, kde je funkcia konkdvna , resp. konvexna,
7) inflexné body,
8) asymptoty grafu funkcie
a nacrtnite samotny graf, ak:

a) y=x3-3x b)y=x2x_1 oy=3V1—x3 d)y=(x-3).Vx
e) y =sinx + cos?x f)y=l% g) y = x.arctanx h)* y = x*
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9 Neurcity integral
Ukazali sme, Ze v pripade funkcie y = f(x) definovanej na nejakom intervale, ma zmysel uvaZzovat o jej
derivacii y' = f'(x). Proces, ako vypocitat derivéciu sa struéne nazyva derivovanie funkcie. Opacny

proces, kedy k danej funkcii y = f(x), definovanej na nejakom intervale, hfadame funkciu y = F(x),
pre ktoru plati F'(x) = f(x), nazyvame integrovanim funkcie. Definujeme postupne a presne.

Definicia Nech y = f(x) ay = F(x) su dve funkcie, ktorych definicné obory D(f), D(F)
obsahuju otvoreny interval I (aj neohranic¢eny) a nech funkcia y = F(x) ma na intervale I derivéciu.
Ak pre kazdé x € I plati F'(x) = f(x), potom funkciu y = F(x) nazyvame primitivnhou funkciou
k funkcii y = f(x) naintervale I.

Ohladom definicie primitivnej funkcie je potrebné si uvedomit dve zakladné skutoc¢nosti:

a) funkcia y = F(x) je primitivna funkcia k funkcii y = f(x) vzhladom na uréeny interval.

na intervale

Napr. funkcia y = F(x) = tan x je primitivna funkcia k funkcii y = f(x) =

cosZx

. T 31
na intervale (——,—),
2’ 2

(—%,%), ale nie je primitivnou funkciou k funkcii y = f(x) =

cos2x

v .. . , T
pretoze nie je definovand pre x = >

b) V kapitole 3.3 sme uviedli vetu, podla ktorej: ,ak md funkcia derivdciu v kazdom bode
daného intervalu, potom je na tomto intervale spojitd.”

Primitivna funkcia y = F(x) ma tuto vlastnost, preto je na intervale I vidy spojita.

Veta Aky = F(x) je primitivna funkcia k funkcie y = f(x), potom aj funkcia y = F(x) + c pre
lubovolnu konstantu ¢ € R je primitivna funkcia k funkcii y = f(x) na danom intervale.

Dokaz. Ak pre kazdé x € I plati F'(x) = f(x), potom aj
FxX)+c) =F'x)+c" =f(x)+0=f(x). ]

Priklad Na intervale (—oo, ) uréte primitivnu funkciu k funkcii y = e*, ktorej graf prechadza
bodom P[1,3].

y=e¢"+c

Obr.9.1
RieSenie. Primitivna funkcia y = F(x) na intervale (—oo, o) k funkcii y = e* je funkcia

y=F(x)=e*+c kdec €R.
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Ak ma graf funkcie F(x) = e* + ¢ prechadzat bodom P[1,3], potom
3=el4+c=>c=3-c.
Vysledkom je funkciay = F(x) = e* + 3 — e (obr. 9.1).

Veta Aky = F(x),y = G(x) su primitivne funkcie k funkcii y = f(x) na intervale (a,b), potom sa
lisia o konstantu.

Dokaz. Ak uvaZzujeme, ze H(x) = F(x) — G(x), potom jej derivécia pre kazdé x € (a, b) sarovna 0,
lebo plati:

H'(x) =F'(x) = G'(x) = f(x) = f(x) = 0.

Ak vezmeme fubovolné x4, x, € (a, b) také, ze x; < x,, potom podla Lagrangeovej vety o strednej
H,(C) — H(xz)—H(xq)

hodnote existuje medzi x4, x, také c, ze plati: po—
KedZe derivacia H'(x) = 0 pre kazdé x z intervalu (a, b), odvodime:
H(xz) —H(x1) = H'(¢). (x2 —=x1) = 0.(x; —x,) =0
H(x;) = H(xq).
Funkcia H(x) = F(x) — G(x) je konstantna a plati:
F(x)=G(x)+c,

kde ¢ € R. ]

Z uvedeného vyplyva — ak sa primitivne funkcie k danej funkciiy = f(x) naintervale! liSialen o redlnu
konstantu.

RieSenie nasledujuceho prikladu ukazuje, Ze primitivne funkcie y = F(x) ay = G(x) k danej funkcii
y = f(x) nemusia mat rovnaky funkény predpis. Ich funkéné hodnoty sa vsak odlisuju o konstantu.

i 2
Priklad Ukazte, Ze funkcie y = S y=— cosin) su primitivne funkcie k funkcii

y = sinx.cosx na intervale (—oo, o). Zistite, o aku konStantu sa liSia.

RieSenie. Vypocitame derivacie oboch funkcii. Plati:

i 1
. (sin®x 1 _ _
y' == =E.2.smx.cosx=smx.cosx

, cos(2x)\’ 1 5 e _sin(2x) _ _ sinx.cosx
y' = 2 =-7 .(—sin(2x)) = > =2 >

Pre kazdé x € (—oo, ) su obe funkcie primitivne k funkcii y = sin x. cos x a méZzeme napisat:

= sinx.cosx

sin®x _ cos(2x)
2 4

Ak zvolime, napr. x = 0, dostaneme:
sin? 0 cos(2.0)
= - +c
2 4
cos0 1

= - + = =
4 € "
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y
_ sin*x
Y=
(@]
\/ T
_ cos2x
-0.25 y= y
Obr.9.2

Definicia Lubovolnu primitivnu funkciu y = F(x) + ¢, kde ¢ € R k funkcii y = f(x) naintervale

I nazyvame neurcitym integralom a zapisujeme

ff(x)dx =F(x)+c.

Funkciuy = f(x) nazyvame integrovanou funkciou, premennu x zase integracnou premennou, cislo
¢ € R nazyvame integracnou konstantou.

Z uvedeného vyplyva, Ze operacie ako derivovanie a integrovanie suU navzajom inverznymi operaciami
s funkciami. Integrovanie niektorych elementérnych funkcii vyplyva z ich derivacii a moézeme zapisat

do tabulky.
Tab. 9.1
[adx=ax+c,a#0 dexzc,cER
1 T
fx"dx: +c¢, n#1l f dx =tanx+c,x # =+ kn,k €Z
n+1 cos?x 2
1 1
f—dx=ln|x|+c,x¢0 f ——dx =—cotx+c,x #kmk €Z
x sin? x
1
e*dx =e*+ ¢, x € (—o0,0) f— =arcsinx +c,x € (—a,a)
/ V1 —x2
f vy = L 0,a %1 f - +,x € (-a,a)
a*dx=—+c,a>0,a # —————=arccosx+c¢,x € (—a,a
Ina V1= x2
1
fsinxdx:—cosx+cxe(—00,oo) f =arctanx + ¢, x € (—o, )
1+ x2
. 1
fcosxdx=smx+c,x€(—00,00) f— = arccotx + ¢, x € (—oo, )
1+ x2

Veta Ak funkciey = f(x), y = g(x) maju neurcité integrdly a c,, c, su redlne konstanty, potom
plati

f(cl.f(x) +cy.9(x))dx = cl.ff(x) dx + cz.fg(x)dx.

Doékaz vyplyva z vety o derivacii suctu a rozdielu funkcii. [ |

3
Priklad Vypoctitajte f@dx.

(Vi-1)°

RieSenie. Integrovanu funkciu y = upravime
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(WVx—-1) Vo3 —-3x+3vx-1_ 3, 1,011 1

x2 " —3+3x2 ——=x2—-3+3x 2——
x x

X X

a budeme postupne integrovat podla integracnej premennej x, pricom vsetky ,¢iastkové” integracné
konstanty ,zli¢ime” do spolo¢nej konstanty c. Odvodime:

(Vx-1)° 1 11 1 1 1
dexz---zf(x2—3+3x 2—;)dx=fﬂdx—f3dx+3fx de—f;dx:

1 1 3 1
x2t1 -2t x2 x2
=1 —3x+3 1 —Inlx|+c = T—3x+3T—lnx| |+c=
2+t1 —2t1 2 2
2
=§\/x3—3x+6\/_—ln|x|+c.
Priklad Vypocitajte fm

2

RieSenie. Pouzijeme goniometricky identitu 1 = sin® x + cos? x a upravime integrovanu funkciu

1 sin? x + cos? x sin? x cos? x 1 1

- =— = — - = + — .
sin?x.cos?2x  sin?x.cos?x  sin?x.cos?x sin?x.cos?x cos?x sinZx
Dalej vypocitame

1 1 1
J‘ﬁdxz =f(—2+T)dx=tanx—cotx+c.
SIn“ X.Cos“ x COoSs“ X Sin“ x

9.1 Metdda integrovania per partes

Existuju rézne sposoby vypocltu neurcitého integrdlu. Jednou z nich je aj metédy oznacovana ako ,,per
partes” (integrovanie ,,po Castiach”). Pouziva sa zvac¢sa v pripadoch, kedy integrovana funkcia je v tvare
sucinu dvoch funkcii.

Veta Ak funkciey = f(x), y = g(x) maju na otvorenom intervale I spojité derivdcie f'(x)

a g'(x), potom pre kazdé x € I plati

ff(X)-g'(X) dx = f(x).g(x) — ff’(X)-g(X) dx.
Dokaz vyplyva z vety o derivacii sucinu dvoch funkcii. Naznacime dokaz (sucasne vynechavame ,,(x)“
kvoli prehladnosti).

9 =f.g+fg
f (f.g)'dx = f (f'.g + f.g)dx

f.g=jf’.gdx+ff.g’dx
jf'(X)-g(X)dx = f(x).g(x) - Jf(x).g’(x) dx

alebo

[ r@.g'eax = r@.900 - [ £.900 dx

Priklad Vypotitajte [ x.sinx dx.

Riesenie. PouZijeme metddu per partes, kde y = f(x) = x, y = g’'(x) = sinx. Z uvedeného vyplyva:
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fx)=x g'(x) =sinx

fx.sinxdx "'|f’(x) =1 g(x)=—cosx

” w. =x.(—cosx) — f 1.(—cosx) dx =

= —X.COSX +fcosx dx = —x.cosx + sinx + c.

Z ukazky vyplyva, ako sa uvedena metdéda aplikuje. Integrovanu funkciu rozloZzime na sucin dvoch
funkcii, z ktorych jednu prehldsime uzZ za derivovanu. Nasledne podla vzorca uréime zvysné funkcie
(zapisané v dvojitych zvislych zatvorkach) a poc¢itame. Metddu mozno UspeSne pouzit , ak integral na
pravej strane je jednoduchsi, nez pévodny.

Niekedy je potrebné pouzit Gpravu integrovanej funkcie na pravej strane, niekedy zase postup
opakovat.
Priklad Vypotitajte [ sin® x dx.

Riedenie. Opat pouzijeme metddu per partes, identitu sinx + cos?x = 1 a zvlaétny obrat v zavere
vypoctu.

jsinzxdx = jsinx sinx dx ”f(x) =sinx  g'(x) =sinx || =
' “Nf'(x) =cosx g(x)=—cosx| ™

= sinx.(—cosx) — f cosx.(—cosx) dx =sinx.(—cosx) — f cosx.(—cosx) dx =
= —sinx.cosx + j cos?x dx = —sinx.cosx + f(l —sin?x) dx =

= —sinx.cosx+x—fsin2x dx.

Ak ddme do rovnosti zaciatok a koniec vypoctu, dostaneme rovnost:

fsinz xdx = —sinx.cosx + x — f sin’x dx,
z ktorej vyplyva
2 f sin? x dx = —sinx.cosx + x
o X — sinx.cosx
f sin“xdx = — +c

Priklad Vypoéitajte [ x2.e* dx.

Riesenie. Aplikujeme metddu per partes a to opakovane.
[wertn =[5 g@=er
ff)=2x gx)=¢e”
Znovu pouZzijeme metddu per partes pre integral [ x.e*dx.

e=x2.e¥ — j 2x.e*dx

Jrew 102 G0

.= x.ex—fexdx =x.e¥—e*+¢
Vysledok

sz e¥dx = - = x?%.e¥ — 2._[x.exdx =x%2e¥—2.(x.e*—e¥)=e*(x> - 2x+2) +c.

Metddu per partes mozno pouzit v nasledujiucom priklade, kde na prvy pohlad nejde o sucin dvoch
funkcii.
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Priklad Vypoéitajte [ In x dx.

RieSenie.

f@)=Inx g'G)=1 )
flnxdxz[l.lnxdx... f’(x)=% 900) = x ...=x.1n|x|—f;.xdx:

x.In|x| — f l.dx ==x.In|]x| —x +c.

9.2 Integrovanie substitu¢nou metédou
Myslienka pouzitia substituénej metéddy vychddza zvety o derivdcii zloZzenej funkcie. Podstata je
zaloZena na nasledovnej vete.

Veta Ak funkcia y = F(t) je primitivna funkcia k funkcii y = f(t) na otvorenom intervale I;
a sucasne funkcia t = @(x) md na otvorenom intervale I, derivdciu ¢'(x) apre kazdé x € I, je

@(x) € I, potom je funkcia F (@(x)) primitivna funkcia k funkcii f((p (x)). @' (x) naintervale L,.

Ako prakticky pouZzit substitu¢ni metddu, ukazeme na prikladoch. Podmienky existencie prislusnych
derivécii vnatornych zloziek ¢'(x) zlozenych funkcii f((p(x)), ako aj urcenie prislusnych otvorenych
intervalov I, I, ponechdme na (itatela, ¢im vypocet ,prevedieme skoro mechanicky”. Prislusnu
substiticiu naznacujeme pomocnym zapisom ...|| || ....

Priklad Vypoutajtef 3)2 dx.
Riesenie. Zavedieme substituciu 1—-x3=t a pocitame
1-x3=t¢t
dx =7
——=dx ... . .
(1 —x3)2 ..diferencujeme
—3x?%dx = dt
x? dt 1f 1 it 1 ft"zdt g2+t N
= — _—— = —— _— = ——, = — c =
t? 3x? 3) t? 3 3'(-2+1)
1t + 11 N 1 N
=—.—+4+c==-.—4c= c
3 -1 3t 3(1 —x3)
Priklad Vypotitajte [ e*’ . x2 dx.
Riesenie. Zavedieme substituciu x3=t a pocitame
3 dt 1 1 5
e . x%dx ... || f Jetdt=—.ex + c.
.[ 3x2dx = dt 3 3x2 3 3

Vyber vhodnej substitlcie je vecou skusenosti a praxe. V istych pripadoch ako ,kontrola“ vhodnej
substitucie slizi skutoénost, Ze vyraz pod integraénym znakom sa po substitlcii a ndhrade diferencialu
Upravou zjednodusi.

Priklad Vypotitajte [ xv/x + a dx.
Riesenie. Zavedieme substituciu Vvx+a=t apocitame
vx+a=t
Jx\/x+adx... x+ta=t>=x=1t%— = Jx.t.Zt.dt = Zf(t2 —a).t2.dt =
dx = 2t.dt
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—Zf(t4 t2)dt =2 e e +c=2 e e +c=
- @ —c\ar1 Y21t A\s T3 TeT

5
= L(FTa) ~ S (FTD) 4e xza

Priklad * (dolezity) Vypoctitajte fﬁ dx.
RieSenie. Zavedieme substituciu x = at.
1 x = at 1 a 1
—dx ... adt=a.| ———-dt=—. | ——=dt =
fa2+x2 ”dx:a.dt” fa2+(at)2 fa2(1+t2) a? f1+t2

1 1 1 b
= -, 2dt—— arctant + ¢ = —.arctan—+4+c; a+ 0
a 1+t a a a

Priklad* Vypotitajte [ Va? — x? dx.
Rie$enie. Zavedieme substiticiu x = a.sint a aplikujeme zndmu identitu sin?t + cos?t = 1.

f a?—x2dx.. ”d X = a.sint ” ...=fw/a2—(a.sint)z.a.cost.dt=

X = a.cost.dt

=f\/a2—az.sinzt.a.cost.dt=fa.\/l—sinzt.a.cost.dtzfaz.\/l—sinzt.cost.dtz

= az.fcost. cost.dt.

Integrdl [ cos?t.dt vypocitame metddou per partes.

f(t) =cosx g'(t) =cost

fcos t.cost.dt ... i )
= —sint g(t) =sint

” ..=cost.sint — f(— sint).sint.dt =

= cost.sint + f sin? t.dt = cost.sint + f(l —cos?t).dt =

= cost.sint +t — f cos? t.dt.
Odvodili sme

fcosz t.dt = cost.sin1:+1:—fcos2 t.dt

choszt.dt = cost.sint + t

) cost.sint +t
cos“t.dt = f-l_ Co-

Dosadime do pévodného vypoctu.

cost.sint +t
f az—xzdx=---=a2.fcoszt.dt=---az.(f>+c=
x = a.sint 2
, (V1 —sint.sint +t X _sint 2/ 1-23 1 .X\
=a“. +c.. a w=a° | ———+zarcsin— |+ c =
2 X 2 a
arcsin—=1¢ /
a
o[ x x2 1 X x a? X
=a“.| — |1 ——+=arcsin— |+ c=--==+a?—x?+—arcsin— + c.
2a az 2 a 2 2 a
V Ulohach sa ¢asto vyskytuju integraly typu
li
X
r .
fx)
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definované na intervale I, kde pre kaidé x € I,: f(x) # 0. Zavedenim substitucie t = f(x) integral
vypocitame pomerne lahko. Plati

%d”"”dt =:ff(%).dxH o fffX)'f'd(;)

1
:f?dt:lnltl +c=In|f(x)|+c.

Priklad Vypocitajte fﬁdx.

RieSenie. Integral najprv upravime a nasledne k jeho vypoctu pouzijeme vyssie uvedeny postup.

1

1 = 1 !

f dx :J‘de:f(nx) dx =In|lnx| + c.
x.Inx Inx Inx

Priklad Vypotitajte [ tan x dx.

RieSenie. Integral opat najprv upravime a nasledne vypoditame.

sinx (—cosx)’ (cosx)’
ftanxdx =j dxzj—dxz—f dx = —In|cos x| + c.

Cos X COosS X CoSXx

Priklad Vypotitajte [ dx.

x2—x+1

Riesenie. Integral upravime tak, aby integrovana funkcia mala v Citateli derivaciu menovatela.

Ked?e (x2—x+ 1) =2x — 1, doplnime integrovanu funkciu nasledovne:

f X P 1]‘ 2.x P 1]‘2.x—1+1d
—_—dx == | —mmdx =— | —dx =
x?—x+1 2) x2—x+1 2) x2—x+1

_ 1f 2.x—1 dx + 1-]‘ 1 p

T2 1T e
Vypocet rozdelime na urcenie vysledkov dvoch integralov. Kym prvy z nich urc¢ime podla vyssie
uvedeného vzorca
1 2.x—1 1 5
—f—dx=§1n|x —x+1 +c¢,

2) x2—x+1
druhy vypocitame osobitnou metddou — tzv. ,,doplnenim na Stvorec” a naslednou substitlciou.

11‘ 1 dy =2
2) x2—x+1 r=

Upravujeme takto®

J ! d f ! d ! d
xt—x+1 xZ—Z.%x+1 x2—2.1x+— ~+1

23 Uvedeny postup vypoétu odporiéame dobre prestudovat. V podstate ide o ndvod, ako vypoditat

/

Fipria’ Integraly tohto typu sa vyskytuju v Ulohach pomerne casto.
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1—t
X 2—

dx =dt

1
1 ot 2 N 23 . Z(x—§)+
= .arc tan— .arctan—+c¢, =——.arctan——=+¢
e BRI NI N
2 2
Ciastoéné vysledky zlu¢ime do koneéného vysledku:
1
x L 1(2v3 2(x-3)
fmdx = e =Eln|x - X+ 1| +C1 +E T.arctanT+cz
1
1, 3 2(x-3)
=—In|x* —x+ 1| + —.arctan——==+ ¢,
2 3 V3
kdec = ¢; +%c2.
9.3 Integrovanie niektorych racionalnych funkcii
Najprv definujeme racionalnu funkciu.
Definicia Raciondlnou funkciou nazyvame funkciu tvaru y = QEx; kde P(x), Q(x) su polynomy

premennej x a plati, Ze Q (x) nie je nulovy polyném. Racionalna funkcia je definovana pre vietky redlne
Cisla x, kde Q(x) # 0.

Ak stupen polynédmu P (x) mensi ako stupen polyndmu Q(x), potom hovorime, Ze funkcia y = %je
rydzo raciondlna funkcia.

Prikladmi racionalnych funkcii su

_ x5-3xt42x3+4x-1 _ x+1 _ x+1 _2x+3 1
x3+2x+1 y x+2 y x2-5x+6 y (x+5)3 y x

Pre rydzo raciondlnu funkciu plati tato dolezitd veta o rydzo raciondlnych funkciach.
Veta KaZdd rydzo raciondlna funkcia y = QE ; je suctom rydzo raciondlnych funkcii tvaru

Bx+C
alebo —————
(x—a)n (x%2+px+q)™

kde A, B, C,a,p, q su redlne Cisla, pricom:
a) n,m suprirodzené Cisla,
b) « je koreri polynému Q (x),
c) polyndm x? + px + q nemd redine korene a deli polyném Q(x) bez zvysku.

A _ Bx+C
(x—a)™’ Y (x2+px+q)™

Rydzo racionalne funkcie v tvarey = nazyvame parcidlne zlomky.

24 pouzijeme (v ddleZitom priklade) odvodeny vzorec f 2+ > = % arc tan% +c.
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Rozklad rydzo racionalnej funkcie y = % na parcialne zlomky zavisi od redlnych koreriov funkcie
y=QX).
Ak Q(x) je polyndm stupna n, ktory mozno rozloZit na sucin korernovych Cinitelov:
Qx) =ap.(x —ap))™.(x —ay)"2. ... (x — ay)™. ... .
(X2 pix+q)™ (22 + prx + qp) M2 (X% + pex + q)™s

kde:

a) «; je n; — nasobny redlny koren polynédmu Q(x) prei = 1,2, ..., k,

b) p]2 —4q;<0prej=1,2,..5,

c) nu+ny+-np+2(m+my+--+mg) =n,

potom rydzo raciondlnu funkciu y = % mozno jednoznacne rozloZit na parcidlne zlomky a to
nasledovne:
P(x)
Q(x)
A A A
- Au 12 B 1n,
x—a; (x—a) (x —a))™
Ay n Az et Agn,
x—a; (x—ay) (x —az)™
Ay 4 Az - Agn,,
x—ap (x—a) (x — ap)™
Bi1x + C1q Biyx + Cqp Bim,x + Cim,
2 2 2Tt m
x2+pix+q (x*+pix+qq) (x* +px + g™
By1x + Cyy Byox + Gy Bom,x + Com,
+ eee
X2+ px+q; (X% +pax +qp)? (x2 + pax + q2)™
Bsix + Csq Bs;x + Cp Bgm X + Com,
2 2 2t T2 .
x*+psx+qs (% +psx +qs) (x% 4+ psx + q5)™s
2
Priklad Rozlozte na parcidlne zlomky funkciu y = al ;ix;z.
RieSenie. Funkciay = %, kde P(x) = x%2 + 2x + 2, Q(x) = x* + x je rydzo racionalna a pouZijeme

vetu o rozklade na parcidlne zlomky. Pre polyném Q(x) odvodime:
Q) =x*+x=x.(x+1)3=x.(x+1).(x>—x+1)
Ak vypocitame diskriminant kvadratického ¢lena
D=(-1)?-411=(-3)<0,
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potom je zrejmé, Ze kvadraticky ¢len nema redlne korene. Plati teda®®:
P(x) x*+2x+2 x4+ 2x +2 A B Cx+D
Q(x) T Xt tx :x.(x+1)1.(x2—x+1)1 :;+x+1+x2—x+1
Upravime rovnicu tak, Ze odstranime menovatela
x2+2x+2=A(x+1D.(x>*—x+1)+B.x.(x>—x+1)+ (Cx + D).x.(x + 1).
Upravime pravu stranu rovnosti

1.x2+2.x+1=-=(A+B+C).x3+(-B+C+D).x*+ X+ A
a porovname koeficienty na oboch stranach. Zostavime sustavu linearnych rovnic
0.x3+1.x*+2x+2=-=(A+B+0C).x3+(-B+C+D).x%+ .x + A.
0=A+B+C

1=—B+C+D

Sustavu vyrieSime a dostaneme
A=2B=-2Cc=-2p=1
3 3

Rozklad na parcidlne zlomky je nasledovny:

1 5 .7
P(x) x*+2x+2 2 —3 T3Xt3z 2 1 Sx—7

Q)  x*+x  x x+1 x?2—x+1 x 3(x+1 3x2—x+1)

X% +2x+2
x4+x

dx.

Priklad Vypotitajte [

Ly . P(x x242x+2
RieSenie. Funkciu y = PO

rozlozime na parcidlne zlomky (vid rieSenie predchadzajuceho

Q) xt+x
prikladu). Plati:
P(x) x*+2x+2 2 1 5x—7
Q(x)  x*+x  x 3(x+1) 3(x2-x+1)
Integrujeme
x2+2x+2 2 1 5x—7 1 1, 1 5 x 7 dx
f x*+x dx = f(; B 3(x+1) - 3(x2—x+1)) dx =2 f;dx N Efmdx - gfxz—x+1 dx + Efxz—x+1’
. x dx ¥ NYRT v Y .
Integralyfmdx, fm sme uz vypocitali (pozn. pod ciarou €. 23):
1
f ad d —11|2 +1|+\/§ t 2@—7)+
x2—x+1x_2nx x 3.arcan Ne 1,

= . t
x2—x+1 3 arctan V3

f 1 dx_zx/§ Z(x—%)

%5 pouzijeme koeficienty bez indexov. Pri men3om poéte korefiovych ¢initelov polynému Q(x) je to vyhodné,
pretoze zapis je prehladnejsi.
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Vypocitame teda vysledok:

x4+ 2x +2
[Eror, .
x*+x
1
1 5 (1 3 Z(x—g)
=2.ln|x|—§ln|x+1|—§. Elnlx —x+1|+?.arctanT +
1
7 [2V3 2(x—7)
= arc tan +c=
37\ 73 73

V3
1
1443 Z(X—z)
arctan——————+¢
V3
1
x? 2(x-5)
=ln3 - ++/3.arctan——=2 +c.
VI + 1LY 1x2 —x + 1|5 V3

Integrovanie rydzo raciondlnych funkcii je algoritmicky proces. Aplikdcia vety o rozklade rydzo
racionalnej funkcie na parcidlne zlomky umozni urcit integrovanu funkciu ako sucet rydzo racionalnych
funkcii.

Pre Uplnost, ak chceme Uspesne pouZivat tito metddu vypoctu, je potrebné poznat rekuretné vzorce?®
z nasledujucich viet.

Veta Ak oznacime [ ———— dx

(x2+a?)k = Iy, fi(x2+ AT sdx =1Iy_qprek >1k €N, potom

1 2k-3 x
——dx ==|—I;_1 + .
f(x2+a2)k a? <2k—2 ket 2(k—1).(x2+a2)k1>

Priklad Vypoatajtef( Tro)? dx.

Riesenie. Podla predchadzajucej vety pre a = 3,k = 2 plati:

j(xz T =l

1 x
L= = f(x T35 zd f(x 32)1 §arctan§+c.

PouZijeme vzorec z vety.

%6 \zorce mozno odvodit pomocou substituénej metddy a metddy per partes. Z Uspornych dévodov ich
nebudeme dokazovat.
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1 22—3 x
fmdx:§ 22-2 f(x2+32)1 2(2—1).(x2+32)2‘1):

_1(1fld+ X )_ _1(1 tx+x>_|_
“9\2 ) 249 Tz 9)) T T T 183V 3 Tz g) T
Ax+B .

Veta Pre fmdx, kdek > 1,k € N plati:

f AxtB Af : dt+(B f
(x2 + px + q)* t2+a p (t2 + az)k

kde  a? =q—7,x+§=t

3x+1

Priklad Vypotitajte [ GTrzea)t

Riesenie. Ak ozna¢ime A =3,B=1,p =2,q = 5,k = 2 potom
2

- 2_ 2 g P _c_4_ -
—x+2—x+1, a“=q 4—5 4—4, B —p.

Plati:

j s d3ftdt2f L _a
GZ+2x+52 " 2+ 22 (2 + 22)?

Vypocitame postupne (a pouzijeme aj rekurentny vzorec).

t _ 2.t 1 2t u = t2 2t du _
a) ft2+22 dt = fz.(t2+22) th2+22 ||du = 2t dt” w2t
1

1 1
:Efa.du=§.ln|u|+C1=1n\/|t2+3|+C1=]n |(x+1)2+3|+C1

1 1(2.2-3 1 t 1/1 1 t
b) [ dt = Z(z.z-z | et + 2(2—1)-(t2+4)2‘1) T (EI Ze tt 2-“2*4)) -

_1(1f 1 dt + t )_1(1 ) t )+ _
EAVY RN eIy R R VR 2=

t2+4

t
2+
1 /1 x+1 x+1
=§.(E.arctan > +(x+1)2+4)+cz.

Ciasto¢né vysledky a), b) dosadime do pévodného vypoctu a odvodime:

f St 1 d—3f L zf L dt=.=
GZ+2x+5)2 0 ) er 422 (2 +22)27 T

3 1 /1 x+1 x+1
=Eln |(x+1)2+4|—2§ (z.arctan 5 +(x+1)2+4>+C=
3 1 /1 x+1 x+1
=Eln |(x+1)2+4|—1 (2 arc tan > +(x+1)2+4>+c
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Uviedli sme niekolko postupov, ako vypoditat integraly pomocou rozkladu na parcialne zlomky. Treba
si uvedomit, Ze vypocet integralu touto metddou je korektny len vtedy, ak integrovana funkcia je rydzo
raciondlna. Ak tomu tak nie je, je potrebné raciondlnu funkciu najprv upravit. UkdZzeme na rieSeni

nasledovného prikladu.

xX%+4x+6
> X.
x“+2x+5

Priklad Vypotitajte [

x%+4x+6
x2+42x+5

RieSenie. Funkcia y = je raciondlna, ale nie je rydzo racionalna. Riesenie rozdelime do

niekolkych krokov.

1) Zistime najprv, ¢i je moZny rozklad citatela a menovatela na sucin koreriovych Ccinitelov.
Vypocitame:
x2+4x+6=0
D; =4%?—-41.6 =16 — 24 = (-8).
Rovnica x? + 4x + 6 = 0 nema reélne korene.
x2+2x+5=0
D, =2%2—-415=4-20=(-12).
Rovnica x? + 2x + 5 = 0 tiez nema redlne korene.

Racionalnu funkciu nemozno upravit rozkladom na sucin koreriovych Cinitelov.
2) Upravime na tvar, v ktorom vystupuje rydzo raciondlna funkcia®’.

x2+4x+6_x2+2x+2x+5+1_x2+2x+5+ 2x +1 14 2x +1
x2+2x+5 x2+2x+5 T x242x+5 x24+2x+5 x2+2x+5

3) Vypocitame integral.

X2 +4x+6 2x + 1 2x + 1
[Rdrs (1 B (e [ BT

x%2+2x+5 x%24+2x+5 XZ+2x+5° 7
=x+jwdx=x+fﬂdx_f;dx=
x2+2x+5 x2+2x+5 x2+2x+5
1
:x+ln|x2+2x+5|+fx2+2x+1+4dx=
=x+ln|x2+2x+5|+f;dx=
(x +1)% + 22
=x+ln|x2+2x+5|+%.arctanx+1+c.

9.4 Integrovanie goniometrickych funkcii
Ak je integrovana funkcia goniometrickou funkciou (moze byt aj zloZend), zvylajne pouzivame

univerzalnu substituciu: t= tang pre x # g +kmk €Z.

V takto zvolenej substitlcii odvodime:

27 Niekedy, v zavislosti od stupfia jednotlivych polynémov, je vhodnejsie polyndmy vydelit.
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x =2arctant

2
dx = dt
1+t
A pre samotné funkcie y = sin x alebo y = cos x plati:
. X x . X x
x x x 2.sm7.cosi 2.sm7. cosz
sinx =sin2.— = 2.sin=.cos= = = T = =
2 2 2 1 sin?5 + cos? %5
2 2
2 sinZ. cos® inX
-sin>.cos> sin>
2 X X
cos® cos~ 2t 2t
sin2% + cos2X  sin2Z t2+1  1+t%
2 2 2.1
X X
cos?5 cos?5
2 2
x x x cos? % — sinz% cos? % — sinzg
cosx = cos2.= = cos?= — sin® = = = - £ =
2 2 2 1 sin”5 + cos?5
2X _ 2% 22X
cos® 5 sp,cm > _ sin %
cos?’z  cos’y 12 12
sin2% + cos2ZX  sinzZ t2+1 1+t%
2 2 2411
X X
cos?5 cos?5
2 2
. o 1
Priklad Vypotitajte fﬁdx.
Riesenie. PouZijeme substituciu t = tan% a odvodime:
X
t=tan—-
1 2 1 2 1 X
—dx ..||2.arctant = x|] ... = T———dt=| -dt=In[t|+c=1In |tan—| +c
sinx 2 2t 14t t 2
dt = dx 1+¢?
1+t

Aplikacia substitucie t = tang prevedie integrovanu goniometrickd funkciu na racionalnu funkciu.
Dalsi postup riedenia je zaloZeny na vete o rozklade na parcidlne zlomky. Aj ked ide o univerzélne
pouzitelnl substitlciu, jej nevyhodou je pracnost vypoctu — menovatel rydzo racionalnej funkcie moze
mat vysoky stuperi. Niekedy je ucelné pouzit iny typ substiticie alebo vhodnu Upravu integrovanej

funkcie.

Priklad Vypotitajte [(tan x — sinx) dx.

RieSenie. Najprv upravime integrovanu funkciu y = tan x — sin x.

. _ sinx . _ . 1 _ t =cosx
f(tanx—smx)dx—f(cosx—smx)dx = fsmx.(cosx—l)dx— ”dt: —sinx.dx”
_ 1 dt 1
=Jsmx.(——1). - =f(1——)dt=t—ln|t|+c=cosx—1n|cosx|+c.
t —sinx t
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9.5 Integrovanie vybranych iracionalnych funkcii

Integrovat funkciu znamena uréit k nej primitivhu funkciu. V pripade iracionalnych funkcii je vypocet
narocnejsi. Ak dokazeme najst vhodnu substittciu, integrovanu iraciondlnu funkciu zvaésa prevedieme
na racionalnu funkciu.

x3
x2+2

Priklad Vypotitajte [ dx.

RieSenie. Pocitame:

VxZ+2=t

f i d x2+2=1t? X3tdt fzdt f(t2 2)dt
———dx ... = = | —.—.dt= [ x%2.dt = — =
Vx2+2 x2:t2—2 t x
2x.dx = 2t.dt
t3 V(x2% +2)3
=——2t+c=¥—2 x%2+2+c.
3 3
, * o 1
Priklad Vypoutajtef—m dx.
Riesenie. Pouzijeme Specidlnu substituciu.
Vx?+a?=t—x
x%+a?=t*—2tx + x?
1 a2:t2_2tx 1 t2+a2
———dx ... 2 _q? =f . .dt =
f\/x2+a2 tza =x t—x 2t?
t
t? 4+ a? it = d
.dt = dx
2t2
f 1L ta fldt Injt| + ¢ = In|Vx? + a2 + x| +
= dt=--=|[—=dt=1In c=In[yx2+a%+x|+c.
t_tz—az 2t2 t
2t
. . 1
Priklad Vypoatajtef\/ﬁdx.

Riesenie. Upravime vyraz x2 + x + 1 nasledovne:

Ztx+1=x*4+2 1+(1)2 (1>2+1—( +1)2 1+1—< +1)2+3
x4+ x =X X2 > > =\x+3 2 =\x+3 T
Ak uvaiujeme, 7e a? = %, poloZime substitlciu t = x +%. Pouzijeme vysledok predchadzajuceho

prikladu:

————— =In

J‘ 1 J f dx

—_—ax = — eee

Vx2+x+1 1\2 3
(x+3) +3

1
x2+x+1+<x+§>|+c.

Existuju rézne stratégie, ako vypocitat isté typy integralov z iraciondlnych funkcii. Uviedli sme len
zakladné ukazky, preto doplnime tieto navody:
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Tab. 9.1

Integral Podmienky Substitucia

fn\/ax+bdx a,b €R ax+ b =t"

a>0 Jax2 +bx+c=t—xva
c=0 Jax? +bx +c=xt ++/c

j\/ax2+bx+cdx

a.(x—xy).(x—x) =0,

X _xz
X1,Xp ER a. =t
X — xl
a<o0
1
———dx x € (—oo,—Va) U (Va, Vx?—a*=t+x
7= ( Ju(Vex)
[P (~/ava) lal.sin¢
——ax X E(—+/aVa X = |al.sin
VaZz — x2
9.6 Cvicenie
1. Zistite, ¢i funkcie y = —In|cosx| ay = p—p su primitivne funkcie k funkcii y = tanx. Urcte aj

konstantu, o ktoru sa lisia.
2. Najdite primitivnu funkciu k funkcii y = In x2, ktora prechadza bodom P[—1,0].

3. Vypoditajte integral:

o) b) [ x/xdx ) [ 7z dx D [ (5~ 7) @
e) f1+c052x f)f 3.2%dx 8) ftanz x dx h)f (eg — 6_2)2 dx

4. Vypocitajte metddou pre partes:

a) [x2.e*.dx b) [(x? + x + 2).Inx.dx c) [ x2.sinx.dx d) [ arctanx.dx

) f arc tanx

x-1
—— f) [ arctan— .dx

5. Vypocitajte substitu¢nou metédou:

TTec? z VIt

a‘)f1+1exz b)f€x3-x2-dx c) [3.e*(1 +e*)2dx d) [ ;nxdx
_dx sinx.cos x sinx dx

e) fx2—6x+13 f) f m g) f € .cos x. dx h) f arcsinx.v1-x2

6. Vypocitajte pouzitim metdd substitlcie a per partes:
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a) fxz.e_g.dx

Vypocditajte integral z raciondlnej funkcie:

) [

dx
€) f x34x242x+2

7. Vypoditajte:

dx
a) f 5—-3cosx

8. Vypoditajte:

a) [V2x + 5dx

b) [ x.sin3x.dx

b)f2+3x2 dx

1+4x2

f) [ o—

x2-9x+14

b) f Cosx

1+COSJC

b) [ V1 — x2dx

¢) [farctanV2x — 1

2+3x2
ofT—d

2x3+5x2 +8
)f 2x2+7x— 15

dx
C) f 1+tanx

1
d) f x2(1+3x) dx

d) [ sin®x . cos? x dx

o) xVx? + 2x + 2dx d) [
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10 Urcity integral
Urcity integrdl nazvom nadvazuje na neurdity integral. Medzi uvedenymi pojmami je vSak vyrazny
kvalitativny rozdiel. UkdZzeme, Ze existuje medzi nimi vyznamné prepojenie — pojmové i obsahové.

10.1. Zakladné pojmy a geometricka interpretacia
Uvazujme interval {(a, b), ktory bude sucastou definicného oboru funkcie y = f(x). Zvolme prirodzené
gislo n. Vyberme postupnost (x;)i-, takych Cisel z intervalu (a, b), aby platilo:

a=xy <x1 <Xy << XxXpo1 <xy,=hb.

Definicia Postupnost (x;)i=y, 1 € N, kde
a=xg <x1 <Xy <+ <Xp_1<xp,=>b.
nazyvame delenim D intervalu (a, b) a zapisujeme
D:={xg,%1, X5, e, Xp_1,Xn }-

Cisla Xg) X1, X2, -y Xn_1, Xy NAzyvame deliacimi bodmi intervalu (a, b). Jednotlivé ¢iastkové intervaly
(x;,xi41), prei =0,1,...,n — 1 maju dlzku x;,; — x; = Ax; a trividlne plati:

n
D k=00 = x0) + (= 1)+t (=) =T~ =b—a
i=0

Pre interval {a, b) existuju rézne delenia, napr. pre (0,1) mbéZeme uvazovat:

D;:= {O,l 3, 1}, kde pre dizky Ax; Ciastkovych intervalov dostavame

2’4
1 3 1 3 111
poi-1e-g-id
2 4 2 4 2’4’4

Ak by sme vzali delenie D,:= {0,%,%, ,%, 1}, potom dfiky Ciastkovych intervalov su postupne:
{ 1 0 2 1 L 9 } _ { 1 1 1 }
10 10 1077 10) 10’10 "’ 10)

Definicia Normou delenia D intervalu (a,b) nazyvame maximum z dizok Ax;, j=1,2,..,n

Ciastkovych intervalov (x;, x;+1) pre i = 0,1,...,n — 1. Zapisujeme v(D) = max{Ax;, Axy, ..., Axp}.

Z ukazok konkrétnych deleni intervalu (0,1) vyssie uvedenych vyplyva, Ze v(D;) = max {%,%,%} = %
a analogicky v(D,) = max {1—10,1—10, ...,%0}

1
~ 10

Interval (a, b) mbézeme rozdelovat fubovolne na nejaké vhodné delenia D,,,, m € N. Tym dostdvame

novu postupnost (Dj)j_1 — postupnost deleni intervalu (a, b) a kazdé delenie Dj ma svoju normu

V(Dj), prej=1,2,..,m.

. , . . m SN . . I
Definicia Hovorime, Ze postupnost (DJ-)],_1 deleni Dj intervalu (a,b) je normdlna, ak limita

noriem jednotlivych deleni sa rovna O, t.j.
lim v(D,,) = 0.
m—-0oo

Vytvorme takd normalnu postupnost deleni (Dj);n_l pre interval {a, b). SU dve moznosti:
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a)

V kazdom Ciastkovom intervale (x;, x;41),{ = 0,1,2,...,n — 1 zvolme &islo §;,j = 1,2, ..., n.

Uvazujme, Ze interval {a,b) rozdelime na n,n € N (aje pevne zvolené) rovnako dlhych
Ciastkovych intervalov.
Ak polozime x, = a,x,, = b, potom pre dizku ¢iastkového intervalu Ax; plati:

b—a
Axl- = .
n
Ide o delenie, ktorého body su cleny aritmetickej postupnosti.
b—a b—a b—a b—a
Dy:= {a = xp,a + 1. ,a+2.T,...,a+ (n—-1). - ,a+n. = b}.

Norma delenia v(D,,) je zdvisla od Cislan, pretoze

b—a b—ay b-—a
v(D,,) = max{Ax;} = max {x;;; —x;} = max{a +(+ 1).T —a+i. } =—
a plati
b—a
lim =0.
n—oo n

L " . . — o ;o . b-
Ak delime interval {a, b) Cislami, ktoré su ¢lenmi aritmetickych postupnosti s diferenciou Ta,

. . , N
mdame normalnu postupnost delent (Dj)j—l'

Uvazujme o n deliacich bodoch x; intervalu {(a, b) ako o ¢lenoch konecnej geometrickej
postupnosti s kvocientom q. Ak

a=xy <x <%y < <xp_1 <Xy, =b,
potom

— 0 a0 v — g al v — 2 — g a1 . — oo —
Xg=0a.q°,X1 =a.q , X3 =a.q%, ..., Xp1 =a.q" ,xp, =a.q" =Db

a pre kvocient q odvodime?® g = n\/é
V tomto pripade je norma delenia v(D,,):

b

n
i+1 il — —
Hl_gql=aq=a =

v(Dy) = max{Ax;} = max {x;4; — x;} = max{a.q

. n|b . n|b
lima. |—=a.lim |—=a.0=0.

Opét sme ziskali normalnu postupnost deleni intervalu (a, b).

a plati

Normadlne postupnosti deleni su dblezité. Vdaka tomu, Ze limita postupnosti noriem ich delenisa rovna
0, zabezpecime s hodnotou n — o stale ,jemnejsie” delenie intervalu (a, b).

Majme teraz jedno delenie D intervalu {a, b).

29

28 \yrazq = 7;/% musi byt definovany.

P& gitame ,ksi”.
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Ak y = f(x) je funkcia dand urcitym predpisom avieme urlit hodnoty y; = f(§;), pre i=
0,1,2, ...,n, potom dokazeme vypocitat aj takyto sucet:

f(G1)- (g —x0) + f(§2)- (2 — x1) + -+ + f (&) (X — Xn—1) = Sp(D).
Definicia Cislo S¢(D) = Y121 f(&). Ax; nazyvame integralnym stiétom funkcie y = f(x) pre
delenie D intervalu {a, b) pre dant volbu cisel £;,&,, ..., &, kde & € (x;,x;41),i =0,1,2,...,n

Na obr. 10.1a) je znazornend funkciay = x?2.

Ak uvazujeme interval (0,1) s delenim D,: = {O %} a zvolime stredy &;, i = 1,2, 3, 4 Ciastkovych

1
4’

COIW'PIN
COIU'I'PIUJ

intervalov, ako hodnoty postupne sa rovnajuce {

ol W

%}, potom prisludny integrélny sucet Sy (D,) sa

rovna:

s00=s (@) 50 Q)

~ (0,30468.

2 2 2

1= @00 )

Analogicky,:

a) ak zvolime delenie intervalu na n = 30 (obr. 10.1b) a uvaZujeme opat stredy prislusnych
Ciastkovych intervalov, potom vypocitame integralny sucet

S¢(D3p) = -+ = 0,35018,
b) pren = 80 vypocitame Sf(Dgop) = +++ = 0,33960.

<
€T

Obr.10.1a, b

I
S
ool e
N
ol Ot
el
0| =3
NS
o
w
o
5

30

PoukdZeme na geometricku interpretaciu integralneho suctu S¢(D,,) funkcie y = f(x) pri istom
vybranom deleni D,, intervalu {a, b).

sucin £(&).Ax; = f(&). (x;41 — x;) geometricky predstavuje obsah jedného obdiznika so stranami
f (&) a Ax;, ak ide o nezapornu funkciu y = f(x) definovanu na (a, b).

Sucet vietkych sucinov f(&;).Ax; je obsahom utvaru zloZzeného zn obdiZnikov odpovedajlcich
rozmerov (obr. 10. 2).
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"I\

| wt
0l 1

Obr.10.24a, b

Cim mensia bude norma delenia v(D,,), resp. n — oo, tym vacsi pocet ,uzkych” obdiznikov bude
pokryvat plochu medzi osou x a grafom funkcie y = f(x) . Napr., na obr. 10.2b) je pre funkciu y = x?
na intervale (0,1) zndzornenych n = 80 obdlZnikov.

Integréiny sicet S¢ (D) funkcie y = f(x) prideleni D, intervalu (a, b) predstavuje obsah plochy medzi
osou x a grafom funkcie. T4to plocha je orientovana®.

Ak pre kazdé x z intervalu (a, b) plati, Ze f (x) < 0, potom nasledne aj pre &; € (x;, x;41) je f(&) <0
a sucin f(&;).Ax; < 0. Vysledny integrélny sticet S¢(D,,) je suctom len zapornych hodnét a nutne je
taktiez zaporny.

IS

Napr. pre funkciu y = —x? na interval {(0,1) s delenim D,: = {O,%, ,%, } , kde &;,i=1,2,3,4su

5 =7
iy

)

©lm DIN

stredy Ciastkovych intervalov, ako hodnoty postupne sa rovnajuce {—

16

Y

}, potom prislusny

| w

integralny sucet Sy (D,) sa rovna:

001 () () 413

2 2 2

=56 -6 -6 -6) )=

ool
| ot
ol =
—

1
8

0

Obr. 10.3

30 7 definicie obsah urtitej plochy vyplyva, Ze obsah danej plochy je kladné (nezdporné) reélne &islo. Ak tloha
vyzaduje urcit priamo obsah orientovanej plochy, uvazujeme vypoditané ¢islo v absolutnej hodnote.
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Ak mame pevne zvolenu funkciu y = f(x), interval (a, b) s delenim D,,, hodnota integralneho suctu
S§(Dy) zévisi najméd od vyberu bodov ¢;.Kazdému deleniu D, intervalu (a,b) mozeme priradit
nekonecne vela integralnych suctov.

Definicia Ak (Dj):;lje normalna postupnost deleni intervalu (a,b) pre funkciu y = f(x),

potom postupnost integralnych sucétov (Sf(Dj)) pre lubovolnd volbu &; v suctoch Sf(Dj)

n
j=1
nazyvame pripustnou postupnostou integralnych suctov funkcie y = f(x) na intervale (a, b).
Pri zjednodusenej predstave mdzeme interpretovat definiciu nasledovne:
Nech mdme konkrétnu funkciu y = f(x) definovanu na intervale {a, b) a normalnu postupnost deleni
n
(D1,

1)

a) Vyberieme normalne delenie D, intervalu {a, b),

b) zvolime lubovolne body Eil z Ciastkovych intervalov (x;, x;41),

c) vypocditame integralny sucet Sfl(Dl).

d) Zvolime si iné lubovolné body &7 z Ciastkovych intervalov (x;, x; 1)

e) a opat vypocitame odpovedajlci integralny sucet Sjg (Dy).

f) Takto svyberom bodov {ij a vypoctom prislusného S}Z(Dl) postupujeme dalej, teoreticky

,donekonecna”, pricom dostavame ciselnd — pripustnd postupnost integralnych suctov:
(S}, SF DY), .., S} (DY), .. )
2)
a) Vyberieme (dalSie v poradi) normalne delenie D, intervalu (a, b),
b) zvolime fubovolne body fiz z Ciastkovych intervalov (x;, x;41),

c) a vypocitame integralny sucet S} (D,), ... procesy opakujeme, a tak zostrojime ¢iselné - pripustné

postupnosti integralnych suctov:

(SF(D2), SE(D2), ., S} (D), .. )

(SFDw), SF (D), .., SH (D), .. )

Pripustné postupnosti st postupnostami, ktoré mozu i nemusia konvergovat. Ak maju limity, ich
limity sa m6Zu navzajom rovnat.
Definicia Urcitym integralom funkcie y = f(x) na intervale {(a, b) nazyvame realne &islo I, pre
n
ktoré plati, Zze pre kazdu pripustnu postupnost integralnych suctov (Sf(Dj)) na {(a, b) plati
j=1

lim S;(D,) = I.

n—oo

Zapisujeme symbolom

[? f(x)dx.
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Uzavrety interval {a, b) nazyvame integraénym oborom, islo a je dolna hranica integrélu, ¢islo b
horna hranica integralu. Integrovana funkcia y = f(x) sa niekedy nazyva aj integrand, jej premennu
X nazyvame integracna premenna.

Ak existuje urcity integral fff(x)dx funkcie y = f(x) na intervale (a, b), hovorime, Ze funkcia je

(riemannovsky) integrovatelna na intervale (a, b).

ver s s aq (b . T v . , , . . sy
Urcity integral fa f(x)dx je spoloéna limita®! vietkych pripustnych postupnosti integrélnych stctov

funkcie y = f(x) naintervale (a, b). To ma rézne vyuZitie v matematike a v dalSich prirodnych vedach.

Veta Ak je funkcia y = f(x) integrovatelnd na intervale {(a,b), potom je na intervale
{(a, b) ohranicend.

Vetu uvddzame bez dbkazu, avSak upozorfiujeme, Zze ju nemozno obratit. Existuju funkcie, ktoré su
ohraniéené, ale nemoZno ich integrovat®2.

10.2 Dolny a horny integralny sucet

Vyznamnymi integralnymi sG¢tami budu tie, pre ktoré méze f(§&;) byt na ciastkovom intervale

(x;, X;+1) napr. infimom m; alebo suprémom M;> a to vidy pre ur¢itli postupnost deleni (Dj);l_l.

Definicia Ak y = f(x) je ohrani¢ena funkcia na intervale (a, b) s delenim D, potom realne Cislo
gf(D) = Z?:l mi.Axi,

kde m; = inf f(x)
X € (X, X1
sucet funkcie y = f(x) pre delenie D intervalu (a, b).

) je infimum na Ciastkovom intervale (x;, x;,1), sa nazyva dolny integralny

Analogicky:
Definicia Ak y = f(x) je ohrani¢ena funkcia na intervale (a, b) s delenim D, potom realne Cislo
§f(D) = ?21 Ml-.Axl-,
sup f(x
kde m; = pf(x) je suprémum na Ciastkovom intervale (x;, x;,1), sa nazyva horny integralny

X € (X, Xig1)
sucet funkcie y = f(x) pre delenie D intervalu (a, b).

Ak je funkcia y = f(x) spojitd, dolny a horny integralny sucet su Specialne pripady integralnych suctov
funkcie y = f(x). Infimum je v pripade spojitej funkcie minimélna hodnota na Ciastkovom intervale

(x;, X;41); suprémum zase maximum na (x;, X;;+1)-

31 samozrejme, ak tato limita existuje. Naviac, treba si uvedomit, Ze urcity integrdl je éislo, ktoré je vysledkom
limity ,,viazanej” na interval {a, b) a funkény predpis y = f(x). Neuréity integrdl je mnoZina primitivnych funkcif
y = F(x) + c na intervale (a, b). Ide teda o rézne pojmy.

1, ak x je racionalne ¢islo

0,ak x je iracionalne ¢islo’

3V pripade ohraniéenej funkcie y = f(x) na uzavretom intervale (x;, x;,1) infimum a suprémum vidy existuju,
aj ked funkcia y = f(x) nie je spojita.

32 prikladom je Dirichletova funkcia y = {
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Ak zafixujeme delenie D intervalu {(a, b), potom existuje nekoneéne mnoho integréalnych suétov, ale
dolny integrélny sucet je vidy len jeden; obdobne to plati aj pre horny integralny sucet. Takze plati

Sf(D) = XLy my. Ax; < Sp(D) < Sp(D) = XLy M. Ax;.
pretoze m; < f(&;) < M; pre kazdé ieN.
Da sa dokazat, Ze pre ohranicenu funkciu y = f(x) definovanu na intervale (a, b):
a) je dolny integralny stucet vidy mensi alebo rovny hornému integralnemu suctu a to bez ohladu

na to, ¢i sa jedna o rovnaké alebo rézne delenia D4, D,.

b) Ak zvolime normalnu postupnost deleni (Dj);l_l, potom existuju limity postupnosti im

odpovedajucich dolnych a hornych integralnych suctov a plati

b
lim 5,(00) = lim 5;(0) = | @
a

Ide dokonca o nutnu a postacujicu podmienku integrovatelnosti funkcie y = f(x) naintervale
(a, b).

c) Spojité funkcie definované na uzavretom intervale su vzdy integrovatelné.

d) Akmanaintervale (a, b) funkciay = f(x) konecny pocet bodov nespojitosti, potom je na(a, b)
integrovatelna.

Priklad Vypoéitajte dolny a horny integralny suiéet funkcie y = x2 pre normélnu postupnost deleni
intervalu (0,1).

RieSenie. Funkcia y = x2 je na intervale (0,1) spojitd a rastdca. Ak zvolime aritmetickd normalnu

. ; b-a 1 . ve . .
postupnost deleni, potom Ax; = — == afunkcia na Ciastkovom intervale (x;, x;,,) nadobuda
n n

minimum v bode x;; maximum v bode Xx;, 1, priCom

0. S0+ (1) o= (1)
=i ; Xiy1 = { n—l =

xl=0+l
n n

Vypoditame dolny integréalny sucet3.

n n n 2 n
_ _ 2. 1_ 1 1 1 2_1 . 2 2
§f(D)_Zmi'Axi_in.Z_' (lﬁ) E_E i _5(1 +2%2 4412
i=1 i=1 i=1 i=1
a odvodime
1
lim S.(D) = Ii gn-(n+1).2n+1) 1 . 2n3+3n%2+n 1
nl—%lo—f( )_nl—{go n3 =6 nbo n3 ~ 3
Pre horny integralny sucet §f(D) je situacia obdobna.
n n n 2
§(D)—ZM Ax——z 2 .l_z G+1)-2) 1o
f Y PO == Xiv1 n [ - =
i=1 =1 =1

3% Matematickou indukciou mozno dokazat, 7e plati vzorec: 1% + 2% + -+ n? = %n. n+1).2n+1).
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n
1 1
zﬁz(l-l- 1)2 :F(lz +22 + "'+Tl2 + (Tl+ 1)2)
i=1

o  FMHD.(+2).20+ D+ 1) 1
aim, Sy(D) = lim, w3 ==y
Plati:
_ 1 1
Jim 5/(0,) = lim 5,0, = | xdx=.

Na obr. 10. 4a) je geometricka interpretacia doIného integralneho stctu pre n = 10, kde S¢(Dyo) =
0.29, na obr. 10.4b) pren = 25 s hodnotou S¢(D;s) ~ 0.31.

11 y 1y
{§=memcmcec e === L il
i
08 1 0.9
08 ‘ 08
07 07 ZZ
06 08
0.5 0.5
0.4 0.4
03 03
Yy = x? o2 y= 2 02
0.1 ‘ 01 ‘
] I I €z i ]I Zz
04 03 02 010| 01 02 03 04 05 06 07 08 08 11 12 13 )4 03 02 010| 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1 11 12 °
0.1 01

Obr.10.44a,b

Geometricka interpretacia odpovedajucich hornych integralnych stucétov je na obr. 10.5a,b s hodnotami

gy iy
L R e R e D 7 L i it /
]

0.9 0.9

0.8 08
07 ; 07

05 05 i
o 04 i
0.3 03 i
y=ax? o2 y=x> 02 i
01 01 :
| | €r 1 P
04 -03 -02 -010f 01 02 03 04 05 06 07 08 09 Ttz -04 -03 -02 -0 0] 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1 11 12 1
=01 -0.1
Obr.10.5a, b
10.3 Zakladné vlastnosti urcitého integralu
Zakladné vlastnosti urcitého integralu urcuju nasledovné vety.
Veta Ak su funkcie y = f(x) ay = g(x) integrovatelné na intervale (a,b), potom je

integrovatelnd na intervale (a, b) aj funkcia y = f(x) + g(x) a plati:
b b b
| ¢ +gendr= [ feax+ [ guodx

89



Dokaz. Uvazujme delenie D:= {x, = a, x4, X5, ..., X, = b} intervalu {(a,b). Ak predpokladame, Ze
funkciey = f(x),y = g(x) su integrovatelné, znamena to, Ze existuju integrdlne sucty

Sp(D) = X1 f(€).Ax; a Sg(D) = XiL, g(&;). Ax; pre [ubovolnl postupnost hodnét &; € (x;, Xi41).
MozZeme teda uvazovat aj o osobitnych deleniach intervalu {a, b), napr. tak, ze vyberieme normalnu

’ e n
postupnost deleni (Df)j:1'
Ak vyberieme normalnu postupnost deleni (Dj):,lzl, potom podla predpokladov existuju integraly

lim $;(Dy) = [ f(x)dx, lim S,(Dy) = J; gG)dx.

Uvazujme o integralnom sucte funkcie y = f(x) + g(x) pre uvedend normdalnu postupnost deleni
n .
(Di)j=1' Plati:

b n n
j (f(x) + g(x))dx = Tlll_{{)lo Sprg(Dp) = Tlll_r){}o Z(f + g9)(&). Ax; = 711_{{)10 Z(f(fi) +g(&)).Ax; =
a i=1 i=1

n n b b
= lim " 6. % + Jim Y 9E0-Axi = 5,00 +5,(0) = | f@dx+ [ g
i=1 i=1 a a

[
Podobnym spésobom mozno dokazat aj vety:
Veta Ak je funkcia y = f(x) integrovatelnd na intervale (a, b), potom je integrovatelnd na
intervale {a, b) aj funkcia y = c. f(x). kde c € R a plati:
b b
Cf f(x)dxdx = f c. f(x)dx.
a a
Veta Ak je funkcia y = f(x) integrovatelnd na intervale {a, b), potom plati:
b a
f f(x)dxdx = —f f(x)dx.
a b
Veta Ak je funkcia y = f(x) integrovatelnd na intervale {a, b), potom pre ¢ € {a, b) plati:

fabf(x)dxdx = f:f(x)dx + fcbf(x)dx.

10.4 Geometricka a fyzikalna interpretacia urcitého integralu

Podla uvedeného je geometricka interpretacia urcitého integralu z funkcie y = f(x) na intervale
(a, b) taka, Ze vyjadruje plosny obsah utvaru S, ktory na intervale (a, b) ohranicuje graf funkcie a os
x —ova, pricom plati:

S = be(x)dx

Tento plosny obsah S je kladny, ak je funkcia nezaporna.
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Na obr. 10.4a), b) , resp. obr. 10.5a), b) sme ukazali geometricky vyznam horného a dolného

2

integralneho suctu pre funkciu y = x* na intervale (0,1). TaktieZ sme v rieSeni odvodili, Ze

1 5, 1
Jo x?dx ==,
Fyzikalna interpretacia: f;f(x)dx urcuje pracu sily F = f(x), ucinkom ktorej sa hmotny bod

presunie po osi x — ovej z bodu a do bodu b.

10.5 Leibnitzov - Newtonov vzorec

Vsetky predchadzajuice Uvahy o uréitych integraloch mohli pdsobit trochu nestdrodo. Na jednej strane
to bol neurdity integral ako mnozina primitivnych funkcii. 1Slo o ucivo, ku ktorému bolo potrebné
zvladnut viaceré spbsoby, ako tento integral vypocditat. Na druhej strane bol zavedeny pojem uréitého
integralu ako vysledok limity (Cislo) postupnosti integralnych suctov prisldchajldcich normalnej
postupnosti deleni istého intervalu. Ukdzeme, Ze medzi neurcitym a urCitym integralom je uzka
suvislost, ktoru specifikuje tzv. Leibnitzov-Newtonov vzorec.

Veta (dolezitd) Ak je funkcia y = f(x) integrovatelnd na intervale {a,b) a funkcia y =
F(x) jej jej primitivna funkcia na intervale a, b), ktord je spojitd,

potom plati
b
f f(x)dxdx = F(b) — F(a).

Dokaz. Ak je funkcia y = f(x) integrovatelna na intervale (a, b) a funkcia y = F(x) je jej primitivna
funkcia, potom pre kazdé x € (a, b) plati: F'(x) = f(x).

Ak ma teda funkcia y = F(x) derivaciu pre kazdé x € (a, b), potom je funkcia y = F(x) na tomto
intervale aj spojitd. MoZeme uvaZovat tak, Ze v bode a je spojita sprava a v bode b zase spojita zlava.

Ak uvaZzujeme normalnu postupnost deleni (Dj);l=1 intervalu {a, b), potom pre funkciu y = F(x) na

kazdom c¢iastkovom intervale (x;x;,1) su splnené predpoklady Lagrangeovej vety. Existuje teda také
Cislo ¢; z kazdého ciastkového intervalu (x;x;,), Ze plati:

F(xip1) — F(xp) _ F(xip1) — F(xp)

F'(¢) =
' Xit1 — Xi Ax;

kde F'(c;) = f(c;). Odvodime teda

f(c).Ax; = F(x;11) — F(x;).

Pre integralny sucet S¢ (D) odvodime:
n n
Sy (D) = ) f(e.bxy = ) Flxin) = Fxp) =
i=1 i=1

= (F(x1) = F(x0)) + (F(x3) = F(x1)) + -+ F((x) = F(xy-1)) =

F(xn) — F(xo) = F(b) — F(a).
Odtial vyplyva:
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b
lim $,(0,) = lim (F(5) — F(@) = F(b) ~ F@) = | f() d.

a

Byva zvykom zapisovat

b
[ £ ax = (FG1E = F ) - FC@,

a

Tato déleZita veta dovoluje pocitat urcité integrély tak, Ze ur¢ime najprv primitivnu funkciu y = F(x)
k integrovanej funkciiy = f(x) a vypocitame rozdiel funkénych hodnét primitivnej funkcie v krajnych
bodoch intervalu {(a, b).

Priklad Vypocitajte f01 x2dx a porovnajte s vysledkom riedenia predchadzajiceho prikladu.

RieSenie. Vypocitame
5 x3
X dx=—3 +c¢, c€ER.

Podla Leibnitzovho- Newtonovho vzorca dostaneme vysledok:

1 B0 13 0% 1
xzdx=[—] =———==c.
fo 3,73 373

Vysledok je rovnaky, ako pri vypolte horného a dolného integralneho suétu funkcie y = x? pre
normalnu (aritmetickd) postupnost deleni intervalu (0,1).

Priklad Vypo¢itajte obsah plochy medzi grafom funkcie y = sin? x a osou x na intervale {0, 7r).

Riesenie. V kapitole o pouziti metddy per partes sme odvodili:
o X —sinx.cosx
sin“x dx = — +c.

Aplikujeme Leibnitzov- Newtonov vzorec a vypocitame:

T ) x — sinx. cos x]" T — SINT.COSTT 0 —sin0.cos0 T
S=J sin xdx=[ ] =( )—( )=—.
0 2 0 2 2 2

Obsah uvaZovanej plochy je %jz.

Obr. 10.6
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Priklad Vypocitajte obsah plochy medzi grafom funkcie y = cos x a osou x na intervale (0, 7).
Rie3enie: Najprv vypocitame neurity integrél [ cos x dx = sinx + ¢ a nasledne pouZijeme vzorec:
Vi
f cosx dx = [sinx]§ = sinm —sin0 =0—0 = 0.
0

Vypoctom sme dostali prekvapivy vysledok. Integral je nulovy, hoci na obr. 10.7 ma vyznacdena plocha
isty nenulovy obsah.

Ide o to, ako interpretujeme obsah plochy medzi grafom funkcie a osou x.

Obr. 10.7

Funkcia y = cosx na intervale (0, g) nadobuda kladné funkéné hodnoty, zatial ¢o pre x € (g,n) su
funkéné hodnoty zaporné. Ak nds zaujima obsah plochy v geometrickom zmysle (kladné cislo), potom

vzhladom na stredovu simernost so stredom v bode E, 0], obsah vyznacenej plochy na obr. 10.7 je

T

2 Lz T
S= 2.-[ cosx dx = 2[sinx]; = 2.(sm§— smO)) =2.(1-0)=2.
0

Priklad Vypocitajte obsah plochy ohrani¢enej grafmi funkcii y = x3 a y = /x.

Riesenie: Na obr. 10. 8a,b su postupne znazornené grafy oboch funkcii, ktoré sa pretinaju v bodoch
A, B. Uréime suradnice priesecnikov.

Priese¢niky su spolocné body oboch grafov, preto ich suradnice vyhovuju obom funkénym predpisom.
Z toho vyplyva, Ze

X3=\/§ /2
x® =x
—-x=0

x(x*-1)=0=>x,=0A x, =1.
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) iy U Uy g S

Obr. 10. 8a

Integraény interval je teda (0,1). Z toho vyplyva, Ze na intervale (0,1):

a) integral fol Vxdx uréuje plochu S; medzi osou x a grafom funkcie y = v/x (obr. 10.8b),

b) integral fol x3dx uréuje plochu S, medzi osou x a grafom funkcie y = x3 (obr. 10.8c),

c) Plocha S ohrani¢ena grafmi je ich rozdielom S = §; — S,.

Pocitame:
1 1 1,4 x%
fﬁdx—f x3dx=f (xf—x3)dx= 5
0 0 0 3

Priklad Vypo¢itajte obsah plochy ohrani¢enej grafmi funkciiy = x> —3x —4ay = x.

Riesenie. Na obr. 10. 9a) su postupne znazornené grafy oboch funkcii, ktoré sa pretinaju v bodoch 4, B.
Na obr. 10.9b) su znazornené horné integralne sucty pre obe funkcie a to pre aritmetickl normalnu
postupnost delenia intervalu (x4, xg). Plocha ohrani¢end grafmi funkcii sa ,sklada z ¢asti pod a nad
osou x“.
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Ztoho vyplyva, Ze obsah plochy uréenej grafmi oboch funkcii je mierne problematicky.
V predchadzajucich prikladoch sme uréovali obsah plochu pre pripady, ked funkcie boli nezdporné

. . bl 5 {v 5
(grafy “nad osou x“). Posunieme teda oba grafy s vektorom posunutia u = (0,27) o dlzku ZTV smere

osi y.

Posunutim oboch grafov sa zmeni situacia (obr. 10.9 c). Vrchol posunutej paraboly sa dotkne osi x
v bode V' [E, 0].

2
Y

y=x—3z—4

Y

y=x22-3x—4

—
b | o
‘l\:}
=l
[
|
~

4

Al
B o
‘l\:}
=l
[E———]

Obr.10.93, b

Prislusny obsah vypoditame obdobnym spdsobom ako v predchddzajiucom priklade3®. Funkéné
predpisy su po posunuti nasledovné:

) 25 ) 9
y=x —3x—4+T=x - 3x+-

4
25
y=x+ e
Prieseéniky A’, B' posunutych grafov maju stradnice:
) 9 25
X“—=3x+—-=x+—

4 4

x> —4x—4=0
D=(-4)?%?-41.(-4)=32

xA'B = 2 (1 $ \/z)
Integracny interval je (2(1 - \/f), 2(1 + \/f)) Obsah S plochy uréenej grafmi funkcii vypocitame:

35 posunutim sa obsah a tvar plochy nezmenil. Posunutie treba realizovat tak, aby posunuté grafy zodpovedali
nezdpornym funkciam.
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2(1+v2) 25 2(1+v2) 9 2(1+v2)
S:f <x+—>dx—f (x2—3x+—>dx=f (—x% 4+ 4x + 4)dx =

2(1-v2) 4 2(1-v2) 4 2(1-v2)

%3 X2 2(1+v2)

= [——+4—+4x] = ... = 29.96.
372 »1vD)
Y B'
/7

Obr. 10. 9¢
Ukazali sme spbsob, ako vypocitat plochu uréenu grafmi funkcie a osou x pomocou vhodného
posunutia v smere osi y. Ide o Ucelny postup, pokial nejde o funkcie osobitnych vlastnosti, napr. ako
parna funkcia y = cos x na intervale (0, ) (obr. 10.7).

Ak posunieme graf funkcie svektorom % = (0,1), potom na (0,7) integralom f:(l + cosx)dx

vypocitame, Ze obsah plochy medzi grafom funkcie a osou x sa rovna:
Vs
f (1 + cosx)dx =[x +sinx]] = (m +sinw) — (0 +sin0) =7,
0

pretoZe s vektorom U sa zmenil tvar uvazovanej plochy (elementarneho utvaru).

)

y=1+cosz

Y = cosT

/2"
/‘

Obr. 10. 10
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10.6 Substitu¢na metodda pre urcity integral

V kapitole 9.2 Integrovanie substitu¢nou metédou sme uviedli zakladné vety a spbsoby, ako
postupovat pri vypocte neurditého integralu. PouZitie substitu¢nej metddy pre uréité integraly je
zaloZzené na nasledujucich dvoch vetdch, ktoré uvedieme bez dokazov.

Veta Ak je funkcia y = f(x) je spojitd na intervale (a,b) a funkcia x = @(t) splia podmienky:

a) md spojitu derivdciu x' = @'(t) na intervale (a, B),

b) a=¢(a),b=q@(B),
c) prekaZdé t € {a,f)jex = @(t) €{a,b),

potom

b B
[ redxax = [ o)./ 0t

Upozornujeme, Ze praktické pouzitie vety je podmienené overenim predpokladov vety.

Veta Ak naintervale (a, b) mozZno integrovanu funkciu vyjadrit :

a) vtvarey = f((p (x)). @'(x), kdet = p(x),t" = @' (x) su spojité funkcie na intervale {a, b)
b) a sucasne je funkcia y = f(t) v kaZdom bode t = ¢(x) pre x € (a, b),
potom

b (D)
[ ro@)owa=[""roa.

(@)

ex
1+e?*

Priklad Vypocitajte fol dx.

RieSenie. Ak poloZime substittciu t = e*, potom x = @(t) = Int, kde t € (0, ). Vzhladom k tomu,
ze{a,b) = (0,1), potom pre:

a) x=0=>t=e"=1=aq,
b) x=1=>t=el=e=8.
Pocitame
1 px e* =t e X dt e 1
dx .. |[e*.dx = dt =f .—=J dt = [arctant]§ =
,fol+ezx tel,e) 1+t2ex ) 14 t2

T
=arctane —arctan1l = arctane — Z ~ 0.43

10.7 Poznamka k metdde per partes pre urcity integral

PouZitie metddy per partes pre neurcité integraly bolo detailne vysvetlené v kapitole 9.1. Uvedenu
metddu mozno aplikovat aj pre vypocet uréitého integrélu, pretoze plati:

b b
f f00).g'(x)dx = [f(x). g()]§ —f f(). g(x)dx,
kde funkcie y = f(x),y = g(x) maju na intervale (a, b) spojité derivacie.
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Nie vidy je nutné priamo aplikovat uvedeny vzorec. Niekedy postaci vypocitat primitivnu funkciu
k integrovanej funkcii a nasledne poufzit Leibnitz- Newtonov vzorec.

Priklad Vypoéitajte ff Inx dx.
RieSenie. Metdédou per partes mozno odvodit, ze
flnxdxzx.lnx—x+c, c €ER.

Ak pouzijeme vysSie uvedeny vzorec, dostaneme:

e
f Inxdx =[x.Inx—x]{ =(e.lne—e)—(1.lIn1-1)=e.1—-e—-1.0+1=1.
1

10.8 Ur¢ity integral s hornou hranicou

Medzi zakladné vlastnosti integralu (neurcitého, aj uréitého) patri skutoénost, Ze na oznaceni
integracnej premennej nezalezi, napr. plati rovnost:

Lbf(x).dx=Lbf(t).dtszf(u)_duz

Taktiez sme vysvetlili, Ze pre integrovatelnu funkciu y = f(x) naintervale (a, b) plati:

fbf(x).dx = fcf(x).dx+fbf(x).dx,

kde c € {a, b).

Uvazujme teraz, ze Cislo ¢ € {(a, b) ,prebieha postupne cez vSetky hodnoty/nadobuda“ z intervalu
(a, b). Skisme najprv krajné hodnoty.

a) Akc = a, potom facf(x).dx = faaf(x). dx = [F(x)]2 = F(a) — F(a) =0,
b) akc = b, potom facf(x).dx = fff(x).dx = [F(x)]2 = F(b) — F(a),
kde y = F(x) je jedna z primitivnych funkcii k funkcii y = f(x) (ak existuje).

Ak je ¢ lubovolné &islo z intervalu {a, b), prislusny urcity integral je hodnota:

Cc
[ reodx =1rel = P - F@
a
a mbzeme povedat, ze lubovolnému c € (a, b) sme priradili ¢islo F(¢) — F(a).

Priklad Vypocitajte folxzdx. Sucasne zistite prislusné hodnoty integralov focxzdx, kde

{01234567891}
’10°10°10°10°10°10°10°10° 10’

Riesenie. Vypoclitame:

1 311 13 03 1
xzdx=[—] =——-—=c.
fo 3], 3 3 3
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Ak za hornu hranicu dosadzujeme postupne hodnoty c, vypocitame

c 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0| 0 | 0| 10| 0| 10| 10 | 10|10 | 10 °
fcxzdx 0 1 8 27 64 125 216 343 512 729 1000 :1
0 3000 | 3000 3000 | 3000 | 3000 | 3000 | 3000 | 3000 | 3000 | 3000 3

Riesenie prikladu je ukazkou, ako pomocou istej hodnoty ¢ € {a, b) definujeme urcitd funkciu, ktorej

funkéné hodnoty stanovujeme prostrednictvom f;f(t). dt.

Definicia

Ak je funkcia y = f(t) integrovatelna na intervale {(a, b), potom funkcia

y = h(x) definovand vztahom

h(x) = f £(b) dt

pre x € {a, b) sa nazyva integral s premenlivou hornou hranicou.

Integral s premenlivou hornou hranicou je funkcia premennej x, ak za hodnotu x nebudeme
stanovovat konkrétne ¢ € (a, b).

Priklad Urcte integrdl premenlivej hornej hranice pre funkciu y = %, pret > 1.

Riesenie. Vypocitame:

pretoze pre x = 1 plati |x| = x.

X

1

h(x) = f ?dt =[In|¢t|]{ = In|x| —In|1| = In|x|] — 0 =Inx,
1

Na ukdazke rieSenia prikladu vidime, Ze pomocou integralu s premenlivou hornou hranicou vieme

definovat dalsie funkcie. Mnohé z nich uZitocné vlastnosti, neraz s presahom do inych oblasti
matematiky, napr. v tedrii pravdepodobnosti sa definuje funkcia hustoty alebo aj Laplaceova funkcia

d(x) =

ah

10.9 Poznamka k nevlastnym integralom

t2

e 2 dt.

Definovali sme urdity integral funkcie y = f(x) na intervale (a, b), pricom sme uvazovali o splneni
dvoch predpokladov:

a) interval (a, b) ma kone¢nt dizku,

b) integrovana funkcia je na intervale (a, b) ohranicena.

V tejto kapitole zovseobecnime oba pripady.

Definicia

Ak defini¢ny obor funkcie y = f(x) je interval (a,) a pre kazdé redlne ¢islob > a je

na intervale (a, b) funkcia integrovatelnd, potom vlastnu limitu

b

lim | f(x)dx
b—oo a
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nazyvame nevlastny integral funkcie y = f(x) na intervale (a,c0) a zapisujeme
f f(x).dx.
a

. b L . , ‘ - , . L
Ak I}lm fa f (x)dx existuje (je vlastna), potom hovorime, Ze nevlastny integral konverguje. Ak je limita

. b , S , ‘ - - .
I}lm fa f (x)dx nevlastnd alebo neexistuje, potom hovorime, Ze nevlastny integral diverguje.
—00

1
x2+x

Priklad Ukazte, Ze nevlastny integral floo dx konverguje a vysledok interpretujte geometricky.

1
x2+x

RieSenie. Definiény obor D(f) funkcie y = je D(f) = (—o,—1) U (—1,0) U (0, ). Overime
konvergenciu na intervale (1,00).

1
x2+x
racionalna funkcia, preto urobime rozklad na parcidlne zlomky.

j ! d—f ! d—fAd+de
P x(x+1) S B x+1%

Porovnanim polynémov odvodime:

Vypotitame najprv primitivnu funkciu neuréitého integrélu [ dx . Integrovana funkcia je rydzo

1=A(x+1)+B.x
0.x+1=(A+B).x+A.1

U
0=A+8B
1=A AB=-1
Vypoditame3:
1 -1 X
f—dx+f dx = In|x| = Inlx + 1] + ¢ = In|—] +c.
x x+1 x+1

Ked' sme urcili primitivnu funkciu, pouzijeme Leibnitzov- Newtonov vzorec a definiciu nevlastného
integralu. Pocitame limitu:

tim [ ——dx = lim [ xb—l'(l G 1)—1'(1 b 11)—
booo )y X2+ x x‘b%‘o[n|x+1”1‘b‘$‘& n|b+1|_n|1+1| " bo “|b+1|_“§ -
oo b
_ e [BET
= jim o [2H = im =5,
2

.. . ﬂ . f . . , . . 37.
Limitu 31_{210 o1 ie typu ||oo||, aplikujeme L’ Hospitalovo pravidlo®’:

li 2b = li 2—2
poebh +1  bowl <
1
x2+x

Nevlastny integral floo dx konverguje a plati:

3% plati: log, X — log, Y = logaé prea>0,a # 1.
37 Derivujeme podla premennej b.
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* 1
dx =1In2.
1 X2 +x

Ak hodnota urcitého integrdlu f; f(x) dx na intervale (a, b) predstavuje obsah orientovanej plochy

medzi grafom funkcie a osou x, potom obsah plochy medzi grafom funkcie y = aosou X na

x%+x
nekone¢nom intervale (1,00) sa rovnd In 2.

Priklad Ukazte, Ze nevlastny integral flooidx diverguje.

RieSenie. Defini¢ny obor D (f) funkcie y = i je D(f) = R — {0}. Potitame:

*1 b1
f —dx = lim | —dx = lim[In|x]|]? = lim(Inb—1In1) = lim(Inb — 0) = lim Inb = oo,
1 X b—oco 1 X b—oco b—oco b—oo b—co

Vysledna limita je nevlastna, integral floo;dx na intervale (1, o) diverguje.

Analogicky, ako sme zaviedli nevlastny integral na intervale {a, ), mozno definovat aj nevlastny
integral na intervale (—oo, a).

a
lim f(x)dx.
b— —o0 b

Naviac, vieme definovat aj nevlastny integral na intervale (—o0, ©) a to pomocou dvoch limit.

f_ o:of(X)dx = f Coof(x)dx + j " = lim fb " Feodx + lim f o,

pre fubovolné®® c € D(f).
Ak niektora zlimit blim fbcf(x)dx, lim fcaf(x)dx je nevlastnd alebo neexistuje, integral
- —00 a—o

fjooof(x)dx diverguje.

2x
x2+1

Priklad Zistite, Ci nevlastny integral fjooo dx konverguje.

2x
x2+1

RieSenie. Defini¢ny obor D (f) funkcie y = je D(f) = R. Pocitajme teda dve limity:

°°2xd_1_ 0Zxdl_ aZxd
| = i | et im |

Ak jedna z uvaZovanych limit diverguje, potom diverguje aj nevlastny integral fjooo%dx.

Vypocitame najprv primitivnu funkciu k funkcii y = x§i1 a to pomocou metddy substitucie.
2x 2 1=t dt
de . |[*"T1= ||...=f—=1nt +c=In|x?+1| +c.
fx2+1 2x.dx = dt t It | |

Dalej odvodime:

38 Stale uvaZujeme pripad, Ze funkcia y = f(x) je na danom intervale integrovatelna.
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a 2x

lim 5 dx = lim [In|x? + 1]]¢ = lim (In|a® + 1| — In|0% + 1|) = lim In|a? + 1| = .
a»o Jy x +1 a—oo a—oo a—oo

2x
x2+1

Vysledok je postacujuci k zaveru, Ze nevlastny integral ffooo dx diverguje.

Naznadili sme, Ze vypocet nevlastného integrélu na intervale (—o0,0) sa modze rozdelit na viaceré
Ciastkové vypocty. Situdcia sa mierne zmeni, ak funkcia nie je definovana v kazdom bode daného
intervalu.

Napr. funkciay = % nie je definovana pre x = 0 a v okoli tohto bodu je neohranic¢ena (obr. 10.11a).
X

)

Obr.10.113, b
Definicia Ak funkcia y = f(x) je definovand na intervale (a,b) tak, Ze:

a) vokoli bodu a je neohranicena,
b) je integrovatelna na kazdom intervale (a + &,b), kde e > 0,a + £ < b,
c) existuje vlastna limita

b
lim f f(x)dx,
€20 Jote

potom tuto limitu nazyvame nevlastny integral funkcie y = f(x) naintervale (a,b) a zapisujeme
b
f f(x)dx.
a

. b . _ , . L - .
Ak lm(l) fa+sf(x)dx nevlastnd alebo neexistuje, potom hovorime, Ze nevlastny integral diverguje.
E—
V niektorych situacidch moze nastat pripad, Ze funkcia je neohrani¢ena v okoli vnutorného bodu

intervalu (a, b), pripadne je neohrani¢ena v jeho krajnych bodoch, napr. funkcia y =

1,
Vx—xzje
neohranicend v krajnych bodoch defini¢ného oboru pre x = 0 ax = 1 (obr. 10.11 b).

Priklad Vypocitajte integrdl f_lls%/jdx .

X

Riesenie. Definiény obor D(f) funkcie y = je D(f) = R — {0} aide ovypoclet nevlastného

1
Vx*
integralu. V okoli bodu x = 0 je funkcia neohranicena (obr. 10.11) a podla definicie budeme poditat
dve limity:
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19 0+e 1
f dx = lim dx + lim

_1 Vx? e0); Ux #=0Jo Yk

Vypocitame najprv primitivnu funkciu.

1 _4 x_%ﬂ x%
fﬁdxzfx 5dx=_%+1+c g +c¢=53x+c.
Pocitame:
1 1 0+¢ 1
fl\/_dx_g% B \/_4dx+l£§r5 s \/_dx—llm[S\/_] +Ili£r})[5i/§]ﬂz

;m(S%—Si/?l)+A%(5§/T—5i/ﬁ) = =5+5=10.

Existuju obe vlastné limity, integral f z—=dx na intervale (—1,1) konverguje, hoci funkcia y = %
X

r
je v okoli bodu x = 0 neohranicen3, resp. nedefinovana.

10.10 Dal$ie geometrické aplikacie

Ukazali sme, Ze urcity integral definovany z nezapornej funkcie y = f(x) na intervale (a, b) je Cislo,
ktoré predstavuje obsah plochy tzv. elementarneho utvaru — plochy ohrani¢enej grafom funkcie
a osou x naintervale (a, b).

Elementdrny Gtvar U mdZeme zapisat ako mnoZinu bodov M so suradnicami [x, y], kde:

U={M[x,y;a<x<b0<y<fx)

Obr. 10.12

Mozino dokazat, 7e objem telesa, ktoré vznikne rotaciou elementarneho Utvaru U okolo osi x,
vypocitame podla vzorca

b
V= nf f2(x)dx.

Priklad Vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou elementarneho utvaru

U={[xy;0<x<m0<y<sinx}.
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RieSenie. Objem uvazovaného rotacného telesa vypocitame ako integral
Vs
V= nf sin? x dx.
0

39 v . x—sinx.cosx
Plati®, ze [sin?xdx = — —+c¢

Z toho vyplyva:

2

2 2

T ) x — sinx.cos x]" m—sinm.cost 0 —sin0.cos0 T
V=mn| sin“xdx=n|———| =m =—.
0 2 0 2

Obr. 10.13

Priklad Vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou elementarneho Uutvaru ohrani¢eného

funkciami y = vx ay = x3 okolo osi x.

Riedenie. Najprv zistime integraény interval®. Grafy funkcii y = +/x ay = x3 sa pretinaju v dvoch
bodoch A[0,0], B[1,1].

Rotaciou grafu funkcie y = +/x okolo osi vznikne rota¢né teleso, ktorého objem V; vpoditame:
1 211
2 x T
o=n [ (@) dx=mnfo] ==
0 2|, 2

Ak okolo osi x rotuje graf funkcie y = x3, potom na intervale (0,1) vytvori rotaéné teleso s objemom
V, a plati:

1 x71 -
VZ =T[j (x3)2 dx: .ee :n[—] = e = —,
0 71, 7

Pre vysledné teleso a jeho objem V odvodime: V=V, -V, =V, = ni.

39 Primitivna funkcia je detailne vypoc&itana v kapitole 9.1 Metdda integrovania per partes.
40 Detailné riedenie je su&astou prikladu viazaného na obr. 10.8a).
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Priklad Odvodte vzorec na vypocet objemu gule s polomerom r.

Rie$enie. Rovnica kruZnice k so stredom S[0,0] a polomerom r je v tvare:

x2+y? =12

Ak na intervale (-, ) nechame rotovat polkruznicu y = Vr? — x2 okolo osi x, vznikne gulova plocha
ohranicujuca gulu. Pre objem gule odvodime:

r r x3‘r 4
2 2 2 2 3
V=m| y%dx=m| (r*—x°)dx=-=mn|r°x——| =--=zmur
-r -r 3 3
I
y
25
e P, Yy = \-".’.' —x* 9
e ~
- ~,
e N, 15
4 N,
¢ N
!.r‘ \\
I Ay
7 1
i !
! i
i i
—ri 0 ir x
x4 y? =1t

Obr.10.14 43, b

Daldou vyznamnou aplikdciou uréitého integralu v geometrii je vypocet dizky d krivky, ktora je na
intervale (a, b) bodovo totozna s grafom funkcie y = f(x). Plati:

b
d= j 1+ (f'(x))%dx,

kde f'(x) je derivécia funkcie y = f(x) naintervale {(a, b).

Priklad Odvodte vzorec na vypocet obvodu kruZnice s polomerom r.

Rie$enie. KruZnica k so stredom S[0,0] a polomerom r mé rovnicu* x? + y? = r2

Polkruznica y = Vr? — x? predstavuje na intervale (—r,r) funkciu y = f(x) (obr. 10.14a), ktoru
pouzijeme. Postupne vypocitame:

, ! —2x X
Gl AGREED R

"2 xz
O =a—2
2

) x
1+(y)2=1+r2—x2=

r? — x? 4 x? r

r2 —x2 r2 —x2

41 Stredova rovnica kruznice predstavuje krivku, ktorej graf nie je grafom funkcie.
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r2 T

rZ—x2 72 — x2
d fr 1+ )2d f T4 fr L
= y x = ——dx =7 | ——dx.
_r VT2 = %2 VT2 — %2
Odvodeny integral z iraciondlnej funkcie vypoéitame substittciou.*? Plati:

x =7r.sint ” f r.cost.dt f r.cost.dt

1
f V72 = %2 dx .. ”dx =r.cost.dt [rZ = (r.sint)?

f r.cost.dt J‘cost.dt fdt - ) x+
= = = = ¢ = arcsin—+c.
r.Vv1—sin?t cost r

r2 —7r2 sin%t

PouzZijeme vysledok.

d_fr 1+ (@y)2dx=-= [ i x]r — ( T . —T')_
= . y X =:=T. arcsmr _T—r. arcsmr arc sin —)=
=r.(arcsin(1) —arcsin(—=1)) =r E—(—E) =1T.r
- “r\2T\2)) T

Di?ka obluka polkruznice je d = .7, obvod kruZnice je 0 = 2mr.

Poslednd aplikdcia urcitého integrdlu, ktord uvedieme, je vzorec na vypocet povrchu P rotacnej
plochy, ktora vznikne rotaciou elementdrneho Utvaru urceného funkciou y = f(x)a osou x na
intervale {(a, b). Plati:

b
pP= 27rf f0)./ 1+ (f'(x))%dx

Priklad Odvodte vzorec na vypocet povrchu gulovej plochy s polomerom r.

Rie$enie. KruZnica k so stredom S[0,0] a polomerom r mé rovnicu x2 + y? = r2.

Polkruznica y = Vr? —x? predstavuje na intervale (—r,r)funkciu y = f(x) (obr. 10.14a).
V predchadzajucom priklade sme odvodili:

J707= | =L
y - rz—xz_ 7,.Z_XZI
Pocitame:
T r r
P = an Jr2 —x? ————dx = Zm’j 1.dx = 2nr[x]", = 2nr(r — (=71)) = 4nr?.
. o — . r (=7

Povrch gulovej plochy s polomerom r sa vypocita podla vzorca P = 4mr?.

42 Substitucia je naznacena v tab. 9.1, posledny riadok. Dalej plati, ie% =sint = arc sin% =t.
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10.11 Cvicenie
1. Vypoditajte integralny sucet pre funkciu y = f(x) na intervale (a, b), ak:

a) y=1+x,(1,10) b) y = 2%,(0,10) c)y = x2,(=2,1).
2. Vypoditajte:
11 -1dt 8 3 414y
a) [y zdx b) J_, = of, (V2x + Vx)dx  d) [ o dy
-3 dt -3 du 1 x 4 dx
e) fO V25+3t f) f—Z u2-1 g) fO x2+3x+2 dx h) f3 x2-3x+2
. 1 z? . z 2 e? dt z
i) J, ——dz j) J# cos® x dx K[, o0 1) f_‘%tanx dx
3. Vypocitajte metddou substitucie:
3 4 dx In2 = mdt
a) [, V1+xdx b) J, = ofy Vi-e¥dx d) [ o—
4. Vypocitajte metédou per partes:
a) [zx.cosxdx b) fone".sinx dx c) folxz.e‘x dx
5. Vypocitajte integral s hornou (dolnou) hranicou:
X —t x1 0 .
a) [, e tdt b) J; zdt c) J, sint dt
6. Vypocitajte nevlastné integraly:
Ool o 2 0 dx o 1
a) [, —dx b)J; sin®x.dx )y d) | s dx
21 E 1 1 dx 301
e) f—l;dx f) Ozx.lnx dx g) fo Vi—x? h) fo (x-1)3 dx

7. Vypocitajte obsah plochy uréenej:
a) osou x a grafom funkcie y = Inx a priamkou x = e,
b) osou x a grafom funkcie y = x(x — 1)(x — 2),
c) grafmifunkciiy =2x —x?,y =y = —x,
d) grafmifunkciiy = x2,y = x?z, y = 2x,
e) grafmifunkciiy = %2, y=4- gxz.
8. Vypocitajte objem rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou grafu funkcie y = f(x) na danom
intervale (a, b):
) y=1-x(010) b)y==(12)  oy=-x%(-13) d)y=sin%(0,5)
9. Odvodte vzorec na vypocet objemu rotacného kuzela svySkou v, ktorého podstava ma
polomer r.
10. Vypocitajte dizku krivky leZiacej na grafe funkcie y = f(x), ak:
a) y=x3%x€(-1,1) b) y = sinx; x € (0, )
11. Vypocitajte povrch rotacnej plochy, ak elementarny utvar je uréeny:
a) U={[xy],0<x<20<y<x+1},

b) U={[x,y],0SxSS,OSyS%(S—x)\/E}.
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