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Uvobp

Matematika ma velky vzdelavaci a vychovny vyznam. U¢i tvorit presnymi logickymi
Uvahami platné zavery. Preto je od najstarSich Cias podkladom vyucovania na
vsetkych typoch skol. Abstraktnost umoznuje matematike zachytit velké mnozstvo
rozmanitych foriem realnych javov a odkryvat pribuznosti medzi javmi zdanlivo
vzdialenymi.

Ako uvadza Kopka ,algebra vychddza zo zvidstneho javu nazyvaného analdgia —
prdca s pismenami je analdgiou toho, Co sa deje s objektami.” Spociatku sa
zaoberala rieSenim rovnic- iSlo teda o pocitanie so znakmi. V tejto faze bola algebra
velmi pribuzna jazyku. Tuto linia neskor prevzala matematickd logika a Specidlne
predikatova logika. Pod vplyvom tedrie mnozin vSak algebra zmenila svoju napln
a do popredia sa dostalo Studium Struktur.

Predkladana publikacia je uréena pre Studentov rozsirujiceho Studia pre buducich
ucCitefov matematiky. Ciefom kurzu z matematiky v tomto Studijnom programe je
prehibit stredogkolské poznatky z matematiky tak, aby $tudenti ziskali teoretické
vychodiska pre rozvijanie vedomosti z matematiky u Ziakov nizsieho, ako aj vyssieho
sekundarneho vzdeldvania. Tento ucebny text svojim obsahom pokryva ucivo
z matematiky, ktoré sa vyucuje v prvom semestri uvedeného Studijného programu.
Cielom vyu¢by matematiky v prvom semestri je prehibenie a rozsirenie vedomosti z
matematickej logiky a elementarnej teérie mnozin. Tieto vedomosti su nevyhnutné
pre studium matematickych disciplin v dalSich semestroch.

Pri zostavovani obsahu tejto publikdcie sme zohladnovali potreby Studentov
Ucitelstva akademickych predmetov v kombinacii s matematikou a Studentov
rozSirujuceho Studia matematiky.

Obsah ucebnych textov je rozdeleny do piatich kapitol. Prva kapitola je venovana
zakladnym pojmom vyrokovej logiky. V druhej kapitole definujeme zakladné pojmy
tedrie mnozin. Tretia kapitola je venovana kartezianskemu sucinu a binarnym
relaciam. V Stvrtej kapitole definujeme zobrazenie, a to ako Specidlny typ binarnej
relacie. V piatej kapitole sa zaoberame stavbou matematickej vety a uvadzame
najpouzivanejsSie dokazy matematickych viet, ktorymi su priamy a nepriamy dokaz,
dokaz sporom, dbkaz matematickou indukciou a dbékaz preverenim vsetkych
moznosti.

Kazda kapitola obsahuje okrem zakladnych pojmov arieSenych prikladov aj
cvicenia, ktoré mézu sluzit k prehibeniu a pochopeniu teoretického uciva.



V zozname literatury sme uviedli dostupnu literaturu, ktora pripadnym zaujemcom
umozni hlbsie preniknut do Studovanej problematiky.

Autorky touto cestou dakuju recenzentom, za pozorné precitanie textu aza
pripomienky a podnety, ktoré pomohli odstranit niektoré chyby a pomohli zlepsit
obsah a formu publikacie.



1 ZAKLADNE POJMY VYROKOVEJ LOGIKY

Vyrokova logika sa zaobera Studiom roznych foriem myslenia ivyjadrovania
a pravidlami spravneho usudzovania. V tejto kapitole uvedieme zakladné pojmy
vyrokovej logiky a budeme ich ilustrovat na prikladoch. Poznatky z vyrokovej logiky
nam umozZnia presne a logicky spravne formulovat myslienky. Zakladnymi pojmami
vyrokovej logiky su pojmy:

vyrok,
vyrokova formula,

vyrokova forma.

1.1 Vyrok

Vyrokom rozumieme kazdu oznamovaciu vetu, pre ktoru nastane prave jedna
z nasledujucich dvoch moznosti — bud' je pravdiva alebo nepravdiva. Prikladmi
vyrokov su nasledujuce vety:

Sucet dvoch neparnych Cisel je parne Cislo.
Martin Kukucin sa narodil 17. maja 1860 v Jasenove;.
Pre kaZdé dve mnoZiny A, Bplati(AUB) =A'NB.
Pre fubovolné redlne Cislaa, bplatia-b = b - a.
3>5
Praha je hlavné mesto Slovenskej republiky.
Prvé Styri vyroky su pravdivé, zatial ¢o posledné dva vyroky su nepravdivé.

Vyroky, ktorych pravdivostni hodnotu nevieme urcit, nazyvame hypotézy. Vyrok
,Na Marse existuje Zivot.” je hypotéza, pretoze nevieme s istotou potvrdit ani
vyvratit toto tvrdenie.

Vyroky sa oznacuju malymi pismenami latinskej abecedy p, g, r, ....

Definicia: Negdcia vyroku je vyrok opacnej pravdivostnej hodnoty ako pévodny
vyrok. Negaciu vyroku p oznacujeme p’. Vyrok p popiera to, ¢o tvrdi vyrok p. Vyroky
p a p' maju vidy opaénu pravdivostni hodnotu.



Priklad:

Vytvorte negaciu nasledujucich vyrokov.

Sucet vnutornych uhlov trojuholnika sa rovna 180°.

Styri plus osem sa nerovnd desiatim.

Riesenie:

Negujeme dany vyrok: Nie je pravda, Ze sucet vnutornych uhlov trojuholnika sa

rovna 180°. Skratene zapisujeme negdciu vyroku negovanim slovesa: Sucet
vnutornych uhlov trojuholnika sa nerovna 180°.

Negujeme dany vyrok: Nie je pravda, Ze Styri plus osem sa rovna desiatim.

Ak p, g su vyroky, tak pomocou logickych spojok (tzv. operatorov vyrokovej logiky)
mozZno vytvorit nové vyroky, tzv. zloZzené vyroky. Budeme pouzivat nasledujiuce

logické spojky:

a) A - tzv. konjunkciu

b) Vv - tzv. disjunkciu (alternativu),
c) = - tzv.implikaciu

d) & - tzv. ekvivalenciu

Pomocou uvedenych spojok dostavame tieto zloZzené vyroky:
pAq - Citame ,paq” resp. ,pazaroven g“
b) pvq - Citame , palebo g

c) p=q - Citame , pimplikuje g“ resp.,z p vyplyva g“ resp. ,ak plati p,
potom plati aj g“,

d) p e q - citame , pjeekvivalentnés g“resp., p prave vtedy,

ked g“ resp., pvtedy alen vtedy, ked g“,
Definicia: ZloZeny vyrok , p azdroven q“, nazyvame konjunkcia vyrokov p a q.
Zapisujeme ju formdlne , p A q"“.
Definicia: Zlozeny vyrok , p alebo g“ nazyvame disjunkcia vyrokov p alebo gq.
Zapisujeme ju formdlne , p V q“.

Pozndmka: Logicka spojka ,,alebo” mda v matematike odliSny vyznam ako v beZnej komunikdcii.
V beZnej rec¢i ma spojka ,alebo” vyluovaci vyznam, t.j. plati prave jeden z vyrokov, z ktorych je
disjunkcia zlozena. Napriklad, ak povieme ,,Pride Peter alebo Pavol.”, znamena to, Ze pride prave
jeden z dvojice tychto chlapcov. V matematike sa spojka ,,alebo” chdpe v nevylu¢ovacom vyzname,



teda moéZu platit aj obidva vyroky p, g, z ktorych je disjunkcia p V q zloZena. V niektorej literature
sa medzi logickymi spojkami uvadza aj spojka bud-alebo (t.j. spojka alebo vo vylu¢ovacom
vyzname). Zlozeny vyrok ,, p bud-alebo q“ nazyvame ostrd disjunkcia vyrokov p a q. Zapisujeme ju
formalne ,p Vv q".

Definicia: ZloZzeny vyrok ,ak p, potom g“ (alebo , p implikuje g“) nazyvame
implikacia vyrokov p a qg. Zapisujeme ju formalne p = q . Vyrok p nazyvame
predpokladom a vyrok g zaverom implikacie. Predpoklad p je postacujuca
podmienka pre zaver q. Zaver q je nutna podmienka pre predpoklad p.

Definicia: Zlozeny vyrok , p vtedy a len vtedy, ked g“, alebo ,, p prave vtedy, ak g
(alebo ,, p je nutnou a dostatocnou podmienkou g“) nazyvame ekvivalencia vyrokov
p a q. Zapisujeme p & q. Mdzeme ju zapisat ako konjunkciu dvoch implikacii:(p =
q) A (q = p).

Priklad:

|Il

Dané su vyroky p: ,Pride Eva.” a q: ,Pride Karol.”. Zapiste pomocou matematickej

symboliky nasledujuce vyroky:

a) Z dvojice deti Eva a Karol pride aspon jeden.
b) Z dvojice deti Eva a Karol pride najviac jeden.
¢) Zdvojice deti Eva a Karol pride prdve jeden.
d) Karol nepride bez Evy.

e) Eva pride len vtedy, ked nepride Karol.

f) Obidvaja nepridu.

g) Ziadny nepride.

h) Aspon jeden nepride.

i) Ak pride Karol, pride aj Eva.

j) Eva pride, ale Karol nepride.

k) Karol pride, ked Eva nepride.

RieSenie:

a) pVq

b)(pAgIV @ AV P AG)resp. (pAq)
c) ®Ag)V (P AQ)



d p=q
e) peq
fl v Ag
g) PAq
h) pvq
i) q=>p

j) pAq

k) p'=q

Kazdy vyrok ma pravdivostnd hodnotu. Pravdivostnu hodnotu pravdivého vyroku
budeme oznacovat 1 a pravdivostni hodnotu nepravdivého vyroku budeme
oznacCovat 0. Niekedy znakom 1 (resp. 0) oznacujeme lubovolny pravdivy (resp.
nepravdivy) vyrok. Pravdivostna hodnota zloZenych vyrokov zdleZzi od
pravdivostnych hodnét vyrokov, z ktorych su zloZzené. Pravdivostna hodnota vyssie
uvedenych zloZzenych vyrokov je definovana nasledovne:

Tabulka 1. Pravdivostnd hodnota zloZenych vyrokov

PAq pVvq p=q | Pp=q

B R O o T,

q
1
0
1
0

O O L Kr| T

1 1
0 0
1 0
1 1

O B R, R

1
0
0
0

Z tabulky 1 vyplyva, ze

a) konjunkcia p A g vyrokov p, g je pravdiva prave vtedy, ked' su pravdivé vyroky p,
q;

b) disjunkcia p V q vyrokov p, g je pravdiva prave vtedy, ked'je pravdivy aspon

jeden z vyrokov p, g; Ostra disjunkcia vyrokov p, q je pravdiva, ak je pravdivy prave
jeden z vyrokov p, q.

Pozndmka: Ostra disjunkcia vyrokov p, q je pravdiva, ak je pravdivy prave jeden z vyrokov p, q.

c¢) implikacia p = q vyrokov p, g je nepravdiva prave vtedy, ked vyrok p je pravdivy
a vyrok g je nepravdivy;



d) ekvivalencia p & q vyrokov p, g je pravdiva prave vtedy, ked vyroky p, g maju
rovnaku pravdivostnu hodnotu;

e) vyrok p je pravdivy prave vtedy, ked jeho negacia p’ je nepravdivy vyrok.

V tabulke 1 symboly p, g nepredstavuju konkrétne vyroky, ale za p, g moézeme zvolit
lubovolné vyroky. Su to tzv. vyrokové premenné. ZapisypVq,pAq,p = q,p © q
ap v tabulke 1 su prikladmi tzv. vyrokovych formal.

1.2 Vyrokova formula

Vyrokovou formulou nazyvame zapis, ktory obsahuje vyrokové premenné, logické
spojky a zatvorky, pricom po dosadeni [ubovolnych vyrokov za vyrokové premenné
dostaneme vyrok. Vyrok moéZe nadobudat len jednu pravdivostnd hodnotu,
vyrokova formula moéZe nadobudat rézne pravdivostné hodnoty. Zatvorky vo
vyrokovych formulach maju dolezitu ulohu, pretoze uréuju — rovnako ako aj vSade
inde v matematike — poradie operdacii. Pouzivaju sa zatvorky okruhle (), hranaté [ ],
lomené ( ), mnozZinové { }.

Priklady vyrokovych formul su nasledujlce zapisy:

P=>2e@=>9) @) rrr,@=>0=@=>p),@Ve e @A), @A
Q) < @Vq)

Pomocou tzv. tabulky pravdivostného ohodnotenia vyrokovej formuly mozno zistit,
pre ktoré pravdivostné hodnoty vyrokovych premennych vznikne z vyrokovej
formuly pravdivy (resp. nepravdivy) vyrok. Tento proces sa nazyva pravdivostné
ohodnotenie vyrokovej formuly.

Priklad

Urcte pravdivostného ohodnotenia vyrokovych formul:

a) P =2qe@=1q)

b) () & p
Riesenie:
R IENCERD
pla| p | 4d | P=>q | p=>qd | @2 ®=>q)
1 1 0 0 1 0 0
1 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1 1



Z tabulky vyplyva, Ze vyrokové formula (p' = q) © (p = q) sa stane pravdivym
vyrokom, ak za dvojicu premennych (p, q) dosadime vyroky s pravdivostnymi
hodnotami (1, 0) alebo (O, 1).

@) evp
plp|®) ®)ep
1 0 1 1
0 1 0 1

Z tabulky vyplyva, Ze vyrokova formula (p')' & p je po dosadeni fubovolnych
vyrokov za premennu p vzdy pravdivy vyrok.

Vyrokové formuly mozno z hladiska ich pravdivostného ohodnotenia rozdelit do
troch skupin:

a) tautoldgie
b) kontradikcie

c) splnitelné vyrokové formuly.

Tautologiou nazyvame taku vyrokovu formulu, z ktorej po dosadeni fubovolnych
vyrokov za vyrokové premenné vznikne vidy pravdivy vyrok.

Kontradikciou nazyvame taku vyrokovu formulu, z ktorej po dosadeni fubovolnych
vyrokov za vyrokové premenné dostaneme vidy nepravdivy vyrok. Prikladmi
kontradikcie st vyrokové formulyp Ap, (p 2 p)A (P =p), (PAq) © (p V).
Spinitelna vyrokova formula je vyrokova formula, ktora nie je ani tautoldgiou ani
kontradikciou. Prikladmi splnitelnych vyrokovych formul st vyrokové formuly (p' =
Qe @=q)a@).

Jednotlivé druhy vyrokovych formul spozname ztabulky ich pravdivostného
ohodnotenia: u tautoldgie st v poslednom stipci samé jednotky, u kontradikcie

samé nuly a u splnitefnej vyrokovej formuly st v poslednom stipci tabulky jej
pravdivostného ohodnotenia aj nuly aj jednotky.

Najdolezitejsie tautoldgie vyrokovej logiky



Komutativny zdkon konjunkcie a disjunkcie:

pAg) © (@Ap); (pva) < (qVp)

Asociativny zdakon konjunkcie, disjunkcie:

(A ATl [pAG@AD] [PV VT]e [pV(QVT)]
Distributivny zdkon
[pv@an]e[@vaorevnliipr@vnle @A)V @AT)]
De Morganove pravidla

(rAq) & (p'V q) - negacia konjunkcie

(rVq) © (p Aq) - negicia disjunkcie

Negdcia implikdcie a ekvivalencie

(p = q) © (p Aq') vyuziva sa pri dokaze sporom

e e [(prg) v Al

Vyjadrenie implikdcie a ekvivalencie pomocou negdcie, konjunkcie a disjunkcie
=90V

peq e [V A V)l

CRSRS R CATIRNCRTD)

Zdkon negdcie negdcie

@) ep

Zdkon vylucenia tretieho

pVp

Zdkon sporu

(P AD)

(r = q) © (¢ = p) - vyuZiva sa pri nepriamom dokaze

peq) e [(p=9 N(q=p)]-vyuiiva sa pri priamom dbkaze



Priklad

Urcte pravdivostné hodnoty nasledujucich implikacii a utvorte ich negacie.
a) 3:5=10=>4-5=20

b) 3:5=15=4-5=20

c) 3:5=10=>4-5=30

d 3:-5=15=4-5=30

e) 3:5=30=>4-5+20

f) 5>8=5>3

g 5>8=5>7

h) 5<8=5<7

i) 5<8=5>3.

Riesenie:

Vyuzijeme tabulku 1, podla ktorej je implikacia p = g vyrokov p, g nepravdiva prave

vtedy, ked vyrok p je pravdivy a vyrok g je nepravdivy. Pri ur¢ovani negacie danej
implikacie vyuZijeme tautoldgiu (p = q) © (p A q).

a) lde o implikaciu typu 0 = 1, ktord je pravdivym vyrokom. Jej negéaciou
jevyrok3-5=10A4 -5 # 20.VSimnime si, Ze tento vyrok je pravdivy.

b) Je to implikacia typu 1 = 1, ktord je pravdivym vyrokom. Jej negaciou
jevyrok3-5 =15A4 -5 # 20. Tento vyrok je nepravdivy.

c) Tento vyrok je implikaciou typu 0 = 0, ¢o je pravdivy vyrok. Jej negéciou je
nepravdivy vyrok 3 -5 =10A4 -5 # 30.

d) Je to implikacia typu 1 = 0, ktord je nepravdivym vyrokom. Jej negaciou je
pravdivy vyrok 35 =15A4 -5 # 30.

e) Je to implikacia typu 0 = 0, ¢o je pravdivy vyrok. Jej negaciou je vyrok 3 -5 =
30 A4 -5 = 20, ktory je nepravdivym vyrokom.

f) Ide o implikaciu typu 0 = 1, ktora je pravdivym vyrokom. Jej negaciou

jevyrok 5 > 8 A5 < 3. Tento vyrok je nepravdivy.



g) lde o implikaciu typu 0 = 0, ktora je pravdivym vyrokom. Jej negdciou je vyrok
5> 8 A5 < 7.Tento vyrok je nepravdivy.

h) Uvedena implikacia je implikdcia typu 1 = 1, ¢o je pravdivy vyrok. Jeho negdcia
jevyrok 5 < 8 A5 > 7, ktory je nepravdivym vyrokom.

i) Je toimplikacia typu 1 = 1, ¢o je pravdivy vyrok. Jeho negaciou dostaneme
nepravdivy vyrok 5 < 8 A5 < 3.

Priklad.

Utvorte negacie nasledujucich vyrokov:

a) Mdm mladsieho brata a starSiu sestru.

b) Budem ¢itat alebo pojdem do kina.

c) Ak prsi, je mokro.

d) Karol ma kruzidlo, ale nema pravitko.

e) V nedelu p6jdeme bud do kina alebo do divadla.

f) Alebo p6jdem do cirkusu alebo nepojdem von.

g) Ak bude mat auto poruchu, neprideme vcas.

h) Peter ide sem, alebo mu nefunguje telefén.

i) Kupim svojmu dievcéatu kvety alebo ju pozvem na obed.
j) Lavina sa uvolnila prave vtedy, ked' vstupil do lavinového pola.
k) Ked zatelefonujes vcas, poviem ti to.

/) Jana pracu nedokoncila a odisla domov.

Riesenie:

Pomocou de Morganovych pravidiel a tautoldgii 5. dostdvame nasledujuce negdcie
danych vyrokov:

a) Nemdam mladSieho brata alebo nemdm starsiu sestru.

b) Nebudem ¢itat a nepbjdem do kina.

c¢) Prsi a nie je mokro.

d) Karol nema kruzidlo alebo ma pravitko.



e) V nedelu nepb6jdeme do kina ani do divadla.

f) Nepodjdem do cirkusu a p6jdem von.

g) Auto bude mat poruchu a prideme vcas.

h) Peter sem nejde a telefén mu funguje.

i) Nekupim svojmu dievcatu kvety, ani ju nepozvem na obed.

j) Lavina sa uvolnila a nevstupil do lavinového pola alebo sa lavina
neuvolnila a vstupil do lavinového pola.

k) Zatelefonujes vcas a ja ti to nepoviem.

/) Jana pracu dokoncila alebo neodisla domov.

Tabulky pravdivostného ohodnotenia vyrokovej formuly sa pouZivaju aj pri
vyrokovej analyze slovného textu, o budeme ilustrovat na nasledujucom priklade.

Priklad

Rozhodnite, ktori Ziaci zo Stvorice A, B, C, D pdjdu na vylet, ked sa maju dodrzat
tieto podmienky:

a) P6jde aspon jeden z dvojice B, D.

b) P6jde najviac jeden z dvojice A, C.

c) Pojde aspon jeden z dvojice A, D.

d) P6jde najviac jeden z dvojice B, C.

e) B nepojde bez A.

f) Cpobjde vtedy, ked pojde D.

Riesenie:

Ak oznaéime symbolom p vyrok ,,Pojde A.“, symbolom g vyrok ,,P6jde B.“, symbolom
rvyrok ,,Pojde C.“ a symbolom s vyrok ,Pdjde D.“, potom podmienky, ktoré sa maju
dodrzat, mb6zeme zapisat takto:

a) qVs

b) (pAT)
c) pVs



d) (qAr)

e) p=q

f] res

KedZe vSetky podmienky musia byt dodrzané sucasne, musi platit

(QVSIAPATY A(VS)AQQATY AP = qg)A([r e s).
Oznacme tuto vyrokovu formulu pismenom v. Pomocou tabulky pravdivostného

ohodnotenia vyrokovej formuly v zistime, pre ktoré pravdivostné hodnoty vyrokov
p, q, r, s dostaneme z vyrokovej formuly v pravdivy vyrok.

Pravdivostné ohodnotenie vyrokovej formuly v

plg|r|s|qVvs | (pAr) |pVs | (qAT) |p=>q | res |v
1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0
11 10 1 0 1 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0
1 1 00 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0
1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0
1 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0
1 0 0 O 0 1 1 1 1 1 0
0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0
0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0
0 1 0 1 1 1 1 1 0 0 0
0 1 0O 1 1 0 1 0 1 0
0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0
0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0
0 0 0 O 0 1 0 1 1 1 0

Z tabulky vyplyva, Ze z vyrokovej formuly v sa stane pravdivy vyrok v tychto dvoch
pripadoch:

vyroky p, q su pravdivé a vyroky r, s su nepravdivé;

vyroky r, s su pravdivé a vyroky p, q su nepravdivé.



To znamen3, Ze ked' sa maju dodrzat uvedené podmienky, na vylet zo Stvorice Ziakov
A, B, C, D p0jdu Ziaci A a B alebo Ziaci Ca D.

1.3 Vyrokové formy

UvaZujme vetu ,,Cislo x je delitelné tromi.” Tato veta nie je vyrokom, lebo existuju
Cisla, pre ktoré je tato veta pravdiva, ale aj Cisla, pre ktoré je nepravdiva. Ak polozime
napr. x = 6, dostaneme vetu ,6 je delitelné tromi.“ Dostavame pravdivy vyrok.
Naproti tomu pre x =1 dostaneme nepravdivy vyrok. Ak za x dosadzujeme
prirodzené Cisla, dostavame vyroky. Tym je motivovana nasledujuca definicia.

Definicia: Vyrokovd forma je kaidy zdpis obsahujuci premenné, ktory nie je
vyrokom, pricom po dosadeni vhodnych konstant za premenné dostaneme vyrok.
Vyrokové formy budeme oznacdovat nasledujicim spésobom:

A(x),B(x),... -vyrokové formy s jednou premennou x,
A(x,y),B(x,y),... -vyrokové formy s dvoma premennymix, y,

A(xqy, X9, %), B(%1,%5,...,%),... - vyrokové formy sn premennymi
X1, X2y X

Priklady vyrokovych foriem:

A(x): Cislo 3 deli &islo x, B(x):x+1 =0, C(x,y):x* +y% = 1. Vyrokové formy
A(x) a B(x) su vyrokové formy s jednou premennou x a vyrokova forma C(x,y) je
vyrokova forma s dvoma premennymi x, y. V dalSom sa budeme vacésinou zaoberat
iba vyrokovymi formami s jednou premennou. S kazdou vyrokovou formou uzko
suvisia urcité mnoziny, ktoré budeme v dalSom definovat.

Obor premennej vyrokovej formy A(x) je mnoZina vSetkych objektov, ktorych nazvy
chceme do vyrokovej formy A(x) za premennu x dosadzovat. Oznacujeme ho U.

Defini¢ny obor vyrokovej formy A(x) je mnoZina vietkych tych prvkov z jej oboru
premennej, ktoré po dosadeni do vyrokovej formy A(x) za premennu x vytvoria z
vyrokovej formy A(x) vyrok. Definicny obor vyrokovej formy A(x) budeme
oznacovat D,.

Obor pravdivosti vyrokovej formy A(x) je mnoZina vSetkych tych prvkov z jej
definicného oboru, ktoré po dosadeni do vyrokovej formy A(x) za premennu x
vytvoria z vyrokovej formy A(x) pravdivy vyrok. Obor pravdivosti vyrokovej formy
A(x) budeme oznalovat A. Cize A = {x € U; A(x)}.

Z uvedenych definicii vyplyva, Ze pre kazdu vyrokovu formu A(x) plati vztah A c
D, cU.



Analogicky sa predchadzajuce obory definuju aj pre vyrokové formy s viacerymi
premennymi.

Priklad
Su dané vyrokové formy
A(x):5x + 5 =10,
B(x):x+1=0,
Clx):x*+x+1>10
6
D(X) E =2
s oborom premennej U = {1,2,3,...,10}.
Uréme definiéné obory a obory pravdivosti tychto vyrokovych foriem.
RieSenie:

Pre definicné obory plati:

D,=U,
DB e U,
DC = U,

Dp: Menovatel zlomku nesmie byt rovny nule, preto ¢islo 1 musime z defini¢ného
oboru vyradit a teda D, = {2,3,4,...,10}.

RieSenim rovnic anerovnic uréime obory pravdivosti. Obormi pravdivosti
jednotlivych vyrokovych foriem si mnoziny

A={x€U;5x+5 =10} = {1},

B={xeUx+1=0}=¢,

C={xeU;x*+x+1>10}={34,5,...,10},

6
D={XEU;xT1=2}={4}.

Priklad
Uréme defini¢né obory a obory pravdivosti nasledujtcich vyrokovych foriem:

a) A(x):x deli2, x €N,



3

b)B(x):x_1 =3,X ER,
c) C(x):z =4,x €R.
Riesenie

a)Dy=N,A={x €N;xdeli2}= {12},
b)Dy =R—{1},B ={x € R =3} = {2},
¢) De = R—{0},C = {x € R;= = 4} = {0,5}.

Analogicky ako uvyrokov moéZieme pomocou logickych spojok tvorit z danych
vyrokovych foriem nové (zloZzené) vyrokové formy. V dalSom nas bude zaujimat, aky
je vztah medzi oborom pravdivosti zloZzenej vyrokovej formy a obormi pravdivosti
vyrokovych foriem, zktorych je zloZzend. Budeme pritom predpokladat, Ze
uvazované vyrokové formy maju rovnaky defini¢ny obor, t.j. ak vyrokové formy A(x)
a B(x) maju defini¢ny obor D, potom aj zloZené vyrokové formy A'(x), A(x) A B(x),
A(x)V B(x),A(x) = B(x), A(x) © B(x) maju defini¢ny obor D.

Najskor nas bude zaujimat obor pravdivosti vyrokovej formy A'(x). KedZe
predpokladdme, e definiénym oborom vyrokovych foriem A(x) a A'(x) je mnoZina
D, pre obory pravdivosti vyrokovych foriem A(x) a A'(x) plati Ac D, A" © D. Preto
mobzeme mnozinu D povazovat za zdkladni mnoZinu. Zostrojime Vennov diagram
mnoziny A a oznacime elementarne polia.

Obr. 1.1. Vennov diagram

Budeme zistovat, pre ktoré prvky x € D plati vyrokova forma A'(x). Nech x € |.
Potom pre x plati vyrokova forma A'(x), lebo x nie je z oboru pravdivosti vyrokovej
formy A(x). Preto ak x € | dosadime do vyrokovej formy A'(x), dostaneme pravdivy
vyrok. Ak x € Il, plati vyrokova forma A(x) (lebo x je z jej oboru pravdivosti), a teda
A'(x) neplati. Ak dosadime x € Il do vyrokovej formy A’(x), dostaneme nepravdivy
vyrok. Oborom pravdivosti vyrokovej formy A’(x) je mnoZina prvkov elementarneho
pola I. Dostdvame nasledujuci vysledok: A" = {x € D;x & A} = {x € D; A'(x)}.



Zistime, aky je obor pravdivosti vyrokovej formy A(x) A B(x). Podla predpokladu je
defini¢nym oborom vyrokovych foriem A(x) a B(x) mnozina D, preto pre ich obory
pravdivosti plati A € D, B € D. Mnoziny A a B znazornime Vennovym diagramom
(zakladnou mnoZzinou je mnozina D) a oznadime jednotlivé elementarne polia.

D

O

Obr. 1.2 Vennov diagram

Budeme zistovat, pre ktoré prvky x € D plati vyrokova forma A(x) A B(x).Nechx €
|. Potom pre x neplati vyrokovd forma A(x) (x nie je z oboru pravdivosti A vyrokovej
formy A(x)) ani vyrokova forma B(x) (x nie je z oboru pravdivosti B vyrokovej formy
B(x)). Preto ak x € | dosadime do vyrokovej formy A(x) A B(x), dostaneme
konjunkciu dvoch nepravdivych vyrokov, teda nepravdivy vyrok. Nech x € Il. Potom
pre x plati vyrokova forma A(x) (x je z oboru pravdivosti A vyrokovej formy A(x)) a
neplati vyrokova forma B(x) (x nie je z oboru pravdivosti B vyrokovej formy B(x)).
Po dosadeni prvku x € Il do vyrokovejformy A(x) A B(x) dostaneme vyrok typu 1 A
0, ktory je nepravdivym vyrokom. Nech x € Ill. Potom pre x plati vyrokova forma
A(x) aj vyrokova forma B(x), preto po dosadeni prvku x € lll do vyrokovej formy
A(x) A B(x) dostaneme vyrok typu 1 A 1, ktory je pravdivy. Nakoniec, nech x € IV.
Potom pre x neplati vyrokova forma A(x) a plati vyrokova forma B(x), teda ak x
dosadime do vyrokovej formy A(x) A B(x) dostaneme vyrok typu 0 A 1, ktory je
nepravdivym vyrokom. Oborom pravdivosti vyrokovej formy A(x) A B(x) je
mnozina prvkov, pre ktoré plati vyrokova forma A(x) a zaroven plati aj vyrokova
forma B(x). Je to mnoZina prvkov elementdrneho pola Ill. Dostdvame nasledujuci
vysledok:

ANB={xeD;xe AANx€B}={x€e€D;A(x) NB(x)}.

UvaZzujme teraz vyrokovu formu A(x)V B(x). Zvyrokovej formy A(x)V B(x)
dostaneme pravdivy vyrok, ak do nej dosadime prvok x € D, pre ktory plati aspon
jedna z vyrokovych foriem A(x) a B(x).Z Vennovho diagramu vidime, Ze su to prvky
elementarnych poli I, 1l a IV. Preto oborom pravdivosti vyrokovej formy A(x) VvV
B(x) je mnoZina A U B. M6Zeme pisat



AUB={xeD;xe Avx€B}={x€D;A(x)V B(x)}.

Uvazujme vyrokovu formu A(x) = B(x). Zistime, aky je jej obor pravdivosti. Ak
vyuZijeme tautolégiu (p = q) © (p' Vv q) a predchadzajuce vysledky, dostavame

{xeD;A(x) > B(x)} ={x€D;A(x) vB(x)} = A UB.

Nakoniec zistime, aky je obor pravdivosti vyrokovej formy A(x) & B(x). Na zaklade
tautoldgii (p e ) o [((p=>9)A(q@=>p)] a (p = q) © (p'V q) dostaneme, Ze
obor pravdivosti vyrokovej formy A(x) & B(x) sa rovnda oboru pravdivosti
vyrokovej formy (A'(x) V B(x)) A (A(x) V B'(x)). Dostdvame nasledujuci vysledok:

{xeD;Alx) ® B(x)} = {x € D; (A'(x) Y B(x)) A (A(x) Y B'(x))} =
=(A'UB)N(AUB).

Priklad

Dané su vyrokové formy A(x):x? <30, B(x):2x > 5, C(x):x/12 soborom
premennej U = N.

Najdite ich obory pravdivosti a obory pravdivosti vyrokovych foriem A'(x), B'(x),
C'(x), A(x) AB(x), A(x)VC(x), B(x)AC'(x), A(x) = C(x), B(x) = C(x),
C(x) = A(x),A(x) & C(x).

Riesenie:
Definiénym oborom vyrokovych foriem A(x), B(x) a C(x) je mnozina N. Hladané
obory pravdivosti su nasledujuce mnoziny:

A={x€N;A(x)} = {x € N;x? <30} ={1,2,3,4,5},
B={x€N;B(x)} ={x € N;2x > 5} ={3,45,...},
C={xeN;C(x)}={x€eN;x/12}={1,2,3,4,6,12},

A ={x€eN;A(x)}={x €N;x? 230} =1{6,78,...},
B'={x€N;B(x)}={x €N;2x <5}={1,2},

C'={x€N;C(x)} ={x € N;xnedeli12 }= N — {1,2,3,4,6,12},
ANB={x€N;A(x) AB(x)} ={x € N;x* <30 A2x > 5} = {3,4,5},

AUC={x EN;A(X)VC(x)} ={x € N;x? <30Vx/12}={1,2,3,4,56,12},



B'NnC ={x€N;B(x)ANC'(x)}={x € N;2x <5 Ax nedeli 12}=0,
{xEN;A(x) > C(x)}={x € N;A(x)VC(x)} = {x € N;x?>30Vx/12}=N —
{5},

{x EN;B(x) = C(x)}={x €EN;B(x)VC(x)} ={x € N;2x <5V x/12}

- {1,2,3,4,6,12},

(xeN;C(x) > Ax)}={x € N;C'(x) VA(x)} = {x € N; x nedeli 12 vV x* < 30}
= N — {612},

(xeEN;Ax) ©C(x)}= {xeN;Ax)=>Cx)}n {x EN;C(x) = Ax)}=N—
(6,12).

1.4 Kvantifikované vyroky

V predchadzajucej casti sme sa zaoberali vyrokovymi formami. Vieme, Ze samotné
vyrokové formy nemaju pravdivostni hodnotu. Ak vSak dosadzujeme do vyrokovej
formy za premennud prvky jej definicného oboru, dostavame z vyrokovej formy
vyrok. Pritom mo6Zu nastat nasledujice tri pripady:

a) Vsetky vyroky su pravdivé.

b) Niektoré, ale nie vSetky vyroky su pravdivé.

c) VSetky vyroky su nepravdivé.

Definicia: Vyroky, v ktorych tvrdime, Ze existuje objekt istych vlastnosti alebo Ze

vsetky objekty istej mnoZiny maju istu vlastnost, nazyvame kvantifikovanymi
vyrokmi. Pri zapise takychto vyrokov pouzivame kvantifikatory.

Priklad

Dana je vyrokova forma A(x):x? = 0 s oborom premennej U = R. Potom aj jej
defini¢ny obor je mnozina R. Ak vo vyrokovej forme A(x) dosadime za x fubovolné
redlne Cislo, dostaneme vidy pravdivy vyrok, lebo druha mocnina kazdého realneho
Cisla je nezdporné Cislo. Tuto skutocnost mézeme formulovat niekolkymi spdsobmi:

»Pre kazdé realne Cislo x plati A(x).” resp.
»Pre vsetky redlne Cisla x plati A(x).” resp.

»Pre [ubovolné redlne Cislo x plati A(x).”



Symbolicky to budeme zapisovat nasledujicim spésobom:
Vx € R:x? > 0.

Symbol V nazyvame vseobecny kvantifikator a vyrok Vx € D:A(x) nazyvame
vseobecny vyrok.

Priklad

UvaZujme vyrokovu formu B(x):x* + 1 = (x + 1)? s oborom premennej U = R.
Jej definiénym oborom je mnoZina R. Rovnost x? + 1 = (x + 1)? zrejme neplati pre
vSetky redlne Cisla x. Ak vo vyrokovej forme B(x) dosadime za x napriklad ¢islo 1,
dostaneme nepravdivy vyrok. Ale existuje také realne Cislo, ktoré vytvori z vyrokovej
formy B(x) pravdivy vyrok. Staci polozit x = 0. Tuto skutocnost méZzeme vyjadrit
nasledovne:

»Existuje realne Cislo x, pre ktoré plati B(x).” resp.
»Existuje aspon jedno redlne Cislo x, pre ktoré plati B(x).”
Tento vyrok budeme symbolicky zapisovat takto:

Ix ER:x*+ 1= (x+ 12

Symbol 3 nazyvame existencny kvantifikator a vyrok 3x € D: A(x) nazyvame
existencny vyrok.

VSeobecné a existencné vyroky su tzv. kvantifikované vyroky. Z predchddzajiceho
vyplyva, Ze kazdu vyrokovu formu mozno pomocou kvantifikatorov kvantifikovat.
Ked' stoji pred vyrokovou formou kvantifikator, vznika z vyrokovej formy vyrok. To
znamena, Ze z vyrokovej formy A(x) moézeme tvorit vyroky dvoma sposobmi:
dosadzovanim prvkov z jej definicného oboru za premennu x alebo kvantifikaciou
premennej x. Predchadzajuce kvantifikované vyroky obsahovali jednu premennu.
V takomto pripade hovorime o jednoduchych vseobecnych resp. existenénych
vyrokoch. Existuju aj kvantifikované vyroky s viacerymi premennymi. Ak chceme z
vyrokovej formy s viacerymi premennymi utvorit vyrok, musime v nej ku kazdej
premennej priradit kvantifikator. Uvazujme napriklad vyrok ,, Rozdiel dvoch celych
Cisel je celé Cislo.” Tento vyrok mdéZzeme symbolicky zapisat takto: Vx € Z,Vy €
Z,AzeZ:ix—y =2z

Priklad

Sformulujte nasledujuce vyroky pomocou kvantifikatorov a zapiste ich symbolicky:



a) Niektoré prirodzené ¢isla st vaésie ako 102°.

b) Je moiné ndjst raciondlne Cislo medzi Cislami % a %.
c) VSetky redlne Cisla maju nezaporné druhé mocniny.

d) Pre [ubovolné redlne &islo x je x2 — 10x + 101 > 0.

e) Ziadne racionalne ¢&islo nema druhd mocninu rovnt 10.

f) Nerovnici x2 — 20x + 120 < 0 nevyhovuje Ziadne redlne ¢&islo.

g) Sustavarovnicx +y =1, 2x +y = 4 marieSenie v mnoZine Z.
Riesenie:

a) 3x € N:x > 10%°

b) EIxEQ:£<x<%

c) Vx ER:x> >0

d) Vx € R:x? —10x + 101 > 0

e) Vx € Q:x* # 10

f) Vx ER:x* —20x +120=>0
g)Ixe€Z3Ayel:x+y=1AN2x+y=4

Priklad

Rozhodnite o pravdivostnej hodnote nasledujucich kvantifikovanych vyrokov:

a) Vx EN:2x > 1

b)Ax ER:x3 <0

c)Ix EN:3+x = 2.

Riesenie:

a) Vyrok Vx € N:2x > 1 je pravdivy, lebo dvojnasobok kazdého prirodzeného ¢isla
je Cislo vacsie ako 1.

b) Vyrok 3x € R:x3 < 0 je pravdivy, pretoZe napriklad pre x = —1 plati (—1)3 < 0.

c) Vyrok 3x € N:3 4+ x = 2 je nepravdivy. Neexistuje také prirodzené cislo x, aby
3+x=2.



KedZe kvantifikované vyroky su vyroky, mozeme ich negovat. Uvazujme vyrok Vx €
R:x? > 0.Tento vyrok je pravdivy, takZe jeho negécia je nepravdivy vyrok. Negéciou
tohto vyroku je vyrok ,Nie je pravda, Ze pre kazdé redlne &islo x plati x? > 0.“ alebo,
¢o je to isté, vyrok ,Nie pre kazdé redlne &islo x plati x2 > 0. Ale taky isty vyznam
ako predchadzajlce dva vyroky ma vyrok , Existuje redlne &islo x, pre ktoré plati x? <
0.“ Tento vyrok mdzeme symbolicky zapisat nasledovne: 3x € R:x% < 0. Teda
negaciou vyroku Vx € R:x? > 0 je vyrok 3x € R: x2 < 0.

Najdime teraz negéciu vyroku 3x € R: x3 < 0. Dostaneme vyrok ,Nie je pravda, Ze
existuje realne &islo x, pre ktoré platix® < 0.“ alebo vyrok , Neexistuje realne &islo x
také, Ze x3 < 0.“ Ale to je to isté ako vyrok ,Pre kazdé redlne &islo x platix3® > 0.“
Symbolicky moZzeme tento vyrok zapisat takto: Vx € R:x3 > 0. To znamen3, Ze
negacia vyroku 3x € R: x3 < 0 je vyrok Vx € R: x3 > 0.

Analogicky by sme zistili, Ze negaciou vyroku 3x € N:3 + x = 2 je vyrok Vx €
N:34+x # 2.

Z predchadzajucich prikladov vidime, Ze negdciu kvantifikovaného vyroku
dostaneme tak, Ze namiesto vSeobecného (existenéného) kvantifikatora piSeme
existencny (vSeobecny) kvantifikdtor a namiesto vyrokovej formy piSeme jej
negaciu. Odvodili sme nasledujuce pravidla pre negaciu kvantifikovanych vyrokov:

(Vx € D: A(x)) © 3x € D: A'(x)
(3x € D: A(x)) © Vx € D: A'(x).

Doteraz sme predpokladali, Ze mnozZina D, ktorej prvky dosadzujeme do uvazovanej
vyrokovej formy, je neprazdna. Predpokladajme teraz, Zze D =¢ a uvazujme vyroky
3x € D: A(x) a 3x € D: A'(x). Tieto vyroky st nepravdivé, lebo neexistuje taky
prvok, ktory by patril prazdnej mnozine. Potom vsak ich negacie musia byt pravdivé
vyroky. TakZe vyroky Vx € @ :A(x) a Vx € @: A'(x) su pravdivé pre kazdu vyrokovu
formu A(x).

Priklad

Rozhodnite o pravdivostnej hodnote nasledujucich vyrokov a utvorte ich negacie:
ag) AxEN:x+5=4

b) 3x € N:x® =8

c) Vx E N:x*>>1

d) 3x e N:5x =8



e) IxEN:2x+1=5Ax<3

f) VxXEN:x2=4vx>1

g) VXER:x2+1>0

h) 3x € Z:x2 -9 =0

i) Vx € Z: ak x je parne, potom aj x + 2 je parne.

j) 3Ix € Z:x>+5=0.

Riesenie:
a) Dany vyrok je nepravdivy. Jeho negdcia je nasledujici pravdivy vyrok:
Vx € N:x + 5 # 4.
b) Tento vyrok je pravdivy (staci poloZit x = 2). Jeho negacia je nepravdivy vyrok
Vx € N:x3 # 8.
c) Je to nepravdivy vyrok, jeho negacia je nasledujuci pravdivy vyrok:
3x € N:x%2 < 1.
d) Dany vyrok je nepravdivy. Jeho negdcia je pravdivy vyrok Vx € N: 5x + 8.
e) Tento vyrok je pravdivy (staci polozit x = 2). Jeho negéciu dostaneme pomocou
de Morganovho zakona. Je to nepravdivy vyrok Vx € N:2x +1#5vx > 3.

f) Je to nepravdivy vyrok, pomocou de Morganovho zakona — tautoldgie 9.
dostaneme jeho negaciu: 3x € N:x? # 4 A x < 1. Tento vyrok je pravdivy (staci
polozit x = 1).

g) Dany vyrok je pravdivy. Jeho negéacia je nepravdivy vyrok 3x € R:x?> + 1 < 0.

h) Tento vyrok je pravdivy (staci polozit x = 3). Jeho negacia je nepravdivy vyrok
Vx € Z:x* —9 % 0.

i) Ide o pravdivy vyrok, ktorého negaciu dostaneme pomocou tautoldgie: 3x € Z:
X je parne a zaroven x + 2 je nepdrne. Také celé Cislo neexistuje, tento vyrok je

nepravdivy.
j) Takeé celé Cislo neexistuje, dany vyrok je nepravdivy. Jeho negdcia je pravdivy
vyrok Vx € Z: x>+ 5 # 0.

Na vyjadrenie vlastnosti viacerych objektov sa pouzivaju aj slovd: aspon, prave,
najviac, Ziadny (Ziadny znamena 0 a nie viac; aspon dva znamena 2 a viac; najviac



triznamena 0, 1, 2, 3 a nie viac, prdve 2 znamenad nie menej ako 2 a nie viac ako 2.).
Negacie vyrokov s Udajom o pocte uvadzame v tabulke 2.:

Tabulka 2: Negacie vyrokov

Vyrok Negacia

“ "’

,Kazdy ... je ... ,Aspon jeden ... nie je ....”

“

»Aspon jeden ... je .... ,Kaidy ... nie je ...”

L,Aspon n...je .."“ (n>1) ,Najviac(n-1)...je...”
,Najviacn ...je ... (n =1) ,Aspon (n +1) ....je ...”
,Praven ...je..." ,Najviac (n -1) alebo aspon (n + 1) ... je ...”

Priklad

Vytvorte negacie vyrokov:

Aspon dvaja navstevnici zostali do konca.

V skladbe bolo pouzitych najviac 5 motivov.
Nikto zo spoluziakov neprisiel.

Pozi¢al si prave dve knihy.

Riesenie:

Najviac jeden navstevnik zostal do konca.
V skladbe bolo pouzitych aspon 6 motivov.
Aspon jeden zo spoluziakov priSiel.

Pozi¢al si najviac jednu knihu alebo aspon tri.

Poznamka: U vyrokovych foriem pouZivame tie isté logické spojky ako u vyrokov. Vyrokovymi
formami a operdciami s nimi sa zaoberd tzv. predikdtovd logika.

1.5 Cvicenia

1. Rozhodnite, ¢i je dané tvrdenie vyrok

Uhlopriecky kosostvorca su Pytagorova veta.
navzajom kolmé.

Narysuj lubovolny stvoruholnik! Potraviny.

Prsi? 9x+3=0




Sucet vnutornych uhlov kazdého Dobry den!
trojuholnika je mensi ako 180°.

Praha je hlavné mesto Slovenska.

. Vytvorte negaciu vyrokov

Trojuholnik je pravouhly. Janko hovori slovensky.
Dnes mam dobru naladu. Eva ma blond vlasy.
David ma doma chladnicku. Dnes prsi.

Spojnica dvoch réznych bodov je priamka. 3+7=9

Ucim deti matematiku. Pero piSe namodro.

. Dané su vyroky:
p:2-3 =6, q:Dnes je sobota. r: 10 je delitelné 3 ( 3]|10).
Napiste nasledujuce vyroky a rozhodnite o ich pravdivosti:

p.q,r',pAq, pVqg p>qrep qd=p, r=0@Aq), q¢d =0V
q)

.V dielni su tri stroje A, B, C, ktoré pracuju podla podmienok:
ak pracuje stroj A, tak pracuje aj stroj B,

pracuje stroj B alebo pracuje stroj C,

ked nepracuje stroj A, tak nepracuje ani stroj C.

Aké su moznosti pre zabezpecenie chodu dielne?

. Utvorte negdciu nasledujucich vyrokov:
Trojuholnik je pravouhly a rovnoramenny.
Janko hovori slovensky alebo anglicky.

Dnes mam dobru naladu.



10.

Eva ma hnedé oci a blond vlasy.
David ma doma chladnicku a bicykel.
Rozky su dobré prave vtedy, ked' su Cerstvé.

Ak ma dnes vecer bude boliet hlava, zajtra nepdjdem na tréning.

Su nasledujuce vyroky ekvivalentné?

Dnes prsi a zajtra bude svietit sinko alebo pozajtra bude svietit sinko.

Dnes prsi a zajtra bude svietit sinko alebo dnes prsi a pozajtra bude svietit sInko.

Zistite, Ci sU nasledujuce vyroky tautologie:
a) p=>(@=>r)

b)  (Ag)

o0 @=>q9e@=p)

d  [pAlgvr)I=[(pAg)V(gAr)]

Urcte definiény obor a obor pravdivosti vyrokovych foriem, ak obor premennej
je U=1{123,...,10}:

x+3

a) A(x):x?> =10 c) C(x):; =2
b) B(x):x+3=5 d) D(x):vx—4=3

Nech U = {1,2,3,...,20} a s dané vyrokové formy A(x): x|12, B(x):x? + 1 <
20. Urcte obory pravdivosti nasledujucich vyrokovych foriem:

a) A(x) AB(x),

b) A'(x) A B(x),

c) A(x) = B'(x),

d) A(x) © B(x)

Urcte definiény obor a obor pravdivosti vyrokovych foriem, ak obor premennej
je U=N:

a)A(x):x>1 c) C(x):xx:>5

B(x):1<x? <50



11. Urcte defini¢ny obor a obor pravdivosti vyrokovych foriem, ak obor premennej

12.

13.

14.

jeU=R:
13
a) A(x)'x2—3x+2 -

b) B(x):vl—x.Vx+1=-1
c) C(x):x>?-5x+6=0

Nech U ={1,2,,...,10}. Rozhodnite o pravdivosti alebo nepravdivosti
nasledujucich vyrokov a utvorte ich negacie:

a) VxelU:x—1>1 AVxeU:(x2=6)v(x>1)

b) 3x € U: xje prvocislo dIxelU:2x+1=5)A(x<3)

ZapiSte symbolicky nasledovné vyroky, rozhodnite o ich pravdivosti a utvorte ich
negacie:

Existuje trojuholnik, v ktorom sa sucet uhlov rovna 180°.
Neexistuje trojuholnik, v ktorom sa sucet uhlov rovna 180°.
Neexistuje trojuholnik, v ktorom sucet uhlov nie je 180°.

Pre vSetky trojuholniky sa sucet uhlov rovna 180°.

Pre vSetky trojuholniky neplati, Ze sa sucet uhlov rovna 180°.

Neexistuje trojuholnik, v ktorom je sucet uhlov rézny od 180°.

Rozhodnite, ktoré z nasledujucich vyrokov vyjadruju charakteristiku rovnakého
pocasia:

Kazdy den prsalo.

Najviac Sest dni pr3alo.
Prave sedem dni prsalo.
Aspon jeden den neprsalo.

Nie kazdy den prsalo.



15.Sformulujte nasledujuce vyroky pomocou kvantifikdtorov a zapiste ich
symbolicky a znegujte:

Kazdé prirodzené Cislo n je vacsie nanajvys rovné jedne;j.

Existuje také kladné Cislo x, ktoré je rieSenim rovnice x + i = 2.

Pre lubovolné prirodzené &islo n plati, ze ak n? + 2 je delitelné &islom 3,
potom Cislo n nie je delitelné ¢islom 3.

Niektoré celé Cisla su zaporné.

Je mozné najst prirodzené cislo medzi ¢islami 3 a 4.

Vsetky redlne Cisla maju nezaporné druhé mocniny.

Pre lubovolné redlne &islo x je x> — 5x + 6 < 0.

Ziadne raciondlne &islo nema tretiu mocninu rovnd 7.

Nerovnici x2 — 20x + 120 > 0 nevyhovuje Ziadne redlne &islo.

Sustava rovnic 4x +y = 2, 4x +3 y = 4 ma rieSenie v mnozine celych Cisel.

16.Rozhodnite o pravdivostnej hodnote nasledujucich vyrokov a utvorte ich
negdcie a sformulujte vyroky slovne:

dxeN:x+7=3

JxeN:x3 =27

VxeR:x* >0

AxeZ:5x =—4

AxeN:3x+4=22 N x<15

VxeN:x* =81V x>5

VxeR:x*+1>0

IxeZ:x*—64=0

V x € Z:ak x je parne,potom x + 1 je neparne

AxeZ:x*+17=0

17. Utvorte negaciu vyrokov:

VSetky nasobky cisla 8 su parne Cisla.



Niektoré nasobky Cisla 7 si nasobkami ¢isla 5.
Ziadne prvoéislo nie je parne &islo.
Dané priamky mo6zZu mat najviac jeden spolo¢ny bod.

Tato posadka kozmickej lode lietala aspon 82 dni.



2 ZAKLADNE POJMY TEORIE MNOZIN

Pojem mnoZina je jednym z klticovych pojmov sucasnej matematiky. Zakladatel
tedrie mnoZin George Cantor (1871) charakterizoval tento pojem takto: ,,MnoZinou
sa rozumie kazdy suhrn dobre rozlisitelnych predmetov nasej mysle alebo intuicie,
ktory chapeme ako celok.” Uvedena formulacia vSak nemohla byt zdkladom
matematickej tedrie mnozin. Je totiZz natolko vSeobecnd, Ze pripusta aj moznost
existencie takych mnozin, ako je mnozZina vsetkych mnozin. Da sa vSak ukazat, ze
existencia takejto mnoZiny by viedla k logickym sporom.

V sucasnej matematike sa tedria mnozin, rovnako ako aj dalSie matematické
discipliny, buduje pomocou axiomatickej metdédy. Tato metdda vychadza z istych
tvrdeni (tzv. axiom), ktoré sa prehlasia za pravdivé a priori a z nich sa potom
odvodzuju dalSie poznatky pomocou pripustnych logickych prostriedkov. V
axiomach su sformulované urcité vlastnosti zdkladnych pojmov. Zakladné pojmy
pritom nedefinujeme. Zakladnymi pojmami tedrie mnoZzin su pojmy mnoZzina a prvok
mnoziny. Ako vSetky zakladné pojmy v matematike, ani tieto pojmy nedefinujeme.
Neexistuju totiz Ziadne jednoduchsie pojmy, pomocou ktorych by sme mohli tieto
pojmy popisat. Vzhladom k tomu, Ze v dalSom texte budeme pouzivat terminolégiu
tedrie mnozin, tato kapitola bude venovana zakladom tejto tedrie. Vznikla koncom
19. a zaciatkom 20. storocia a predstavuje vychodisko a zaklad na budovanie pojmu
Cisla a operacii s Cislami.

2.1 Mnozina a prvok mnoziny

V Skolskej matematike pri budovani zakladnych pojmov postupujeme nasledujicim
sposobom.

1. Dany pojem ilustrujeme na prikladoch.
2. PoukaZeme na najdolezitejSie vlastnosti daného pojmu.

Tento postup pouZijeme aj pri zavadzani pojmu mnozZina. Uvedieme najskor
niekolko prikladov mnozin:

mnozina obyvatelov hlavného mesta SR,
mnozina Studentov prvého ro¢nika na UKF v Nitre v roku 2023,
mnozina fudi Zijucich na planéte Venusa,

- mnozina vSetkych bodov v rovine,



- mnotzina vSetkych redlnych Cisel.
Kazdd mnoZina musi mat nasledujicu vlastnost: pre kazdy objekt nastane prave
jedna z dvoch moznosti — bud do uvazovanej mnoZziny patri alebo nepatri.

MnoZiny budeme oznacovat velkymi pismenami latinskej abecedy A, B, C,...,
pripadne Specidlnymi symbolmi.

Objekty, ktoré patria do mnoziny, nazyvame jej prvkami. Oznacujeme ich zvycajne
malymi pismenami a, b, c,.... PretoZe aj mnoZiny mozu byt prvkami inych mnoZzin, v
takychto pripadoch ich zvykneme oznacovat aj velkymi pismenami. Skutoc¢nost, Ze
objekt a je prvkom mnoZiny A, zapisujeme a € A. Ak objekt a nie je prvkom mnoziny
A, piSeme a & A.

Mnozinu uréime presnym vymedzenim objektov, ktoré do nej patria. Mnoziny moézu
byt uréené:

a) vymenovanim prvkov alebo charakteristickou vlastnostou. V prvom pripade
sa vymenuju alebo zapiSu vsetky prvky, ktoré do mnoziny patria. Napriklad,
ak mnoZina A obsahuje ¢&isla 1,2,3,4, potom napiseme A = {1,2,3,4}.

b) charakteristickou vlastnostou, napr. mnoZinu R* kladnych redlnych Cisel
mozZeme zapisat nasledujicim spdsobom: Rt = {x € R; x > 0}. (Tento zépis
¢itame takto: R™ je mnozina vsetkych realnych &isel x, pre ktoré plati x > 0.)
MnoZinu B prirodzenych ¢isel mensich ako 19 moéZeme zapisat takto: B =
{x € N;x < 19}.

c) graficky, napr. Vennove diagramy, Ciselna os ...

Priklad Vennovho diagramu Ciselna os

o —
e
—
@
o —
-~
o
o —
-
=]

Na Vennovom diagrame obdiZnik predstavuje mnoZinu, ktorej prvkami st vietky
objekty, ktoré v danej situdcii uvaiujeme. Tdto mnoZina sa nazyva zdkladna
(univerzdlna) mnozina a oznacuje sa pismenom U. MnoZiny sa vo Vennovych
diagramoch zndzoriuju uzavretymi ciarami (v nasSom pripade kruznicami). Tieto
&iary rozdelia obdlznik na uréité podmnoZiny mnoziny U. Nazyvame ich elementarne
polia. Vo Vennovom diagrame pre jednu mnoZinu su dve elementarne polia,



v diagrame pre dve mnoziny su Styri elementdrne polia a vo Vennovom diagrame
pre tri mnoZiny je osem elementdarnych poli.

d) intervalom. Rozozndvame 8 druhov intervalov.
Nech a,b € R,a<b. Cisla a,b nazyvame koncovymi bodmi intervalu.
Lomenou zatvorkou v zdpise intervalu vyjadrime, Ze koncovy bod patri do
intervalu a na obrazku ho oznacime plnym kruzkom. Ak koncovy bod nepatri
do intervalu, vyjadrime to okruhlou zatvorkou v zapise intervalu a na obrazku
ho oznacime prazdnym kruzkom.

. Grafické znazornenie
Ohranicené intervaly f “iselne] osi
a ¢iselnej osi

otvoreny: (a; b) U9

(a;b) ={x € R:a < x < b} . .

Koncové body a, b nepatria do mnoziny danej intervalom.

uzavrety: (a; b)

(a;b) ={x € R:a < x < b} l l

a b

Koncové body a, b patria do mnoziny danej intervalom.

polouzavrety zlava, (sprava

otvoreny, zlava  uzavrety): o
(a; b) ’ b
(a;b) ={x ER:a < x < b}

Koncovy bod a patri, koncovy bod b nepatri do mnoziny danej intervalom.

polouzavrety sprava (sprava

uzavrety, zlI'ava otvoreny: (a; b) | hl

(a;b) ={x ER:a < x < b}

Koncovy bod a nepatri, koncovy bod b patri do mnoZziny danej intervalom.

Neohranicené intervaly: ak je jeden koncovy bod rovny co alebo
-0o. Pri koncovom bode oo, resp. —oo je interval vzdy otvoreny.

otvoreny: (—oo; a) € (P

(—;a) ={x ER:x < a} a

Koncovy bod a nepatri do mnoZiny danej intervalom.

~

otvoreny: (a; ) q}
(a;0) ={x €R:x > a} a

Koncovy bod a nepatri do mnoZiny danej intervalom.




sprava uzavrety: (—oo; a)
(—o0;a) ={x ER:x < a} a

N
_.

Koncovy bod a patri do mnoziny danej intervalom.

~

zlava uzavrety: (a; o) ?
(a;0) ={x € R:x = a} a

Koncovy bod a patri do mnoziny danej intervalom.

Mnozina, ktora ma konecny pocet prvkov, sa nazyva kone¢na mnozina. Pocet prvkov
koneénej mnoZiny A oznalujeme |A|. Ak je polet prvkov mnoZiny rovny
prirodzenému Cislu, nazyvame toto Cislo kardinalnym cislom mnoZiny . Pocet prvkov
mnozZiny sa oznacuje ja pojmom mohutnost mnoZiny.

Mnozina, ktora ma nekonecny pocet prvkov, sa nazyva nekone¢na mnozina.
Mohutnost mnoZiny prirodzenych Cisel je definovana ako R, (alef 0).

Specidlne postavenie medzi mnoZinami ma mnoZina, ktord neobsahuje Ziadne
prvky. Tato mnoZina sa nazyva prazdna mnoZina a oznacuje sa symbolom @.
Priklad

Nech U ={1,2,3,...,15}, A = {x € U;x* < 15}, B = {x € U; xje prvotislo}, C =
{x € U; xje delitelné tromi}.

RieSenie:

MnoZiny A, B, C su urcené charakteristickou vlastnostou. Mdézeme ich urcit aj
vymenovanim prvkov: A = {1,2,3}, B = {2,3,5,7,11,13}, C = {3,6,9,12,15}.
Priklad

Vymenujte vSetky prvky nasledujucich mnozin

A={x €N; x <5}, B={x€Z, -5< x <5},
C={x€Q;3x+1=x+5} D= {x€EN; x*<17},

E={x€eZ -2< x<2} F ={x € Q; 3x = 5},

G={x€Z 3x= 5} H={x€eN;2/xAx <16}

RieSenie:

A={x€N; x <5}={1,2,34,5},

B={x€Z, -5< x<5}= {-5,—-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4},



C={x€eQ;3x+1=x+5}={2},
D= {x€eN; x*? <17} ={1,2,3,4},
E={x€eZ -2< x<2}= {-1,0,1,2},

F={x€Q; 3x = 5}=g},

G={x€Z;3x=5}= 0,
H={x€eN;2/xANx <16} ={248,10,12,14,16}

Priklad

Dané mnoziny zapiste ako intervaly A = {x € R; —1,5 < x < 6},
B={x€eR;|x| <3}, C={x€R;05<x<1,5},
D={x€ER;x<4}LE={x€eR;x>-2},F={x €R;|x| =2},
G={x€ER;x <0}

Riesenie:

A={x€R; -15<x<6}=(1,5;6)

B={x€eR;|x| <3}= (-3,3)

C={x€eR;05<x<1,5}= (0,5;1,5),

D={x€R;x <4} =(—x0,4),
E={x€eR;x>-2}=(—2,0),

F={x€R;lx| =2} = (—00,-2) U(2,),

G={x€R;x <0}=(—x,0)

2.2 Ciselné obory

Cislo je zadkladnym pojmom matematiky. Pojem &islo sa v histérii neustéle rozsiroval.

Prirodzené Cisla (udavali pocet predmetov a v réznych formach existuju od

nepamati) sa zavddzanim operacii s nimi rozsirili na celé ¢isla, zavddzanim operacii s

celymi Cislami sa rozsiril ich obor na racionalne Cisla, potom realne Cisla a nakoniec

okolo roku 1550 sa zacalo pocitat s komplexnymi cislami, i ked'ich presné zavedenie

prislicha Carlovi Friedrichovi Gaussovi (1777-1855).



Vyuzivame nasledovné oznacenia:

N
No

Z+

mnoZina prirodzenych Cisel, N = {1; 2; 3; ... }

mnozina prirodzenych CdCisel zjednotena sO,
N, ={0; 1; 2; 3;...}

mnozina celych Cisel, Z =
{..; =3; —=2; —1;0; 1;2;3; ...}

mnoZina celych  kladnych  ¢&isel, Z* =
{1;2;3; ...}

mnozina celych zdpornych Cisel Z~ =
{..;—=3;—-2; -1}

mnozina raciondlnych Cisel, mnozina vsSetkych
Cisel, ktoré sa saju zapisat vtvare zlomku,
ktorého Citatel je celé Ccislo a menovatel
prirodzenych Cisel

mnozina kladnych racionalnych Cisel
mnozina zapornych racionalnych Ccisel

mnozina iraciondlnych Cisel — desatinné Ccisla
s neukoncenym desatinnym rozvojom a zdroven

neperiodické, napr. V2,7, e, ...
mnozina redlnych Cisel

mnozina kladnych redlnych cisel
mnoZzina zapornych redlnych Cisel

mnoziny komplexnych Cisel, Cislav tvare a + b. 1,
kde a, b st redlne Cisla a i je imaginarna jednotka



2.3 Rovnost mnozin a relacia inklizie mnozin

Definicia: Budeme hovorit, Ze mnozZina A sa rovnd mnoZine B prave vtedy, ak
mnozZina A obsahuje tie isté prvky ako mnozina B. Zapisujeme A = B. Ak sa mnoziny
A a B nerovnaju, hovorime, Ze su rbzne a piSeme A # B.

Napriklad, mnoZiny {x € N;x < 19} a {1,2,3,...,18} sa rovnaju, lebo obsahuju tie
isté prvky. Nezalezi na tom, akym spdsobom sU mnoZiny zapisané, ani na tom,
vakom poradi si vymenované prvky mnozin. Mnoziny A ={1,2,3,4} a B =
{2,3,4,1} sa rovnaju, lebo obsahuju tie isté prvky. Ak sd mnoZiny uréené
charakteristickou vlastnostou, niekedy nebyva celkom zrejmé, ¢i sa rovnaju alebo
nerovnaju. UvaZujme napriklad mnoziny A =0 a B = {x € R; x? < 0}. Pretoze
neexistuje redlne Cislo, ktorého druha mocnina je zdporné CcCislo, mnozina B
neobsahuje Ziadne prvky, teda je to prazdna mnozina. Plati A = B. Da sa nahliadnut,
Ze aj mnoziny Zt ={x € Z;x > 0}a N ={1,2,3,...} sa rovnaju. Naproti tomu
mnoziny A={x EN;x+1=0}a B={x€Z;x+1=0} st rozne, lebo A = a
B ={-1}.

Definicia: Hovorime, Ze mnoZina A je podmnoZinou mnoziny B prave vtedy, ak kazdy
prvok mnoziny A je aj prvkom mnoziny B. Zapisujeme A C B.

Ak A c B, niekedy tiez hovorime, Ze mnozina B je nadmnoZinou mnoziny A. D4 sa
dokazat, Ze prazdna mnozina je podmnozinou kazdej mnoziny. V pripade, Ze A c B
a zaroven A # B, mnoZina A je tzv. prava alebo vlastna podmnoZina mnoziny B.
Z predchadzajuceho vyplyva, Ze pre kazdé dve mnoziny A, B plati: A = B prave vtedy,
ked'A C B a zaroven B C A.

Nech je dana n — prvkova mnozina A = {a4, a,, as, ..., a, }. Existuje 2" podmnozin
mnoziny A. Kazdd mnozina ma dve trividlne podmnoziny — samu seba a prazdnu
mnozinu Q.

Pozndmka: Prdzdna mnoZina @ ma jedinti podmnoZinu, a to samu seba.

Priklad

N3jdite inkluzie a rovnosti medzi mnozZinami:

A={2,5,9! C={3,5,9! E={592 G = {5
B={0,36,7,9) D={0,6,9) F={36,7,9} H=0
Riesenie:

Medzi danymi mnozinami existuje iba jedna rovnost: A = E.



Inkluzie:

Ac A, AcE
BcB
CcC
DcD,DcB
EcE,EcCA
FcF,FcB

GcG,GcA GcC,GcE

HcA,HcB,HcC,HcD,HcE,HcF,HcG, HcH

Priklad

Uréte mnoZinu X, ktord spifia sti¢asne nasledujice podmienky:

a){25}c X, X c{1,2,3,4,5,6,7,8}, X c {2,5,8,11},

b) {3,8,13} c X,{1,2,3} c X, X c {1,2,3,5,6,7,8,12,13,14},

c) X € {2,4,6,8,10}, X c {6,10,14,18}, {6} c X.

Riesenie:

a) Uvedenym podmienkam vyhovuju dve mnoziny, mnozina X; = {2,5} a mnozina
X, ={2,5,8}.

b) Uvedenym podmienkam vyhovuje mnozina X = {1,2,3,8,13} a niekolko dal3ich
mnozin, napr. mnozina X = {1,2,3,5,8,13}.

c) Podmienkam tejto ulohy vyhovuju dve mnoZiny, mnozina X; = {6} a mnoZina

X, = {6,10}.

Priklad

Nech A={a}, B={a,b,c}, C ={a,b,c,{a,c}}, D={ac}, 0}, E={ac}
Rozhodnite, aké su vzajomné vztahy medzi uvedenymi mnozinami.

Riesenie:
KedZe prvok a, ktory je jedinym prvkom mnozZiny A, je prvkom mnozin B, Ca E, plati
A CB,Ac CaACE. Vsetky prvky mnoZiny E su aj prvkami mnozin B a C, preto plati

E c BaE c C. Zaroven vidime, Ze mnozina E je prvkom mnoZin C a D, teda mb6zeme
pisat E € CaE €D.



Vsimnime si, Ze prvkami mnoziny D z predchadzajuceho prikladu si mnoziny. Takéto
mnoziny, teda mnoZiny, prvkami ktorych si mnoziny, nazyvame systémy mnozin.
Mnozina D je systém mnozin. Aj mnozina S = {{a},{c},{a, c}, @ } je systém mnozin.
Jej prvkami su vietky podmnoZiny mnoZiny E = {a, c}. Systém vietkych podmnozin
mnoziny A sa nazyva potenény systém mnoziny A. Oznacujeme ho symbolom P(A).

Priklad

Nech A = @, B = {a, b, c}. N4jdite potencné systémy danych mnozin.
RieSenie:

P(A) = {0}, P(B) = {{a},{b},{c}.{a, b}, {a,c},{b,c},{a,b,c}, B}

Pozndmka: Je potrebné uvedomit si, Ze @ #{®}, lebo mnoZina @ je prdzdna, a teda neobsahuje
Ziadne prvky a mnoZina {@} je jednoprvkovd mnoZina. Jej prvkom je prdzdna mnoZina.

2.4 RiesSenie slovnych uloh pomocou mnozin

Slovné ulohy vtomto pripade rieSime pomocou principu inkluzie a exkluzie.
V prikladoch sa zameriame na dve mnoZiny, pripadne tri mnoziny s neprazdnym
prienikom - mnoZina A a mnozina B, ktoré su podmnozinami zakladnej mnoziny U.
Nech x je pocet prvkov mnoZiny A, nech y je pocet prvkov mnoziny B a nech z je
pocet prvkov zakladnej mnoziny U. Dalej, nech a je poéet prvkov, ktoré patria iba do
mnoziny A, nech b je pocet prvkov, ktoré patria iba do mnozZiny B a nech c je pocet
prvkov, ktoré patria su¢asne do mnozin A aj B. Oznaéme d pocet prvkov, ktoré
nepatria ani do mnoziny A, ani do mnoziny B. Pri rieSeni budeme vyuZivat Vennove
diagramy.

Priklad

Z 28 ziakov v triede ma 18 Ziakov zamestnanu matku, 21 Ziakov sa stravuje v Skolskej
jedalni a 23 Ziakov mda zamestnanu matku alebo sa stravuje v Skolskej jedalni. Treba
zistit, kolko Ziakov, ktorych matka je zamestnana, sa stravuje v Skolskej jedalni.

Riesenie:

Pri rieSeni ulohy pomoze grafické zndzornenie situacie mnozinovym diagramom. Na
Vennovom diagrame na obrazku U oznacCuje mnoZinu vsetkych Ziakov v triede, A
oznacuje mnozinu vsetkych Ziakov v triede, ktorych matka je zamestnana a B

oznacuje mnozinu vSetkych Ziakov v triede, ktori sa stravuju v Skolskej jedalni.
Pismenad a, b, ¢, d oznacuju pocet prvkov prislusného elementarneho pola.

U




Z podmienok ulohy vyplyvaju nasledujuce rovnosti:

a+b+c+d=28,

a+b =18,
b+c=21
a+b+c=23.

Vidime, Ze je potrebné vyrieSit sustavu Styroch linedrnych rovnic o Styroch
neznamych a, b, ¢, d. PouZijeme dosadzovaciu metddu. Ak skombinujeme posledné
dve rovnosti, dostdvame, Ze a = 2. Z druhej rovnosti potom vyplyva, Zze b = 16. Po
dosadeni tychto hodn6t do tretej rovnosti dostavame, Ze ¢ = 5. Z prvej rovnosti
vypocitame, Zze d =5. To znamena, Ze v Skolskej jedalni sa stravuje 16 Ziakov, ktorych
matka je zamestnana.

Priklad

Zo 400 zamestnancov firmy pouziva k ceste do zamestnania 350 zamestnancov tieto
dopravné prostriedky: autobus, vlak, elektric¢ka. Iba elektri¢kou jazdi do zamestnania
150 zamestnancov, iba autobusom 70 zamestnancov. Autobus pouziva celkom 120
zamestnancov, vlak 100 zamestnancov a elektricku 275 zamestnancov. Aspon dva
z uvedenych dopravnych prostriedkov pouziva 130 zamestnancov. Elektri¢ku aj vlak
pouziva 95 zamestnancov. Treba zistit, kolko zamestnancov pouZiva prave dva
z uvedenych dopravnych prostriedkov a kolko zamestnancov jazdi do zamestnania
iba vlakom.

Riesenie:

Po prvom precitani zadania Ulohy sa situacia zda dost neprehladna. Pri rieSeni Glohy
pomoéze jej grafické znazornenie mnozinovym diagramom. Na Vennovom diagrame
na obrazku 1.4 U oznaCuje mnozinu vsSetkych zamestnancov firmy, A oznacuje
mnozinu vsetkych zamestnancov firmy pouZivajucich k ceste do zamestnania
autobus, B oznacuje mnoZinu vsetkych zamestnancov firmy pouZzivajucich vlak a C
oznacuje mnozinu vsetkych zamestnancov firmy pouzivajucich elektricku. Pismena
a, b, ¢, d, e oznacuju pocet prvkov prislusného elementarneho pola. Do dalSich
elementarnych poli sme zapisali pocty ich prvkov, ktoré vyplyvaju z podmienok
ulohy.



o

Z podmienok ulohy vyplyvaju nasledujiuce rovnosti:
a+b+c+70=120
a+b+d+e=100

a+c+d+ 150 =275
a+d=95
a+b+c+d=130.

Je potrebné vypocitat, comu sa rovnd b+ c+d a e. PouZijeme dosadzovaciu
metddu. Ak skombinujeme prvld a posledni rovnost, dostavame, ze d = 80.
Z predposlednej rovnosti potom vyplyva, Ze a = 15. Dosadenim vypocitanych hodnot
do tretej rovnosti dostavame, Ze ¢ = 30. Z poslednej rovnosti vyplyva, ze b = 5. Ak
dosadime vypocitané hodnoty do tretej rovnosti, dostavame, ze e = 0. To znamena,
Ze prave dva z uvedenych dopravnych prostriedkov pouziva b+ c+d =115
zamestnancov a iba vlakom nejazdi nik zo zamestnancov.

Priklad

Studenti sa mali podrobit trom tazkym skigkam za sebou. Zo 124 $tudentov zloZilo
iba prva skasku 22 studentov, prvd a druhu skusku zlozilo 28, druhu a tretiu 52, iba
druhd skusku 12, prvu alebo tretiu (t.j. aspon jednu z nich) 96 Studentov, vSetky
skusky zloZilo 20 Studentov, 30 Studentov nezloZilo ani prvu ani druhd skusku. Kolko
Studentov nezloZilo ani jednu skidsku a kolko ich esSte bude robit jednotlivé skasky?

Riesenie:
Zavedieme nasledujuce oznacenie: U oznacCuje mnozinu vSetkych 124 Studentov, A

oznacuje mnozinu vSetkych studentov, ktori urobili prvd skasku, B oznacuje mnozinu
vSetkych Studentov, ktori urobili druhd skasku a C oznacuje mnozinu vsetkych



Studentov, ktori urobili tretiu skusku. Zostrojime Vennov diagram pre mnozZiny A, B
a C a pismenami a, b, ¢, d, e oznacime pocet prvkov prislusného elementarneho
pola. Do dalSich elementarnych poli zapiSeme pocty ich prvkov, ktoré vyplyvaju
z podmienok ulohy.

Z podmienok Uulohy dostavame nasledujucu sustavu piatich rovnic o piatich
neznamych:

22+a+b+20+12+c+d+e=124

a+ 20 =28
20+ c =52

224+a+b+20+c+d=96
e+d =230

Vidime, Ze a = 8, ¢ =32. Po dosadeni tychto hodnot dostavame, ze b + d + e = 30
a b + d = 14, odkial' vyplyva, Ze e = 16.Z poslednej rovnosti potom dostavame, Ze
d =14, a teda b = 0. TakZe ani jednu skusku nezloZilo e = 16 Studentov. Prvd skusku
bude este robit 12 + ¢ + d + e = 74 Studentov, druhl bude este robit 22 + b +
e +d = 52 studentov atretiu skdsku bude este robit 22+ a+ 12+ e =58
Studentov.

2.5 Mnozinové operacie

Zakladnymi mnoZzinovymi operaciami su doplnok mnoziny, zjednotenie, prienik
a rozdiel mnozin. Uvedieme ich definicie a budeme ich ilustrovat na prikladoch.
Nech zakladnou mnozZinou je neprazdna mnoZina U a nech mnoZiny A, B su jej
lubovolné podmnoziny.

a) Doplnkom (resp. komplementom) mnozZziny A (vzhladom k mnoZine U)
nazyvame mnozinu vsetkych prvkov mnoziny U, ktoré nepatria do mnoziny
A. Doplnok mnoziny A budeme oznacovat symbolom A'.



Obr.2.1 A ={x€eU;x & A}

b) Zjednotenim mnoZin A, B nazyvame mnozinu vSetkych prvkov mnozZiny U,
ktoré patria aspon do jednej z mnozin A a B. Oznacujeme ju symbolom A U
B.

Obr.2.2.AUB ={x € U;x € Aalebo x € B}

c) Prienikom mnozin A, B nazyvame mnozinu vsetkych prvkov mnoziny U, ktoré
patria do mnoziny A a zaroven do mnoZiny B. Oznacujeme ju symbolom A N
B.

@ >

Obr.23.ANB = {x € U;x € A azéroven x € B}

d) Rozdielom mnozin A, B nazyvame mnozinu vSetkych prvkov mnoziny U, ktoré
patria do mnoZiny A azdroven nepatria do mnoZiny B. Oznacujeme ju
symbolom A — B. Z definicie vyplyva,7ze A— B = AN B'.



Obr.24.A—B ={x € U;x € Aazarovei x € B}

Priklad

Nech zadkladnou mnoZinou je mnozina U = {1,2,3,...,12}. Vennovym diagramom
zndzornite jej podmnoZziny A =1{1,34,79}, B ={1,2,35,611}. Zapiste
vymenovanim prvkov mnoziny

A,BAUB,AnNB,A—B,AUB,ANB.

RieSenie:

MnozZiny A, B su znazornené Vennovym diagramom pre dve mnoZiny na
nasledujucom obrazku.

x 12
x 10

A ={256,10,11,12}, B’ = [4,7,9,10,12],
AUB ={123,4567911},AnB = {1,3},A— B = {4,7,9},
A'UB ={1235,610,11,12}, A’ n B’ = {10,12}.

Priklad

Nech U ={1,2,3,...,10}, A = {x € U;x < 4}, B = {x € U; x je delitelom ¢isla 10},
C = {x € U;x* + 1 = 5}. Mnotiny A, B, C st uréené charakteristickou vlastnostou.
Zapiste ich vymenovanim prvkov a zndzornite Vennovym diagramom. Uréte oboma
sposobmi mnoziny 4, B, C,AUB,ANB,AnC,A—B,AUB,ANB,A—C.



Riesenie:
A =1{123}, B={1,2,5,10}, C = {2}. MnoZiny A, B, C suU znazornené Vennovym
diagramom na nasledujuicom obrdazku.

x 8
x9

NN

‘
- x7
x 6

A ={xeUx¢A}={xeU;x >4} ={45,6,789,10},

B' ={x € U;x ¢ B} = {x € U; x nedeli 10}= {3,4,6,7,8,9},
C'={x€eU;x¢C}={x€eU;x*+1=5}=1{1,345,6,7,89,10},
AUB = {x € U;x < 4 alebo x je delitefom 10}= {1,2,3,5,10},

u

ANB ={x €U;x < 4azaroven x je delitelom 10}= {1,2},

ANC ={x€U;x < 4azérovei x* + 1 = 5} = {2},

A — B ={x € U;x < 4 azaroven x nedeli 10}= {3},

A"UB = {x € U;x = 4 alebo x je delitefom 10}= {1,2,4,5,6,7,8,9,10},
A'NB' = {x € U;x = 4a zaroven x nedeli 10}= {4,6,7,8,9},
A—C={x € U;x < 4azirovei x> + 1 # 5} = {1,3}.

Vlastnosti mnozinovych operacii.

1. Pre kazdu podmnozinu A zdkladnej mnoziny U plati:

AuU=U ANU=A
AUupd=A AUA=A
ANP=20 ANA=A
AUA =U ANA = ¢

2. Pre kazdé dve mnoziny A, B plati:

AUB=BUA ANB=BnA
(AUBY =ANB (AnB) =A4AUB



3. Pre kazdé tri mnoziny A, B, C plati:
(AUB)UC=AU(BUC(C)
ANB)NnC=AnBnNC)
AUBNC)=(AUB)N(AUCC)
ANBUC)=(ANB)UANC)

4. AkA +# B,potom A—B + B — A.
5. AkAc B,potom A—B =0

Pre kazdé dve disjunktné mnoziny A, B plati:
A—-B=A4A B —A =B.
Poznamka. MnozZiny A, B sa nazyvaju disjunktné, ak nemaju spolocné prvky, t.j. ak AN B = @.
Priklad
Dokazte, ze pre kazdé dve mnoziny A,B c U platiAUB = B U A.
Riesenie:
VxeU:xeEAUB&o (xeAVxeEB)o (xeBVx€eEA) e x€EBUA,

odkial' vyplyva, Ze AUB = B U A. Vyuzili sme definiciu zjednotenia mnozin
a komutativny zdkon z vyrokovej logiky.

Priklad

Pomocou vlastnosti mnoZinovych operacii dokazte, Zze pre kazdé dve mnoziny A, B
plati (AUB)NB ' =ANB

Riesenie:

Ak vyuzijeme rovnost (AUB)NC = (ANC) U (B nNC) (tzv. distributivny zakon),

ktora vyplyva z vlastnosti v bodoch 2. a 3., tak podla vlastnosti mnozZinovych
operacii v bode 1. dostavame

(AUB)NB'=(ANBYU(BNB)Y=ANBYUP=ANBE.

V nasledujucom priklade uvedieme metddu overenia rovnosti mnozin, ktora je
pristupna pre Ziakov zakladnej Skoly.

Priklad

Overte, Ze pre lubovolné mnoziny A, B c U plati:



a) (AUB)NB'=ANnB, b)(AUB) =A'NnB.
Riesenie:

a) Mnotziny A, B znazornime Vennovym diagramom a gcislujeme elementarne polia.

Do tabulky budeme pisat jednotky a nuly nasledujicim spésobom: ak pre prvok x
uvazovaného elementarneho pola plati zapis v prvom riadku, potom do prislusného
policka zapiSeme 1, v opacnom pripade zapiSeme O.

Tabulka: Overenie rovnosti mnozin (A U B) N BaAnB

Pole xX€EA XEB x€(AUB) |x€eB' | xe(AUB)NB' | x€EANB’
| 1 0 1 1 1 1
I 1 1 1 0 0 0
1] 0 1 1 0 0 0
\Y; 0 0 0 1 0 0

Z tabulky vyplyva, Ze mnoZinu (AuB)nB tvoria prvky elementarneho pola
| arovnako aj mnozinu An B . tvoria prvky elementarneho pola I. To znamen3, Ze
(AuB)nB =4AnB

Rovnost mnozin mozno overit aj graficky. Zostrojime Vennov diagram pre dve

mnoziny A, B (obrazok 2.11). MnoZinu (A UB) nB dostaneme nasledovne:
vy$rafujeme mnoZinu A U B a mnoZinu B". MnoZina (AU B) N B je potom ta ¢ast
mnoZiny U, ktord je vy$rafovand dvakrat. Dalej na Vennovom diagrame pre dve
mnoziny A, B (obrazok 2.12) vy$rafujeme mnozinu A a mnozinu B'. Mnozina AN B’

je ta cast mnoziny U, ktora je vySrafovana dvakrat. Vidime, Ze sme dostali tie isté
mnoziny.



b) Analogicky ako v predchddzajucom pripade zostavime tabulku.

Tabulka Overenie rovnosti mnozin (AUB) aA' N B’

Pole | x€eA | x€EB |x€e(AUB) |xe€A' | xeB' | xeA NnB’
I 1 0 0 0 1 0
Il 1 1 0 0 0 0
1l 0 1 0 1 0 0
v 0 0 1 1 1 1

Z tabulky vyplyva, Ze mnoZzinu (AU B)" tvoria prvky elementarneho pola
IV a rovnako aj mnozinu A’ N B’ tvoria prvky elementarneho pola IV. To znamena3,

e (AUB) =A'NnB’

Rovnost mnozin (AU B)'a A’ N B’ overime aj graficky:
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Obr. 1.15. (A U B)'

2.6 Cvicenia
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Obr.1.16. A’ n B’

1. Urcéte mnozZiny vymenovanim prvkov

a) A={x €N; x? <20}

b) B={x€R;2x—13=x+5—- (18 —x)}
c) C={x€eN; 10 <x3<20}



2. SudanémnozinyU ={x € N; x <9}, A={x € U; 2|x},
B={x€eU;|x—3|<2}, C={x€eU; x*?—10x + 21 > 0}.

Urcte tieto mnoziny vymenovanim prvkov.

3. Urcte nasledujuce mnozZiny charakteristickou vlastnostou:

a) A=1{3,10,17,24,31,38, ...}

b) B ={2,12,72,432, ...}

c) C=1{1,2,34,5}

d) MnozZinu D vSetkych celych Cisel, ktoré su vacésie ako —2 a mensie nez 3.

e) Mnozinu E vSetkych prirodzenych Cisel, ktoré su delitelné ¢islom 3 a zaroven
su mensie nez 13.

f) Mnozinu F vietkych kladnych parnych celych Cisel, ktoré si mensie ako 10.

g) G =(—o;5)

h) H=(-2;7)

i) K=(=20,-1) U (3, +oo),

i) 1={-2,-1,0,1, 2}.

1
4. Patria prvky 0,2; 5,7; = do uvedenych mnozin?

S={x€eR; x* —12x +35 =10}
T={x€R; 7x—1=0}
U={x€R; x*—-0,2x =0}

5. Pomocou intervalov zapiste mnoZinu:
a)A={x€ER;x<2},
b) B={x €R;3x>8 A 5x< 29},
c)C={x€ER; |x-2|<3},
d)D={x€E€R; |x-1| 24}

6. Su nasledujuce tvrdenia pravdivé?
a){1,2}=(1,2), b)Ce{a b,c, ..z},
c) @ je prazdna mnozina, d)O0 je prdzdna mnoZina,
e) 95 € {5,10,15,...}, f)2€{2, 4,6}



g)2c{2,4,6}, h){2}€{2, 4,6},

i){2} c{2,4,6}, j)xeix}

k) {x} < {x}, 1) {x} € {x},

m) {x} € {{x}}, n) @ < {x},

o) @ € {x}, p) {@} je prdzdna mnozina.

7. Je dand mnozina A = {1,2,3}. Uréte vsetky podmnoziny X mnoziny B =
{1,2,3,4,5}, pre ktoré plati:
a) AnX ={1,3}
b) ANX =0
) AUX ={1,2,3,4}
d) AuX = {1,3}

8. Urcte vetky podmnoZiny X mnoZiny A = {a, b, ¢, d, e}, pre ktoré plati:
a) {a,b,c,d} NnX ={a,d, e}
b) {b,c,d} NX=0
c) {a,e} UX={ab,e}
d) {a,b,c} UX ={a,b,c}
e) OUX={b,d}
f) 6nX={b,c}

9. Dandje mnoZina A = {1,2,3,4}. Uréte potenény systém mnoZiny A.

10.Kolko prvkov obsahuje potencna systém mnoziny {1, 2, 3, 4, 5}?

11.Zistite, ktoré dvojice mnoZin sa rovnaju:
a)A={a, b, c},B={a,c, b},
b)E={x€R:0<x<2},F={1,2},
c)G={xEN:0<x<2},H={1,2}.

12.Zistite, ktoré z nasledujucich mnozin sa rovnaju:
A={x €ER; x <0}, B ={x € R; logx < 0},
C={x€eR;x*<x}, D={xE€ER;|x|<—x},



13.

14.

15.

16.

17.

E={x€eR; x>1} F={x €R; |x| <x},

G={xeR;\/F=1}, H={x€R; x <0}

Z 50 Studentov rieSilo aspon jednu z dvoch olympiad 44. MO nerieSilo 19 a 39
rieSilo prave jednu olympiadu. Kolko Studentov riesilo len MO, len FO, obe?

Z 34 Ziakov triedy nechodi autobusom ani peSo 12. Autobusom chodi 16
Ziakov a peSo chodi 15. Kol'ko Ziakov chodi do Skoly autobusom aj peso?

Na StvrtroCnej pisomnej praci z matematiky boli zadané tri priklady. Treti
priklad vypocitalo 21 Ziakov. Druhy priklad vyriesilo 23 Ziakov a rovnaky pocet
Ziakov vyrieSilo prvy priklad. Dvaja Ziaci z triedy nevypoditali Ziaden priklad,
vsetky tri priklady vypocitalo 7 Ziakov. Prvy a druhy priklad vyrieSilo 15 Ziakov,
prvy a treti priklad 12 Ziakov. Druhy alebo treti priklad vyrieSilo 31 Ziakov.

a) Kolko Ziakov vyriesilo druhy aj treti priklad?
b) Kolko Ziakov vyriesilo prvy alebo druhy priklad?

c) Kolko Ziakov pisalo Stvrtrocnu pracu?

Vyrobky vyradené vystupnou kontrolou mali 3 druhy chyb. Z 800
kontrolovanych vyrobkov bolo 97% bez chyby. Polovica chybnych vyrobkov
mala chybu A, sStvrtina chybnych vyrobkov mala iba chybu B. VSetky vyrobky
s chybou C mali aj chybu B a tretina z nich mala aj chybu A. Chybu A i B malo
7 vyrobkov.

a) Kolko vyrobkov malo iba chybu A?

b) Kolko vyrobkov malo chybu C?

c) Kolko percent vyrobkov malo stucasne chyby B a C a su¢asne nemalo

chybu A?

V 4.B triede pisalo pisomku z matematiky 32 Ziakov. V pisomke boli zadané tri
priklady. Treti priklad vyrieSilo spravne 14 Ziakov, prvy priklad 22 Ziakov. Dvaja
Ziaci nevyriesili ani jeden priklad. Prvy a zaroven druhy priklad vyriesil rovnaky
pocet Ziakov ako prvy a treti priklad. Druhy a zadroven treti priklad vyriesilo 6



Ziakov. Viac ako jeden priklad vyrieSilo 16 Ziakov, len treti priklad 3 a len druhy
priklad 3 Ziaci. Kolko Ziakov vyrieSilo vSetky tri priklady?

18.Dany je Vennov diagram pre dve mnoziny A,B zakladnej mnoziny U. Zapiste
mnoziny, ktoré znazornuju jednotlivé polia diagramu.

v

A B

19.Nech U = {1,2,3,4, ..., 10}. Graficky Iz¥1é1zornite podmnoZiny mnoziny U.
A =1{2,4,6,8}
B = {x € N; x je prvocislo}
C={x€eN;2<x<7}

20.S0 dané mnoziny

A ={-2,—1,0}, B={x€Z |x-2| <3} C ={x € N; x <5},
D={x€Z;2<x<7}L

Urcte :

ANB, AUC, CNnD, AnQ
AUB, CUD, AUu®
A-—B, B—A, C—B

21.S40 dané mnoiiny U={x€eN; x<9}, A={x€U; 2|x}, B={x€
U; [x—3] <2}, C={x€eU; x* —10x + 21 = 0}.

a) Uréte vymenovanim prvkov mnoziny ANB, A, AnBnC', (AUB)nN
C', Au(BncC).
b) Zapiste vSetky prvky mnoziny U, ktoré:
i.  patria sucasne do vSetkych troch mnozin,

ii. nepatria do mnoziny C,
iii. nepatria do Ziadnej z mnozin A,B,C.



22. Dané su mnoziny A= (-3;—-1),B=(-1;2), C = (2;5),D = (—2,1).
Vyznacte ich na Ciselnej osi a intervalom urcte mnoziny ANB,BND,CND,
AUB,AUD,B—D,A—B,D—A,A,, (ANB):, (CUD)

23.Pomocou Vennovych diagramov rozhodnite, Ci pre vSetky podmnoziny A, B
zakladnej mnoziny M plati:
a) AnB =(AuUB)C
b) AnNB =(ANB)
c) AUBNC)=AUB)N(ANC)
d A An(BUuC)=((AUB)n(4A"uUC)



3 KARTEZIANSKY SUCIN A BINARNE OPERACIE

V tejto kapitole sa budeme zaoberat prevaine takymi mnozZinami, ktorych prvky su
usporiadané dvojice. Usporiadanu dvojicu vytvorenu z prvkov x je prva zlozka
a prvok y je druhd zlozka usporiadanej dvojice, budeme oznacovat [x, y]

3.1 Zakladné pojmy

Ako motivacia pre zavedenie nasledujucich definicii mbéze posluzit nasledujuci
priklad.

Traja chlapci Kamil, Viktor a Richard sa pocas brigddy zoznamili s Evou a Ninou.
Chlapci slubili diev€atam, Ze po navrate domov kazidy chlapec napisSe kazdému
dievcatu spravu.

Vytvorme matematicky model tejto situacie. Mnozinu chlapcov oznacme A =
{K,V,R} amnoZinu dieviat oznaéme B = {E, N} Spravu, ktord napi$e Kamil Eve,
oznaéme symbolom [K, E].

Ak chlapci splnia svoj sfub, potom mnozina vsetkych sprav, ktoré napisu dievéatam,
bude mnoZina {[K,E],[K,N],[V,E],[V,N],[R, E],[R,N]}.

Pozndmka: [K, E] nie je to isté ako [E,K]. Znakom [E, K] by sme oznacili sprdvu, ktoru by napisala
Eva Kamilovi.

Pristipme k vSeobecnym pojmom. V predchddzajucom priklade sme pracovali s tzv.
usporiadanymi dvojicami, oznacili sme ich [x,y], kde x € A a y € B. Prvok x sa
nazyva prva zlozka usporiadanej dvojice [x, y] a y druha zlozka usporiadanej dvojice
[x,y]. Rovnost usporiadanych dvojic definujeme preto nasledujicim spésobom:
Hovorime, Ze usporiadana dvojica [x, y] sa rovna usporiadanej dvojici [u, v] prave
vtedy, ked'x = u a zdroven y = v.

Mnozina {[K,E],[K,N],[V,E],[V,N],[R,E],[R,N]} z predchddzajiceho prikladu
bola mnoZina v3etkych usporiadanych dvojic [x,y], kde x € A a y € B. Takdto
mnoZzinu nazyvame karteziansky sucin mnozin A, B. Presne je karteziansky sucin
mnozin definovany v nasledujucej definicii.

Definicia Nech A, B su [ubovolné mnozZiny. Potom mnozZinu vSetkych usporiadanych
dvojic [x,y], kde x € A a y € B, nazyvame karteziansky suéin mnozin A, B a
oznacujeme symbolom A X B.Teda A X B = {[x,y];x € A,y € B}.



Pozndmka. Ak A = B, potom namiesto A X A piseme aj A®> a hovorime o kartezidnskej mocnine. Podobne
namiesto zdpisu A X A X...X A, v ktorom vystupuje n Cinitelov, piSeme A™.

Priklad

Nech A ={a,b},B = {1,2,3}, N = {1,2,3,... }. Potom

Ax B ={[a,1],[b,1],[a, 2],[b, 2], [a, 3], [b, 3]},

BxA={[1,al],[1,b],(2 al [2b][3, al, [3, b]},

A?* ={[a,al,[a,b], [b,al, [b,b]},

B? = {[1,1],[1,2],[1,3],[2,1],[2,2],[2,3],[3,1], [3,2], [3,313,

AXN ={[a,1],[b,1],[a,2],[b,2],[a, 3], [b,3],...} = {la,n],[b,n];n € N},
N X N = {[k,l],[b,n]; k € N,l € N}.

Zakladné vlastnosti kartezianskeho sucinu

1. Nech A, B su lubovolné mnoziny. Ak aspon jedna z mnozin A, B je prazdna, potom
A X B = (@ aobratene, ak A X B = @, potom aspon jedna z mnoiZin A, B je
prazdna.

2. Nech A, B, Csu lubovolné mnoziny. Potom plati
a) (AUB)XC=(AXC)U(BXC(),
b)  ANB)XC=(AXC)Nn(BXxC(),
c) (A—B)XC=(AXxXC)—(BxC0().

Pozndamka. Pre kartezidnsky sucin neplati komutativny zdkon, t.j. existuju mnoZiny A, B také, Ze plati
A X B # B X A. Staci vziat mnozZiny A, B z predchddzajuceho prikladu. Pre kartezidnsky sucin
neplati ani asociativny zdkon, t.j. existuju mnoziny A, B, C také, Ze plati (A X B) X C #+ A X (B X C).
Stadi poloZit A =B = C = {x}. Potom (A X B) X C = {[[x, x],x]} aAX(BXC)= {[x, [x, x]]}.

3.2 Binarne relacie

Nech A = {1,2,3,4}, B = {3,4,5,6}. Uvazujme vztah ,¢islo x € A deli ¢islo y € B“.
Tento vztah (reldcia) uréuje mnozinu usporiadanych dvojic
R ={[1,3],[1,4],[1,5] [1,6], [2,4],[2,6], [3,3], [3,6], [4.,4]},

ktora je podmnozinou kartezianskeho suc¢inu A X B. Ak uvazujeme vztah ,Cislo x €
A je vacsie nez Cislo y € B“, potom mnozina T = {[4,3]} je mnoZina vsetkych



usporiadanych dvojic, ktoré uvazovany vztah spifiaju. Opat plati, Ze mnozina T je
podmnozinou kartezianskeho sucinu A X B.

Tym je motivovana nasledujuca definicia.

Definicia Nech A, B su lubovolné mnoziny. Bindrnou reldciou z mnoziny A do
mnoziny B nazyvame kazdu podmnozinu kartezidnskeho sucinu A X B. Ak A = B,
potom podmnozZinu kartezianskeho sucinu A X A nazyvame binarnou relaciou v
mnozine A.

Pozndmka. KedZe kaZdd bindrna reldcia je mnoZina, vsetky uvahy a tvrdenia, ktoré platia pre mnoZiny, platia
aj pre bindrne reldcie. Teda kaZdu bindrnu reldciu moZno urcit vymenovanim prvkov alebo charakteristickou
vlastnostou. Bindrne reldcie je moZné urcit vyrokovymi formami o dvoch premennych. Napriklad, bindrne
reldcie R, T z predchddzajuceho prikladu méZzeme zapisat aj nasledovne:

R={[x,yl e AxB;xdeli y},, T ={[x,y] € AXB;x > y}.

Pojem bindrnej reldcie je moZné prirodzenym sp6sobom zovseobecnit na pojem n-drnej reldcie. Prikladom tzv.
terndrnej reldcie je reldcia T = {[x,y,z] € A X A X A; x + y = z} definovand v mnoZine A = {1,2,3,4,5}. Je
urc¢end charakteristickou vlastnostou. MéZeme ju urcit aj vymenovanim prvkov:

T ={[1,1,2],[1,2,3],[2,1,3],[2,3,5],[3,2,5], [3,1,4], [1,3,4], [2,2,4], [1,4,5], [4,1,5]}.

Kazdej binarnej relacii je mozné priradit jej prvy a druhy obor.

Definicia Nech R je bindrna reldcia z mnozZiny A do mnoziny B. MnozZinu vsetkych
prvych zloZiek vsetkych usporiadanych dvojic z binarnej relacie R nazyvame prvy
obor binarnej relacie R a oznacujeme symbolom 0; (R). Podobne, mnozZinu vietkych

druhych zloZiek vsetkych usporiadanych dvojic z binarnej reldcie R nazyvame druhy
obor bindrnej reldcie R a oznacujeme symbolom 0, (R).

Pozndmka. Strucnejsie pomocou matematickej symboliky -moZno predchddzajucu definiciu
sformulovat nasledovne:

0,(R) ={x € A;3y € B:[x,y] € R}, 0,(R) ={y € B;3x € A:[x,y] € R}.
Je zrejmé, Zze O, (R) € Aa 0,(R) C B.

Priklad

Uréme prvy a druhy obor bindrnych reldcii R, T z predchdadzajluceho prikladu.
RieSenie:

0,(R)={x € A;3y € B:[x,y] € R} = {1,2,3,4} = A4,

0,(R) ={y € B;3x € A:[x,y] € R} = {3,4,5,6},

0,(T) ={x € A;3y € B:[x,y] € T} = {4},



0,(T)={y€B;ax € A:[x,y] € T} = {3}.

Priklad

V mnoZine vsetkych prirodzenych Cisel su definované nasledujice binarne reldcie:
R, ={[x,yl]ENXN;x+ 2=y},

R, = {[x,y] € N X N; 2x = y},

R; ={[x,y] EN X N;2x —1 = y}.

Treba urdit ich prvy a druhy obor.

Riesenie:

Bindrnu relaciu R; méZeme zapisat nasledovne: R, = {[n,n + 2];n € N}. Vidime,
7e 0;(R)) ={x € N;3y eN:[x,y] ER;} =N,

0,(R)) ={y€eN;3axeN:[x,y]eR}={n+2;ne N} ={345,...}.

Dalej plati R, = {[n,2n];n € N}. Takze 0,(R,) = {x € N;3y € N:[x,y] ER,} =
N,0,(R,)) ={y € N;ax € N:[x,y] € R,} = {2n;n € N} = {2,4,6,...}.

Bindrnu reldciu R; mdieme zapisat vtvare R; = {[n,2n — 1];n € N}, ateda
0,(R;) ={x € N;3y € N:[x,y] € R;} =N,

0,(R;) ={y € N;ax € N:[x,y] e Rz} ={2n—1;n € N} = {1,3,5,...}.

Priklad

Zapiste vymenovanim prvkov binarnu reldciu R = {[x,y] € M X M; x je kolmé na

y}, kde M je mnozina vSetkych Usediek v danom $tvorci. Uréte jej prvy a druhy obor.
Riesenie:

Ak oznaclime strany Stvorca pismenami a, b, ¢, d a jeho uhlopriec¢ky pismenami e, f,
potom M = {a, b,c,d, e, f}. Pre lepSiu nazornost situaciu znazornime graficky.

(o

f

e

a

R ={[a,b],[b,al,[a,d],[d,al [d cl [cd][c bl [bcl e f][f el}



Uréme prvy a druhy obor binarnej relacie R:
0,(R)={x e M;3y € M:[x,y] € R} ={a,b,c,d,e,f} =M,
0,(R) ={y e M;3x € M:[x,y] €ER} =0,(R) ={y € M;3x € M:[x,y] ER} =

MnoZzinovy doplnok k binarnej reldcii je opat binarna relacia, nazyva sa doplnkova
bindrna relacia.

Definicia Nech R je binarna reldcia z mnoziny A do mnoziny B. Doplnkovou relaciou
k relacii R nazyvame binarnu relaciu R' € A X B definovanu nasledovne:

R ={[x,y] € AXB;[x,y] ¢ R} = (AX B) —R.

Priklad

Nech A ={1,2,3,4}, B={3,45,6}. Binarne relacie R,T su definované
nasledovne: R = {[x,y] E AX B;x deli vy}, T={[xy] €AXB;x>y}. Nijdite
doplInkové binarne operacie R, T .

Riesenie:

Doplnkové reldcie k bindrnym reldciam R, T z prikladu su nasledujice binarne
relacie:

R = {[x,y] € A X B; x nedeli y} ={23][25][3.4}[35}[4.3] [45][46]. T = {[x,v] €
AXxB;x <y} ={[1,3],[1,4],[1,5], [1,6], [2,3], [2,4],

[2,5],[2,6],[3,4], [3,5], [3,6], [4,5], [4,6]}.

Definicia Nech R je bindrna reldcia z mnoziny A do mnoziny B. Inverznou relaciou

k relacii R nazyvame binarnu reldciu R~ ¢ B X A definovanu nasledovne: R™1 =
{[x,y] € B x A;[y,x] € R}.

Pozndmbka. Nech R je bindrna reldcia z mnoZiny A do mnoZiny B a nech R™* € B X A je k nej inverznd reldcia.
Z predchddzajucej definicie vyplyva, Ze pre fubovolni usporiadant dvojicu [x,y] € A X B plati[x,y] ER™! &
[y, x] € R.

Priklad

Nech A ={1,2,3,4}, B ={3,4,5,6}. Binarne relacie R,T su definované
nasledovne: R = {[x,y] € AX B;xdeli y}, T = {[x,y] € AX B;x > y}.

N3ajdite inverzné relacie k bindrnym relaciam R, T.



RieSenie:

R ={[1,3],[1,4], [1,5] [1,6], [2,4],[2,6], [3,3], [3,6], [4.,41},

R ={[x,y] € BxA4;[y,x] €ER}={[x,y] € B X A;ydelix}=
={[3,1], [41],[51],[6,1], [4,2],[6,2], [3,3], [6,3], [4,413,

T ={lx,yl€eBxAyx] €T} ={[x,y] €EBx A;y >x}={[3,4]}.

Priklad

Najdite doplnkové a inverzné relacie k binarnym relaciam R, R,, R;, Ry, ktoré su

definované v mnozine N takto:

Ry ={[x,yl e NxN;x =y}, R, ={[x,y] e N X N;x <y},

R; ={[x,y] e NXN;x =2}, R, ={[x,y] E N X N;y > 1}.
Riesenie:

Potom k nim doplnkové a inverzné reldcie su nasledujuce binarne relacie:
R; = {[x,y] € N X N;x # y},

Ri'={[x,y] e N X N;y =x} =Ry,

R, ={lx,y]l € N x N;x 2y},

R;'={[x,y]E NXN;y < x}.

R; ={[x,y] e N X N;x <2} ={[1,n];n € N},

R;'={[x,y] E N X N;[y,x] ER3} ={[x,y] EN X N;y > 2},
R,={lx,yJENXN;y <1} = ¢,

R, ={x,y]e NxN; [y,x]e R, }={[x,y] E N x N;x = 1} = N x N.

Priklad

Nech 4 = {1,2,3,4,5,6}, B = {2,3,4,5,6,7,8}. Ndjdite doplnkové a inverzné relacie
k nasledujicim binarnym relacidm z mnoziny A do mnoZziny B:

T, ={lx,y]€EAXB;y =x+ 1},
T, = {[x,y] € A X B;y = 2x},
T; ={[x,y] € AXB;y = 2x + 1}.



Riesenie

ZapisSme najskor binarne relacie Ty, T,, T3 vymenovanim prvkov:

T, = {[1,2],[2,3],[3,4], [4.5], [5.6], (6,71},

T, ={[1,2],[2,4],[3,6], [4,8]},

T, = {[1,3],[2,5],[3,7]3.

T/ ={lx,yl]eAXxB;y+x+1}=(AXB)—T,,

T, ={xyleBxA [y, x]eT,}={[x,y] € Bx 4;x =y + 1} = {[2,1],[3,2],
[4,3],[5,4],[6,5],[7,6]},

T, ={lx,yl € AXB;y + 2x} = (AXB) — T,,

T, ={xyleBx A [y, x]eT,}={lx,y] € B x 4;x = 2y} = {[2,1], [4,2],
[6,3],[8,41},

T; ={lx,yl e AXB;y+2x+1}=(AXB) — T3,

T, ={xyleBxA [y, x]eTy}={[x,y] € B x 4;x = 2y + 1} = {[3,1],[5,2],

[7,3]}.

Definicia Nech S je binarna reldcia z mnoziny A do mnoziny B (tj. SC AXB)a T
nech je bindrna reldcia z mnoziny B do mnoziny C (t.j. T € B X C). Potom bindrnu
relaciuS o T € A X C definovanu vztahom

SoT={[x,y] e AXC;3z€ B:[x,z] ESA[z,y] €T}, nazyvame zloZenou
bindrnou relaciou z reldcii S a T (v tomto poradi).

Priklad

Nech bindrne reldcie S = {[1,3],[1,6],[4,7]1} a T = {[3,4],[6,6],[7,5],[3,5]} su
definované v mnozine N.KedZe plati S € N X N,T c N X N, mozno utvorit zloZenu
bindrnu reldciu S o T atieZ zloZzenu bindrnu reldciu T o S. Ndjdime najskor zlozenu
bindrnu reldciu S o T.

Ked%e [1,3] € S a zéroveni [3,4] € T, usporiadand dvojica [1,4] € S T.
Ked%e [1,6] € S a zaroveni [6,6] € T, usporiadand dvojica [1,6] € S T.
Ked%e [1,3] € S a zéroveni [3,5] € T, usporiadand dvojica [1,5] € So T.



KedZe [4,7] € S a zéroveni [7,5] € T, usporiadand dvojica [4,5] € So T.
To znamend, ze S o T = {[1,4],[1,6],[1,5], [4,5]}.

Analogicky uréime zloZenu bindrnu reldciu T o S. Ked%e [3,4] € T a zéroven [4,7] €
S, usporiadana dvojica [3,7] € T o S. D4 sa lahko nahliadnut, Ze usporiadand dvojica
[3,7] je jedinym prvkom zloZenej binarnej relacie T o S, ¢ize T o S = {[3,7]}.

Vidime, ze SoT # T o S. To znamena, Ze pri skladani binarnych relacii zalezi na
poradi. Pre skladanie binarnych relacii neplati komutativny zakon.

Priklad

Nech A={a,b,c,d} B ={1,2,3,4}, C ={xy,2z}. Nech R, =
{la,1],[b,1],[c, 2],[d, 4]} a R, ={l[a,2],[b,2],[c,2],[d,3]} st bindrne relacie z
mnoziny A do mnoziny Banech S; = {[1,v],[2,y],[4,z]} a

S, ={[2,x],[3,y]} st bindrne relacie z mnoZiny B do mnoZiny C. N&jdite zloZené
bindrne relacie R, ©S;, R, ©S,, R, ©5;, R, 0 S,.

Riesenie:

Pretoze Ry CAXB,R, c AXB,S; cBXC(,S, Cc BXC,zlozené binarne relacie

Ri°S8;,R;°S5, R, 25, R, oS, su definované. Su to nasledujuce relacie:

RioS, ={[x,y] €AXC;3z€B:[x,z] ER A|z,y] € §;} =
= {la,y],[b,y], [c,y] [d, z]},

Rl OSZ = {[X,_’y] €EAX C, 3z € B: [X,Z] € Rl/\ [Z,y] ESZ} = R1 OSZ
= {[XJ’] EAX C,HZE B:[X,Z] € RIA[Z)y] ESZ} = {[C)x]})

R,0S, ={[x,yl€e Ax(C;3z€B:[x,z]| ER, AN[z,y] € S,} =
= {la,y], [b,y].[c,y1},

R,0S,={[x,y]€e AXC;3z€B:[x,z] ER, AN|[z,y] €S,} =
= {la,x],[b,x], [c,x], [d, y]}.

3.3 Grafické znazornenie binarnych relacii

Na grafické znazornenie binarnych relacii sa pouzivaju tri druhy grafov: karteziansky,
Sachovnicovy a uzlovy.

S kartezianskym grafom sa Studenti stretavaju uz na strednej Skole pri grafickom
znazornovani priebehu funkcie. Pouzivame pri fom spravidla pravouhly siradnicovy
systém. Ak R je bindrna reldcia z mnoziny A do mnoziny B (t.j. R € A X B), potom v



pravouhlom suradnicovom systéme na vodorovnej priamke znazornime bodmi
prvky mnoziny A a na zvislej priamke prvky mnoziny B. Usporiadanu dvojicu [x, y] €
R znazornime priese¢nikom kolmice vedenej v bode x na vodorovnu os a kolmice
vedenej v bode y na zvislu os. Uvedieme priklad.

Priklad Je dand mnozina: A={p, q, r, s}. Kolko prvkov ma karteziansky sucin A x A?
Znazornite ho kartezianskym grafom.

Riesenie:

A
S T e e 8
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Obr. 3.2. Karteziansky graf

Karteziansky sucin A X A ma 16 prvkov, lebo kazdy prvok je vo dvojici sdm so sebou
a eSte s dalSimi tromi prvkami.

Sachovnicovy graf binarnej relacie R € A X B sa od jej kartezidanskeho grafu
odliSuje tym, Ze prvky mnozin A a B neznazoriujeme bodmi, ale Useckami na
vodorovnej resp. zvislej osi. Usporiadand dvojica [x,y] € R sa znazorni
vySrafovanym Stvorcom, tak ako je to znazornené na obrazku 3.3.

Priklad

Jedanda mnozina A = {a, b, ¢,d} a mnozina B = {0,1,2}. Zostrojte Sachovnicovy graf
binarnej relacie R = {[a, 0], [b, 2], [c, 1], [d, 1]}.

Riesenie:



N N

Obr. 3.3. Sachovnicovy graf

Pri uzlovom grafe binarnej relacie R € A X B kaidému prvku mnozin AaB
odpoveda bod v rovine, tzv. uzol grafu. Dva uzly x a y budu spojené tzv. orientovanou
hranou, ak existuje usporiadana dvojica [x,y] € R. Sipka na orientovanej hrane
pritom smeruje k druhej zloZke usporiadanej dvojice [x, y]. Ak je binarna relacia R
bindrnou relaciou v mnoZine A (t.j. R € A X A), potom jej uzlovy graf je rovnaky, len
usporiadanu dvojicu [x, x] € R zndzornime tzv. slu¢kou. Uvedieme priklady.

Priklad

Je dand mnozina M = {3,4,5,7}. Zostrojte uzlovy graf binarnej reldcie R =
{[3’5]’ [3’4]’ [317]1 [5’5]) [7’3]) [7’7]}'

RieSenie:

Obr. 3.5. Uzlovy graf

Priklad

Je dand mnoZina A ={1,2,3,4}. Zostrojte uzlovy graf binarnej relidcie R =
{{1,2],[2,1], [2,2], [2,4], [3,3], [4.1], [4,2], [4,3]}.



Riesenie:
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3.4 Vlastnosti binarnych relacii v mnozine

V tejto Casti budeme definovat niektoré délezité vlastnosti binarnych reldcii.
Budeme pritom predpokladat, Ze binarna relacia je definovana v mnozine.

Definicia Nech R je binarna relacia je definovana v mnozine A. Budeme hovorit, Ze
bindrna relacia R je

a) reflexivna, ak pre kazdé x € A plati [x, x] € R,

b) antireflexivna, ak pre kazdé x € A plati [x, x] & R,

c) symetricka, ak pre kazdé x,y € A plati [x,y] € R = [y, x] €R,

d) antisymetrickd, ak pre kazdé x,y € Aplati ([x,y] ERA[y,x] ER) = x =y,

e) tranzitivna, ak pre kazdé x,y,z € A plati ([x,y] ERA[y,z] ER) = =[x,z] €
R.

Pozndamka. Antisymetrickost méZeme ekvivalentne definovat aj nasledujicim spésobom: bindrna
reldcia R je antisymetrickd, ak pre kaZdé x,y € A také, Ze x + y, plati [x,y] € R = [y, x] € R.

Uvedenu definiciu budeme ilustrovat na prikladoch.

Priklad

Nech su v mnozine A = {a, b, c} definované nasledujuce binarne reldcie:
R, ={la,al,la,b],[a,cl,[b,cl,[b,b], [c, cl},

R, ={la,al,[b,b],[c,cl [a, c], [c, b1},



R3 = {[al a]; [al b]};

R, ={la,al],[a,c] [c,al},

RS = {[al b]; [bl a]}

Zistite, aké su ich vlastnosti.

Riesenie:

a) Najskor zistime, Ci su reflexivne. Binarna relacia R; je reflexivna, lebo s kazdym
prvkom x € A obsahuje prislusnd usporiadant dvojicu [x,x] (dvojice
[a, a], [b, b], [c,c] su prvkami binarnej relacie R,). To isté plati aj pre binarnu
relaciu R,, binarna relacia R, je tiez reflexivna. Pre dalSie bindrne relacie to
neplati, kedZe neobsahuju vietky dvojice [a, a], [b, b], [c, c]. Bindrne relacie R,,

R, a Rg nie su reflexivne.

b) Zistime, ¢i dané bindrne reldcie su antireflexivne. Ak ma byt binarna relacia
antireflexivna, nemo6Ze obsahovat usporiadané dvojice, v ktorych sa prva
zlozka rovna druhej. Takéto dvojice vSak obsahuju binarne relacie R, R,, R; a
R,, a preto tieto binarne relacie nie su antireflexivne. Binarna relacia R je
antireflexivna, lebo pre kazdé x € A plati [x,x] & Rs. VSimnime si, Ze ak
bindrna relacia nie je reflexivna, neznamena to este, Ze je antireflexivna.

c) Dalej budeme zistovat, ¢i dané bindrne relacie su symetrické. Binarna relacia
R, nie je symetricka, lebo nie pre vietky x,y € A plati [x,y] € R, = [y, x] €
R;. Existuju také dva prvky x,y € A, pre ktoré plati [x,y] € R; A [y, x] & R;.
Staci polozit napriklad x = a,y = b. Binarna relacia R, obsahuje usporiadanu
dvojicu [a, b], ale usporiadand dvojica [b, a] nie je jej prvkom. To isté plati aj
pre bindrne relacie R, a R5: binarna relacia R, obsahuje usporiadanu dvojicu
[a, c], ale usporiadana dvojica [c,a] nie je jej prvkom, binarna relacia R;
obsahuje usporiadanu dvojicu [a, b], ale usporiadand dvojica [b, a] nie je jej
prvkom. Bindrne relacie R, a R nie su symetrické. Naproti tomu binarne
relacie R, a Rs su symetrické. Pre v3etky x,y € A plati [x,y] € R, = [y, x] €
R, atiez [x,y] € Rs = [y, x] € R:.

d) Budeme zistovat, ¢i dané binarne reldcie su antisymetrické. Vzhladom
na predchadzajucu pozndmku, je zrejmé, ze binarne relacie Ry, R, a R; su
antisymetrické. Ak uvazovana binarna reldcia obsahuje usporiadanu dvojicu
[x, y], pricom x # y, potom usporiadana dvojica [y, x] naozaj nie je jej prvkom.
Bindrna reldcia R, nie je antisymetricka, lebo obsahuje usporiadané dvojice
[a,c], [c,a]. KedZe binarna reldcia Rs obsahuje usporiadané dvojice [a,b] a

[b, a], nie je antisymetricka.



e) Nakoniec zistime, ¢i dané bindrne relacie su tranzitivne. Uvazujme najskor
bindrnu relaciu R,. Treba overit, ¢i pre kazdé x,y,z € A plati implikacia
([x,y] ER, Aly,z] ER) = ([x,y] € Ry Aly,z] ER)) = Vezmime
usporiadané dvojice [a,b], [b, c], ktoré st prvkami binarnej relécie R;. Aby bola
bindrna relacia R, tranzitivna, musi byt usporiadand dvojica [a, c] jej prvkom.
Vidime, Ze to plati. Pre ostatné usporiadané dvojice, ktoré su prvkami binarnej
relacie R;, to plati automaticky. To znamend, Ze bindrna relacia R, je
tranzitivna. Podobne by sme overili, Ze aj binarne relacie R; a R, su tranzitivne.
Bindrna relacia R, nie je tranzitivna, lebo usporiadané dvojice [a, c] a [c, b] su
jej prvkami, ale usporiadana dvojica [a, b] nie je jej prvkom. Rovnako ani
bindrna reldcia R nie je tranzitivna, lebo usporiadané dvojice [a, b] a [b, a] su
jej prvkami, ale usporiadand dvojica [a, a] jej prvkom nie je.

Priklad

Urcte vSetky bindrne reldcie v mnoZine A = {a,b} azistite, ktoré znich su
reflexivne, antireflexivne, symetrické, antisymetrické a tranzitivne.

Riesenie:

Treba uréit  vSetky  podmnoziny  kartezidnskeho  suéinu A XA =
{la,al, [a, b], [b, al, [b, b]}. Je ich 2* = 16. SU to nasledujice mnoZiny:

Ri=¢, R, =AXA, Ry ={[a,al]}, R, ={[a,b]}, Rs ={[b,al}, Rs ={[b,b]},
R; ={[a,a],[a,b]}, Rg = {[a,al, [b,al}, R, ={[a,a],[b,b]}

Rio ={la,b],[b,al}, Ry = {[a,b], [b,b]}, R, = {[b,a], [b, b]},

Ry3 ={la,al,[a,b],[b,al}, Ryy = {la,al,[b, D], [b,al},

Rys = {la, b, [b,al, [b,b]}, Ry = {la, a], [b, b], [a, b]}.

Reflexivne su binarne relacie R,, Ry, R14 @ R4¢, antireflexivne su binarne relacie R;,
R,,Rs a Ryg. Symetrické su bindrne relacie R;,R,, R;,Rg, Ry, Rip, Ryz Ris,
antisymetrické su binarne relacie Ry, R;, Ry, RsRg, R;,Rg, Ry, R11, Ry, R4 @ Rys.

Z uvedenych binarnych reldcii su tranzitivne vSetky okrem binarnych reldcii Ry, a
Rys.

Priklad

Zistite, aké vlastnosti ma relacia inklUzie mnozin.



Riesenie:
Treba zistit vlastnosti binarnej relacie R = {[X,Y] € P(U) X P(U); X c Y}, kde U je

vopred dana neprazdna mnoZina. Pripomefime, Ze symbolom P(U) oznadujeme
potencny systém mnoziny U.

a) KedZe pre kazdd mnozinu X € P(U) plati X < X, usporiadana dvojica [X,X] € R
pre kazdé X € P(U). To znameng, Ze reldcia inklizie mnoZin je reflexivna.

b) Reldcia R nie je antireflexivna, lebo existuje mnoZina X € P(U) taka, ze X c X.Za
X mozno vziat mnozinu U.

c) Bindrna reldcia R nie je symetricka, lebo existuju mnoziny X,Y € P(U) také, ze X
je podmnoZinou mnoZziny Y a zaroven Y nie je podmnoZinou mnoZiny X. Staci vziat
dve lubovolné rézne podmnoziny X, Y mnoziny U, z ktorych je prva podmnozinou
druhej (napr. X = ¢, Y = U). MnoZina Y nie je potom podmnoZinou mnoziny X.

d) Binarna reldcia R je antisymetricka, lebo pre kazdé X,Y,Z € P(U) plati: (X Cc Y A
YcX)=X=Y.

e) KedZe pre kazdé X,Y,Z e P(U) X cYAY c Z) = X c Z, binarna relacia R
je tranzitivna.

Priklad

Zistite, aké vlastnosti maju relacie rovnobeznosti a kolmosti priamok v rovine.
Riesenie:

Treba zistit vlastnosti binarnych relacii

R = {[p,q] € A X A; pje rovnobeiné s g},

K = {[p,q] € A X A; pje kolmé na g},

kde A je mnozZina vSetkych priamok v rovine. Budeme najskoér zistovat, aké vlastnosti
ma binarna relacia R.

a) Kazda priamka je rovnobezna sama so sebou, ¢ize pre kazdé p € A plati [p,p] €
R, a teda reldcia rovnobeznosti priamok v rovine je reflexivna.

b) KedZe relacia rovnobeznosti je reflexivna, je zrejmé, Ze nie je antireflexivna.

c¢) Lahko overime, Ze je symetrickd. Pre fubovolné dve priamky p, q € A plati, ak je
priamka p rovnobeina s priamkou g, potom aj priamka g je rovnobeina s
priamkou p. Cize pre kazdé p, q € A plati [p,q] € R = [q,p] € R, ¢o znamen3, Ze
bindrna relacia R je symetricka.



d) Binarna reldcia R nie je antisymetricka, lebo je symetricka.

e) Pre lubovolné priamky p, g, € A plati, ak je priamka p rovnobezna s priamkou g
a zaroven je priamka g rovnobeinad s priamkour, potom aj priamka p je
rovnobeznd s priamkou r. Cize pre kazdé p,q,r € A plati ([p,ql € RA[q,7] €
R) = [p,r] € R. To znamen3, Ze bindrna relacia R je tranzitivna.

V dalSom zistime, aké vlastnosti ma bindrna relacia K.
a) Priamka nie je kolmda sama na seba, a teda relacia kolmosti nie je reflexivna.

b) Pre kazdé p € A plati [p,p] € K (priamka p nie je kolmad sama na seba), a preto
je relacia kolmosti antireflexivna.

c¢) Lahko overime, Ze je symetrickd. Pre fubovolné dve priamky p, q € A plati, ak je
priamka p kolma na priamku g, potom aj priamka g je kolma na priamku p. Cize
pre kaidé p,q € A plati [p,q] € K = = [q,p] € K, &o znamend, e binarna
relacia K je symetricka.

d) Bindrna reldcia K nie je antisymetrickd, lebo je symetricka.

e) Nakoniec zistime, ¢i je bindrna relacia K je tranzitivna. Pytame sa, i pre [lubovolné
priamky p, q, 7 € A plati, ak je priamka p kolma na priamku g a zaroven je priamka
q kolma na priamku r, potom aj priamka p je kolma na priamku r. Nech p, g, su
lubovolné priamky leZiace v jednej rovine také, ze priamka p kolma na priamku g
a zaroven je priamka g kolma na priamku r. Potom ale plati, Ze priamka p je
rovnobezna s priamkou r, a teda nemoze byt na fnu kolma. Pre lepsSiu nazornost
sme situaciu znazornili na nasledujucom obrazku. Tym sme ukazali, Ze bindrna
reldcia K nie je tranzitivna.

3.5 Relacia ekvivalencie arozklad mnoziny

Jednym z najdélezitejSich typov binarnych relacii je relacia ekvivalencie.

Definicia Binarnu relaciu R definovani v mnozine A budeme nazyvat reldciou
ekvivalencie v mnozine A prave vtedy, ak je reflexivna, symetrickd a tranzitivna.
Pozndamka. Podrobnejsie méZeme predchddzajucu definiciu sformulovat takto:

Bindrna reldcia R definovand v mnoZine A je reldciou ekvivalencie v mnoZine A prdve vtedy, ak pre l[ubovolné
x,y,Z € A plati

1. [x,x] ER,

2. [x,y] ER=>[y,x] ER,



3. (Ix,y]€ERA[y,z] ER) = [x,z] ER.

Ak binarna reldacia R je relaciou ekvivalencie v mnozine A, potom namiesto zapisu
[x,v] € R budeme pouzivat zapis x ~ y. Tento zapis ¢itame ,x je ekvivalentné s y*“.
Predchadzajucu definiciu potom mozno prepisat aj takto:

Binarna relacia R definovana v mnozine A je relaciou ekvivalencie v mnozine A prave
vtedy, ak pre lubovolné x,y,z € A plati

1.x~x,
2. X~y =>y~X,

3. (x~“yAy~z)=>x "~z

Priklad

Nech v mnoiine A ={a,b,c,d} je definovand bindrna relicia R =
{la,al,[a,d],[d,al,ld,d] [cc] [c, bl [b,c], [b,b]}. Lahko nahliadneme, Ze
binarna reldcia R je reflexivna, symetricka a tranzitivna, ¢o znamena, Ze je relaciou
ekvivalencie v mnozine A. Zndzornime relaciu R uzlovym grafom.
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Obr. 3.6. Uzlovy graf relacie ekvivalencie R

MnoZinu vsetkych uzlov grafu vieme rozdelit do podmnozin tak, Ze Ziadne dva prvky
dvoch réznych podmnoZin nie su spojené hranou. Uvedend skutocnost nie je
nahodna - kazda reldcia ekvivalencie definovana v mnozine A indukuje tzv. rozklad
mnoZziny A. Tento pojem budeme teraz definovat.

Definicia
Nech Aje lubovolna neprazdna mnoZina. Systém S neprazdnych podmnozin
mnoziny A sa nazyva rozklad mnoziny A, ak Sje systém po dvoch disjunktnych



mnotzin, ktorych zjednotenie je mnozZina A. Mnoziny zo systému S nazyvame triedy
rozkladu S.

Veta Ak R je relacia ekvivalencie v mnozZine A, potom systém mnozin S =
{A;;x € A}, kde A, ={y € A;[x,y] R} = A, ={y € A;[x,y] € R} = x ~ y} pre
kazdé x € A, je rozklad mnoziny A.

Dé6kaz. Dokazeme najskor, ze systém S je systém neprazdnych podmnozin mnoziny
A. KedZe relacia R je relacia ekvivalencie v mnozZine A, je reflexivna, a preto pre kazdé
x € A usporiadana dvojica [x, x] € R. To ale znameng, Ze x € A, pre kazdé x € A,
a teda mnoZiny A,, x € A, st neprazdne. Dalej plati, 7e U,e4 A, = A.

Zostava dokazat, Ze systém S je systém po dvoch disjunktnych mnozin. Nech a,b €
A,a # banechx € A.Predpokladajme, ze x € A, a zaroven x € A,.Potom [a, x] €
R azaroven [b,x] € R. Dokdzeme, ze plati A, = A,. Najskér dokdzeme, ze plati
inkluzia A, € A,. Nech y € A,. Potom [a,y] € R. KedZe relacia R je symetricka,
z predpokladu [a, x] € R vyplyva, Ze [x,a] € R. Reldcia R je tranzitivna, a preto
[x,y] € R. PretoZe plati [b, x] € R azaroven [x,y] € R, dostavame, Ze [b,y] € R.
To ale znamena, ze y € A,. Inkluzia A, € A, je dokazana. Opacnu inkluziu 4, € A,
dokazeme analogicky.

Pozndmka. Rozklad S mnoZiny A z predchddzajlcej vety sa nazyva rozklad mnoZiny A indukovany reldciou
ekvivalencie R.

Priklad

Na obrazku 3.6 je znazorneny uzlovy graf binarnej relacie R =
{la,al,[a,d],[d,al,ld,d],[cc]l, [c, b]l,[b,c]l, b, b]}, ktord je relaciou ekvivalencie
vmnozine A ={a,b,c,d}. Zobrdzka vidime, Ze tato reldcia indukuje rozklad
mnoZiny A na triedy rozkladu {a, d} a {b, c}. MnoZiny {a,d} a {b, c} su disjunktné
a ich zjednotenim je mnoZina A. TakZe systém S = {{a, d}, {b, c}} je rozklad mnoZiny
A. Je to rozklad indukovany relaciou ekvivalencie R. MdZeme ho utvorit aj pomocou
tvrdenia predchadzajucej vety.

Utvorime mnoziny A,, kde x € A:
A ={y€Alayl € R} ={a,d}, A, ={y € A;[b,y] € R} = {b, c},
Ac={y€Alc,yl€R}={c,b}, A ={y € 4;[d,y] € R} = {a,d}.

Kedze A, = Az a A, = A,, systém S = {{a, d}, {b, c}} je prislusny rozklad mnoziny
A.



Priklad

Nech R ={[1,1],[2,2],[3,3],[4,4],[5,5],[2,3] [3,2], [4,5], [5,4]} je reldcia
ekvivalencie v mnozined = {1,2,3,4,5}. Najdite rozklad mnoziny A indukovany
binarnou relaciou R.

RieSenie :
Budeme postupovat podla tvrdenia predchadzajucej vety. Najdeme mnoziny A,,
kde x € A:

A ={yeA[lLyleR}={1}, A, ={y €A 2,y] € R} ={2,3},
A3 ={y €4 [3,y1 €eR}={23}, A, ={y € A;[4,y] € R} = {4,5},
As ={y € 4;[5,y] € R} = {4,5}.

Prisludny rozklad mnoZiny A je systém S = {{1}, {2,3}, {4,5}}.

Priklad

Nech R ={[x,y] € N X N;x =y} je bindrna reldcia vmnoZine N. KedZe je
reflexivna, symetrickd a tranzitivna, je relaciou ekvivalencie v mnozine N. Najdite
rozklad mnoziny N indukovany relaciou R.

Riesenie:
Bindrnu reldciu R mdzeme zapisat nasledovne: R = {[n,n];n € N}. Takie 4, =
{y € N;[n,y] € R} = {n}, ateda hladany rozklad je rozklad S = {4,;n € N} =

{{n};n € N}.

Nasledujuca matematickd veta hovori, Ze kazdy rozklad S mnoziny A definuje reldciu
ekvivalencie v mnozZine A.

Veta Nech Sje rozklad neprazdnej mnoZiny A. Potom bindrna reldcia R =
{[x,v] € AX A;3X € S:x € X Ay € X} je relacia ekvivalencie

v mnozine A.
Dbkaz. Dokazeme, Ze bindrna reldcia R je reflexivna, symetricka a tranzitivna.

Nech x € A. KedZe S je rozklad mnoZiny A, prvok x je prvkom prave jednej mnozZiny
zo systému S. Ozna¢me tuto mnozinu znakom X. TakZe existuje mnozina X € § taka,
Ze x € X. Preto plati, Ze [x,x] € R pre kaidé x € A, ize binarna reldcia R je
reflexivna.

Dokazeme, Ze je symetrickd. Nech x,y € Aa [x, y] € R. Potom existuje mnozina X €
S taka, Ze x € X a zaroven y € X. Tuto vlastnost mézeme ekvivalentne sformulovat



aj takto: existuje mnozina X € S taka, Ze y € X azdroven x € X. Odtial uz
dostavame, ze [y, x] € R. To znamena, Ze binarna relacia R je symetricka.

Zostdva dokazat, Ze relacia R je tranzitivna. Nech x,y,z € A, pricom [x,y] € R
a zéroven [y, z] € R. Potom existuje mnozina X € S taka, Zze x € X a zarover y € X.
KedZe [y, z] € R, plati tie7, 7e z € X. CiZe existuje mnoZina X € S taka, 7e x € X
a zaroven z € X.To znamena, 7e [x, z] € R. Tym je dokadzané, Ze bindrna relacia R je
tranzitivna.

Priklad

Nech S = {{a, b}, {c}, {d}} je rozklad mnoziny A = {a, b, ¢, d}. Relaciu ekvivalencie
definovanu rozkladom S uréime na zaklade predchdadzajucej vety, Cize prvky patriace
do tej istej triedy rozkladu budeme povaZovat za ekvivalentné.

KedZe a, b su prvky tej istej triedy rozkladu, plati a~a,a~b, b~b, b~ a resp.
l[a,a]l € ~, [a,b] € ~, [b,b] € ~, [b,a] € ~ . Dostdvame bindrnu reldciu ~ =
{la,a],[a, b], [b, b], [b, a]}. Vidime, Ze je reflexivna, symetrickd a tranzitivna, teda je
relaciou ekvivalencie v mnozine A.

Poznamka. Reldcia ekvivalencie definovand rozkladom S mnoZiny A je zjednotenim kartezidnskych
mocnin vsetkych tried rozkladu S.

3.6 Relacia usporiadania

V tejto Casti sa budeme zaoberat dalsim doleZitym typom binarnych relacii - relaciou
usporiadania. Najskor zavedieme nasledujucu definiciu.

Definicia Nech R je binarna relacia v mnozine A. Budeme hovorit, Ze binarna relacia
R je suvisla (resp. trichotomicka), ak pre kazdé x,y € A také, ze x # y, plati [x, y] €
RV |y, x] €R.

Priklad

Uvazujme nasledujice binarne relacie definované v mnozine N: R = {[x,y] €
N X N;x <y}, S={[x,y] € N X N;x deli y}. KedZze pre kazdé x,y € N také, Ze
x # y,platix < y alebo x > y, pre kazdé x,y € N také, ze x # y, plati [x,y] ER V
[y, x] € R. To znamena, Ze binadrna relacia R je suvisla.



Naproti tomu bindrna relacia S suvisla nie je, lebo neplati pre vietky x,y € N, x #
y, ze x deli y alebo y deli x. Staci poloZit x = 2ay = 3. Potom x # y A x nedeli y
A ynedeli x.

VSimnime si, Ze binarne reldcie R, S maju niektoré vlastnosti spolo¢né. Lahko sa
mozZno presvedcit, Ze su tranzitivne a antisymetrické.

Ukazme, Ze su tranzitivne.

Pre vsetky x,y,z € N plati: ak x < y a zaroven y < z, potom x < z, takze pre vSetky
x,y,Z€ N plati ([x,y] € RA[y,z] € R) > [x,z] € R. Bindrna relicia R je
tranzitivna.

Pre vietky x,y,z € N plati ak x deli y a zaroveni y deli z, potom x deli z. Cize pre
vietky x,y,z € N plati([x,y] € SA[y,z] € S) = ([x,y] e SA[y,z] € S) = ateda
binarna relacia S je tranzitivna.

Ukazeme, Ze bindrne relacie R, S su antisymetrické.

Pre kazdé x,y € N také, ze x # y, platiak x < y, potom y nie je mensie ako x, takze
pre kazdé x,y € N také, ze x # y, plati [x,y] € R = [y,x] € R. To znamen4, Ze
binarna relacia R je antisymetricka.

Pre kazdé x,y € N také, ze x + y, plati ak x deli y, potom y nedeli x, Cize pre kazdé
X,y € N také, ze x # y, plati [x,y] €S = [y,x] € S. To znamen4, Ze aj binarna
reldcia S je antisymetricka.

TakZe binarna reldcia R je suvisla, antisymetrickd a tranzitivna. Binarna reldcia S je
antisymetricka a tranzitivna. Binarna reldcia R je tzv. uplné usporiadanie mnoziny N
a binarna reldcia S je tzv. ¢iastocné usporiadanie mnoziny N.

Definicia Binarnu relaciu R definovanu v mnoZine A nazyvame ciastocnym
usporiadanim mnozZiny A, ak je antisymetrickd a tranzitivna. Bindrnu relaciu R
definovanl v mnoZine A nazyvame Uplnym usporiadanim mnoziny A, ak je
antisymetricka, tranzitivna a savisla.

Pozndmka. Predchddzajucu definiciu moZno podrobnejsSie zapisat aj takto: Bindrna reldcia R
definovand v mnoZine A je Ciastocné usporiadanie mnoZiny A, ak pre kazdé x,y,z € A plati

1. akx #yalx,y] €R,potom [y, x] &R,
2. ak[x,y] € R a zdroveri [y, z] € R, potom [x, z] € R.
Naviac, ak pre kazdé x,y € A také, Ze x + y, plati
3. [x,y] € RV [y, x] € R, potom R je uplné usporiadanie mnoZiny A.

Ak binarna reldcia R je relaciou usporiadania v mnozine A, potom namiesto zapisu
[x,y] € R budeme pouzivat zdpis x < y. Tento zdpis Citame ,x je pred y“.
Predchddzajucu definiciu potom moZno prepisat aj takto:



Binarna relacia R definovana v mnozine A je Ciastocné usporiadanie mnoziny A, ak
pre kazdé x,y, z € A plati

1. akx # yax <y, potomy nie je pred x,
2. akx < yazdroveny < z, potom x < z.

Naviac, ak pre kazdé x,y € A také, ze x # y, plati

3. x <yaleboy < x, potom R je plné usporiadanie mnoziny A.

Ak binarna relacia R je Ciasto¢né alebo Uplné usporiadanie mnoziny A, budeme
hovorit, Ze mnoZina A je CiastoCne alebo Uplne usporiadana relaciou R. Vtomto
pripade budeme pouzivat tiez zapis (A4, R) resp. (4, <). Ktomu, aby bola uréena
usporiadana mnozina, musi byt ur¢end okrem samotnej mnoZziny aj prislusna reldcia,
ktora je jej usporiadanim. Ak povieme usporiadana mnozina, myslime tym mnozinu,
ktord je CiastoCne alebo Uplne usporiadand. Dve usporiadané mnoZziny sa pritom
rovnaju prave vtedy, ked obsahuju tie isté prvky a ked maju to isté usporiadanie.

Usporiadanie Ciselnej mnoZiny podla velkosti Cisel je tzv. prirodzené usporiadanie.
Namiesto symbolu < pouZivame v tomto pripade znak <. Prirodzené usporiadanie
je zrejme Uplné usporiadanie.

Priklad

Nech A = {a, b, c}. Utvorte v3etky Uplné usporiadania mnoZiny A.

Riesenie:

Su to tieto binarne relacie:

R, ={la, bl [a,cl, [b,cl}, R, ={la,cl, [a,bl,[c,bl}, Rs = {[b,al, [a,c],[b,cl},
Ry ={lb,cl,[b,a], [c,al}, Rs = {lc,al, [c,b],[a,b]}, Re = {[c, D], [c,al, [b,al}.

V reldcii usporiadania R; plati a < b < ¢, v reldcii R, plati a < ¢ < b, v relacii R4
plati b <a<c,vR,platib<c<a,vRsplatic<a<bavRijec<b<a.
Mézeme tieZ pisat (4,R,) ={a,b,c}, ={a,b,c},=1{a,c,b}, (A, R,) =1{b,a,c}, =
{a,c,b},={b,c,a}, (A,R;) ={c,a,b},=1{b,a,c},={c, b, a}.

Definicia Nech (4, <) usporiadana mnoZina. Prvok a € A sa nazyva prvy prvok
mnoziny A, ak pre kazdy prvok x € A, x # a, plati a < x. Analogicky, prvok b € A sa
nazyva posledny prvok mnoziny A, ak pre kazdy prvok x € A, x € A, plati x < b.



Poznamka. Ekvivalentne méZeme prvy a posledny prvok definovat takto:

Nech R je usporiadanie mnoZiny A. Prvok a € A je prvy prvok mnoZiny A, ak {x € A; [x,al ER} =0
Prvok b € A je posledny prvok mnoZiny A, ak{x € A;|b,x] E R} ={x € A;[b,x] ER} =0

D4 sa dokazat, Ze kazda usporiadana mnoZina ma najviac jeden prvy a najviac jeden
posledny prvok. Kazda kone¢na mnozina ma prvy a posledny prvok.

Priklad

Uvazujme Cciselné mnoziny N,Z,Q,I,R. Nech sU usporiadané prirodzenym
usporiadanim. V tomto pripade je prvy prvok najmensie Cislo uvazovanej mnoziny a
posledny prvok je prvok najvacsie Cislo uvazovanej mnoziny. Je zrejmé, Ze mnoZzina
N ma prvy prvok, je nim Cislo 1, posledny prvok mnozina N nema. Mnoziny Z,Q, I, R
nemaju ani prvy, ani posledny prvok.

Priklad

Nech A je lubovolnd neprazdna mnozina a nech S je systém vsetkych jej podmnozin.
Uvazujme reldciu inklUzie v mnozine S. V predchadzajucom sme ukazali, Ze relacia R
je Ciastocné usporiadanie systému mnozin S. Zaujima nas, ¢i ma systém S prvy alebo
posledny prvok. KedZe pre kazdé X € S plati ¢ c X, vidime, Ze @ je prvy prvok.
Poslednym prvkom je mnozZina A, lebo pre kazdé X € S plati X c A.

Veta Ak binarna reldcia R je reldciou uplného alebo ciastocného usporiadania
mnoZiny A, potom aj inverzna relacia R™! je reldciou Uplného alebo ¢&iastoéného
usporiadania mnoziny A.

Dbkaz. Nech R je relaciou uplného usporiadania mnoziny A. Dokdzeme, Ze aj
inverzna relacia R™! je relaciou Uplného usporiadania mnoZiny A. K tomu staci
dokazat, Ze je antisymetricka, tranzitivna a savisla.

Dokazme najskor, Ze je antisymetrickd. Treba dokazat, Ze pre kazdé x,y € A plati:
akx # yalx,y] € R}, potom[y,x] € R71.

Nech x,y € A, priom x #y a [x,y] € R™L. Potom [y,x] € R akedZe podla
predpokladu je binarna relacia R antisymetricka, plati [x, y] & R.To ale znamenag, ze
[y, x] € R™1. Tym je dokazané, Ze relacia R~ je antisymetricka.

Dokdazme, Ze je tranzitivna.

Nech x,y,z € A, pricom [x,y] € R~ a zéroveri [y, z] € R™1. Potom



[y, x] € R azaroven [z, y] € R. Bindrna reldcia R je podla predpokladu tranzitivna,
apreto [z,x] € R. Podla definicie inverznej relacie dostdvame, 7e [x,z] € R L.
Dokazali sme, 7e relacia R™1 je tranzitivna.

Ostéava dokazat, e relacia R™! je suvisla.
Nech x,y € A, pricom x # y. KedZe binarna relacia R je podla predpokladu suvisla,
plati [x,y] € RV [y, x] € R. Potom podla definicie inverznej relcie dostdvame, ze

[v,x] € R alebo [x,y] € R™1. To ale znamen3, Ze rel4cia R~! je suvisla. Dokaz je
hotovy.

Veta Ak a je prvy prvok v Uplne usporiadanej mnoZine (4, R), potom a je posledny
prvok v Uplne usporiadanej mnoZine (4,R™1). Ak b je posledny prvok v uplne
usporiadanej mnoZine (4, R), potom b je prvy prvok v Uplne usporiadanej mnozine
(A, R™).

Dékaz. Nech a je prvy prvok vUplne usporiadanej mnozine (4,R), tj. {x €
A;[x,a] € R} = @. DokdZeme, Ze a je posledny prvok v Uplne usporiadanej mnoZine
(4,R™1). K tomu stadi dokazat, ze mnoZina {x € 4; [a,x] € R™'} je prazdna. Podla
definicie inverznej relacie dostavame, 7ze {x € 4;[a,x] E R™'} ={x € 4;[x,a] €
R}. Tdto mnoiZina je vsak podla predpokladu prazdna. Tym je dokdzané, Ze prvok a
je posledny prvok v dplne usporiadanej mnoZine (4, R™1).

Dokaz druhého tvrdenia je analogicky. Nech b je posledny prvok v uUplne
usporiadanej mnozine (4, R), Cize {x € A; [b,x] € R} = @.KedZe {x e A [b, x]e R}=
{x € 4;[x,b] € R™'}, mnoZina {x € A4;[x,b] € R~} je prazdna. To viak znamen3,
Ze prvok b je prvy prvok v Gplne usporiadanej mnoZine (4, R™1). Dékaz je hotovy.

3.7 Cvicenia

1. NechA ={a,b,c} aB ={a,b}.Najdite AX A, AXB, BXxA, BXB.
2. NechA =1{0,1,2}, B={a,b}. Uréte AXA, AXB, BXxA, BXB.
3. Nech A = {1}. Najdite A X N, N X A.

4. NechN ={1,2,3,...}a M = {a, b}. Ndjdite NxM, M XN, N X N.

5. Nech A ={a,b},B={0}, C ={x}.Uréte (4 xB) X C.



6. Nech A ={a,b} a B ={0,1} sd mnoZiny. Uréte vietky moiné bindrne
relacie z mnoziny A do mnoziny B.

7. Nech A =1{0,1,2,3}, B =1{2,3,4} su mnoziny. Nech R = {[x,y] € A X
B;x + 1 = y} je bindrna relacia z mnoziny A do mnoziny B. Zapiste relaciu
vymenovanim prvkov.

8. Najdite prvy a druhy obor binarnych relacii z A do B, kde
A=1{1,2,3,45,6,7,8910} a B ={3,4,5,6,7,8,9,10}:
a) R={[x,y]€eAXB;x+2=y}

b) R={[x,y] € AxB;x|y}
c) R={[x,y]€EAXB;x? <y}
d R={[x,y]€e AXB;2x—1=y}

9. Nech A=1{1,2,3,45,6} a B =1{23,4,5,6,7,8}. Najdite doplnkové
a inverzné relacie k binarnym relaciam z A do B:
a) R, ={[x,y]€eAXB;x+1=y}
b) R, ={[x,y] € AXB;2x =y}
c) Ry;={[x,y]€EAXB;2x+ 1=y}
d) Ry ={lx,y] € AXB;x|y}

10. Majme reldciu R na mnozine {1, 2, 3, 4, 5} definovanu takto:
a) (x,y) ERe 3[(x-y),
b) (x,yY) ER© x+y<6.
Vymenujte prvky reldcie R aj inverznej relacie R™ .

11.Nech A =1{2,3,4,5}, B ={x,y,z}, C ={3,6,9} su mnoziny. Nech S =
{[2,x],[2,2],[4,v]} je  binarna reldicia z Ado B a T=
{[x,9], [y, 6], [z 6],[z 3]} je bindrna relacia z mnoziny Bdo mnoZiny C.
Urcte zloZzenu reldciu SoT .

12.Nech A ={a,b,c,d}. Vmnoiine Asi dané relicie S=
{la,al,[b,cl [d,c], [d, el},T ={la,e], [e,al},U ={[b,]],[c,e], [e d]}.

Vymenovanim prvkov zapiste reldcie SoT, ToS, ToT, (UoS)oT, So
U, Uo (SoT) anakreslite ich uzlové grafy.



13.Znazornite kartezidanskym a uzlovym grafom relaciu, Ze priamka z mnoziny
A ={a, b, c} pretina kruzpicu mnoziny B = {kq, k,, k3}.
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15.Dand je mnozina A = {1,2,3,4}. Urcte aspori dve bindrne reldcie v mnoZine
A, o ktorych plati, Ze su:

a) reflexivne, f) reflexivne a symetrické,

b) symetrické, g) reflexivne a tranzitivne,

c) tranzitivne, h) symetrické a tranzitivne,

d) antireflexivne, i) symetrické a antisymetrické,

e) antisymetrické, j) antireflexivne a antisymetrické.

16. Urcte vlastnosti binarnych relacii:
a) R, ={[x,y] € NXN;x|y}
b) Ry ={[x,y] EN XN;x >y}
c) R, ={[x,y] € NXN;x+y jeparne ¢islo }

17. Su reldcie z ulohy 10 reflexivne, symetrické, antisymetrické, tranzitivne?

18. Zistite, Ci reldcia R = {(x, y) € A x A : x|(x + y)}, kde A ={1, 2, 3, 5, 6} je
reflexivna, symetrickd, tranzitivna.

19.Zistite, Ci relacia p je relaciou ekvivalencie na mnozine A, ak: A =

{1,2,3,4,5,6}ap = {[x,y] € A X 4; 2|(x + y)}. Svoje tvrdenie zddvodnite.

20.Dany je vrcholovy diagram relacie R. Urcte, ktoré vlastnosti reldcia R m3,
prip. nema a preco: (reflexivna, antireflexivna, symetrickd, antisymetricka,
tranzitivna, suvisla)

| —4



21.Dokreslite do uzlového grafu minimalny pocet Sipok a sluciek tak, aby relacia
R bola relaciou ekvivalencie. Vypiste vsetky prvky relacie.

22.Dokreslite do uzlového grafu minimalny pocet Sipok a sluciek tak, aby relacia
R bola relaciou ekvivalencie. Vypiste vsetky prvky relacie.

23.Urcte, ktoré vlastnosti maju reldcie R1, Rz, Rs, Ra zndzornené na obrazku
vrcholovym grafom:

A N e
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24.Dand je mnozinad = {m,n, o, p}. Néjdite k rozkladu S = {{m}, {n, o}, {p}}
prislusnu reldciu ekvivalencie.

25.Na mnozine A = {e, f, g, h} je dand binarna relécia

R =A{lecellf.fl.If.g9l 19, fl,[h Rl g, g]}. Zistite, ¢& je relaciou
ekvivalencie. Ak ano, najdite rozklad mnoziny A indukovany relaciou
ekvivalencie R. PouZite uzlovy graf.

26. Utvorte vietky mozné rozklady mnoziny A = {t, u, v}.

27.Na mnozine A = {3,5,7,9} je dand bindrna relacia
R ={[3,3],[5,5],[7,71,17,9],19,7],[9,9]}. Zistite, ¢& je reldciou
ekvivalencie. Ak ano, ndjdite rozklad mnoziny A indukovany relaciou
ekvivalencie R. PouZite uzlovy graf.

28.Nech A = {0,1,2,3}. Uréte vSetky usporiadania mnoZiny A.

29.V mnozine M={1,2,3,4} je dana relacia
R ={[2,3],[3,4],[2,1],[2,4],[4,1],[3,1]}. Zistite, Ci relacie R je uplnym
usporiadanim v mnoZzine M.

30.Na mnozine N je definovana relacia R takto:
R ={[x,y] € R & x < y}. Ukdzte, Ze R je uplné usporiadanie.

31.Usporiadajte mnozinu N niekolkymi r6znymi sp6sobmi.



4 ZOBRAZENIE

Pojem zobrazenia je jednym z najddlezitejSich pojmov sucasnej matematiky.
Definuje sa uz na strednej Skole, a to ako Specidlny typ binarnej relacie.

4.1 Zobrazenie ako Specialny typ binarnej relacie

Definicia Nech A, B su mnoZiny. Binarna relacia f € A X B sa nazyva zobrazenie
mnoZiny A do mnoziny B, ak ku kazdému prvku x € A existuje prave jedno y € B
také, ze [x,y] € f.

Zobrazenie mnoziny A do mnoZiny B moZno vseobecne chapat ako isty predpis,
ktory kazdému prvku z mnoziny A priradi prave jeden prvok z mnoziny B. Ak f je
zobrazenie mnoziny A do mnoziny B, budeme pouzivat zapis f: A — B a namiesto
zapisu [x, y] € f budeme pisat f(x) = y.x sa nazyva vzor prvku y a y sa nazyva vzor
prvku x. MnoZina Asa nazyva definicny obor zobrazenia f:A — B. MnoiZina
{y € B;3x € A: f(x) = y} sa nazyva obor hodno6t zobrazenia f:A - B. Ak f: A —
A, hovorime o zobrazeni v mnozine A.

Priklad

Nech A ={a,b,c} a B ={0,1}. Dané su binédrne relacie f = {[a, 0], [b, 0], [c, 1]},
g =1{la,0],[a,1],[b,0], [c, 1]} z mnoZiny A do mnoziny B. Zostrojme uzlové grafy
uvedenych binarnych relacii.

RieSenie:
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Vidime, Ze ku kazdému prvku x € A existuje prave jedno y € B také, ze [x,y] € f.
To znamena, Ze bindrna reldcia f € A X B je zobrazenie mnoZiny A do mnozZiny B.



Naproti tomu binarna relacia g € A X B nie je zobrazenie mnoziny A do mnoziny B,
pretoZe [a, 0] € g a zaroven [a, 1] € g.

V nasledujucom priklade ukazeme rézne sp6soby zadania zobrazeni.

Priklad

a) Nech A=1{0,1,23}, B=1{a,b,c,d} a f;:A—> B je zobrazenie definované
predpisom f;(0) = b, f;(1) = a, f1(2) = ¢, f1(3) = b. Uzlovy graf zobrazenia f;
je na nasledujucom obrazku.
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Pomocou symboliky zauzivanej pri binarnych relacidch mozeme pisat, Ze f; =
{[01 b]l [1l a]l [21 C]l [3! b]}'

b) Nech f,: N = N je zobrazenie v mnozine N definované predpisom f,(x) = x + 1
pre kazdé x € N. Potom f, = {[n,n + 1];n € N}.

c) Nech f5: Z — {0,1} je zobrazenie definované predpisom

0,ak x je parne;
1, ak x je neparne.

£ ={

Potom f; = {[2k,0],[2l + 1,1]; k,l € Z}.

Priklad

Zistite, Ci nasledujuce binarne relacie su zobrazenia v mnoZine N.
a)f ={lx,yl e NxN;y =x -1},

b)g ={lx,y] € N XN;y =3x — 5},

c)h={[x,y] € NXN;y = 3x}.



Riesenie:
a) Binarna reldcia f nie je zobrazenie v mnozine N, lebo prvok 1 € N nemav mnoZine

N obraz.

b) Bindrna relacia g nie je zobrazenie v mnozine N, lebo nie vSetky prvky mnoziny N
maju obrazy v mnozine N. Prvok 1 € N nema v mnozine N obraz.

c¢) Binarna reldcia h je zobrazenie v mnozZine N.

DoéleZitd je otazka, kedy sa dve zobrazenia rovnaju. Zobrazenia f:A - Bag:C - D
sa rovnaju (piSeme f = g),akA=C,B =D a f(x) = g(x) pre kazdé x € A.

4.2 Bijektivne zobrazenie

Velky vyznam ma tzv. bijektivne zobrazenie. Tento pojem budeme teraz definovat.
Definicia Zobrazenie f: A — B sa nazyva

a) injektivne, ak pre kaidé x,,x, € A plati x; # x, = f(x1) # f(xy);

b) surjektivne, ak ku kazdému y € B existuje x € A také, ze f(x) = y;

c) bijektivne, ak je injektivne a zaroven surjektivne.

Pozndmka. Namiesto ndzvu injektivne zobrazenie sa pouZiva aj ndzov prosté zobrazenie. Ak f: A —
B je surjektivne zobrazenie, hovorime, Ze f je zobrazenie mnoZiny A na mnoZinu B. Predchddzajucu
definiciu mozno slovne sformulovat nasledovne: Zobrazenie f: A — B je

a) injektivne, ak ku kazdym dvom réznym vzorom prislichaju dva rézne obrazy;

b) surjektivne, ak kaZdy prvok mnozZiny B mad aspon jeden vzor v mnoZine A.

Priklad
UvaZujme zobrazenia z predchddzajucich prikladov.

Zobrazenie f = {[a, 0], [b, 0], [c, 1]} nie je injektivne, lebo dva rézne prvky mnoZiny
A (prvky a,b € A) maju ten isty obraz - prvok 0 € B. Zobrazenie f:A — B je
surjektivne, lebo kazdy prvok mnozZiny B ma aspon jeden vzor v mnozine A.

Zobrazenie fi:A - B, f; ={[0,b],[1,al,[2,c],[3,b]} nie je injektivne, lebo dva
rézne prvky mnoziny A (prvky 0 a 3) maju ten isty obraz - prvok b € B. Toto
zobrazenie nie je surjektivne, lebo prvok d € B nema vzor v mnozine A.



Zobrazenie f,: N — N, f, = {[n,n + 1];n € N}je injektivne, lebo pre kazdé x,, x, €
N platix; # x, = x; + 1 # x, + 1. Zobrazenie f, nie je surjektivne, lebo prvok 1 €
N nema vzor v mnoZine N.

Zobrazenie f3:Z — {0,1}, f5 = {[2k, 0], [2] + 1,1]; k,l € Z} nie je injektivne, lebo
existuju dve rozne celé Cisla x4, x,, ktoré maju ten isty obraz. Staci polozit x; = 0 a
X, = 2. Potom x; #x, azaroven  f3(x;) = f3(x;) = 0. Zobrazenie f; je
surjektivne, lebo kazdy prvok mnoZiny {0,1} ma aspori jeden vzor v mnoZine Z.

Zobrazenie h; h = {[x,y] € N X N; y = 3x} je injektivne zobrazenie. Pre kazdé
Xy,X, € N plati x; # x, = 3x; # 3x,. Zobrazenie h nie je surjektivne, lebo
napriklad prvok 2 € N nema vzor v mnozine N. Neexistuje prirodzené Cislo x také,
ze 3x = 2.

Priklad

Nech zobrazenie f:R — R je definované predpisom f(x) = x? pre kaidé x € R.
Zobrazenie f nie je injektivne, lebo existuju dve rozne realne Cisla x4, x,, ktoré maju
ten isty obraz. Staci poloZit x; = 1 a x, = —1. Potom x; # x, a zaroven f(x;) =
f (x,) = 1. Zobrazenie f nie je surjektivne, lebo vyrok ,ku kazdému y € R existuje
x € R také, Zze x2 = y“ nie je pravdivy. Staé&i polozZit y = —1.

Specidlnym pripadom zobrazenia je tzv. identické zobrazenie. Budeme ho oznacovat
symbolom /. Identické zobrazenie v mnoZine A je zobrazenie I: A — A definované
predpisom I(x) = x pre kaidé x € A. V terminoldgii bindrnych reldcii, identické
zobrazenie obsahuje len usporiadané dvojice [x,x], kde x € 4, t.j. [ = {[x,x]; x €
A}. D4 sa lahko overit, Ze identické zobrazenie je bijektivne zobrazenie. Dalim
Specidlnym pripadom zobrazenia je tzv. permutacia. Permutaciou mnoZiny
A nazyvame lubovolné bijektivne zobrazenie v mnozZine A. Identické zobrazenie je
Specidlnym pripadom permutacie.

Priklad

N3ajdime v3etky permutdcie mnozZiny A = {a, b, c}. Podla definicie treba najst vietky
bijektivne zobrazenia f: A — A. KedZe identické zobrazenie je bijektivne zobrazenie,
jednou z permutécii mnoziny A = {a, b, c} je identické zobrazenie v mnoZine A.
MozZeme ho zapisat nasledujicim spésobom:

f=t=( p o)



Pod prvky mnoZiny A sme zapisali ich obrazy. Dal3ie bijektivne zobrazenia v mnoZine
A su tieto zobrazenia:

e O T A T I e )

= a5

Prirodzenou otazkou je, kolko existuje permutacii n-prvkovej mnoziny. Pocet
vSetkych  permutacii  n-prvkovej mnoziny oznacme  symbolom  B,.
V predchadzajucom priklade sme hladali vSetky permutdcie trojprvkovej mnoziny a
videli sme, Ze ich pocet je P; = 6. Ktomuto ¢islu méZzeme dospiet nasledujicou
Uvahou. Vytvarame usporiadané trojice prvkov a, b, c. Prvé miesto mozno pritom
obsadit 3 spOGsobmi, pre obsadenie druhého miesta mame 2 mozZnosti a pre
obsadenie tretieho miesta mame 1 moZnost. Prvé dve miesta mozno obsadit3 - 2 =
6 sposobmi a vsetky tri miesta mozno obsadit 3 -2 -1 = 6 spésobmi. Teda P; = 3 -
2 -1 = 6. Tuto Uvahu mozno zovseobecnit pre [ubovolnu n-prvkovd mnoZinu. Prvé
miesto mozno obsadit n spésobmi, pre obsadenie druhého miesta mame n - 1
moznosti, pre obsadenie tretiecho miesta mame n - 2 moznosti, atd. az pre n-té
miesto mame 1 mozZnost. Vsetkych n miest mozno obsaditn-(n—1) - (n —2) -...:
3 -2 -1 spbésobmi. Tento sucin sa zvykne oznacovat znakom n! (¢itame n faktorial).
Plati teda P, = n!.

4.3 Inverzné zobrazenie
Priklad

Nech A = {a, b,c}a B = {0,1,2}. Dané su binarne reldcie f = {[a, 0], [b, 1],[c,2]} a
g =1{la,1],[b,1],[c,0]} z mnoziny Ado mnoZiny B. Zostrojme uzlové grafy
uvedenych binarnych relacii.

Gde—>e 0 9 .O
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Obr. 4.1 Uzlové grafy binarnych relacii fa g



Lahko sa nahliadne, Ze obe binarne relacie su zobrazenia z mnoziny A do mnoziny B.
Pritom plati, Ze zobrazenie f je injektivne a zaroven surjektivne, a teda je bijektivne.
Zobrazenie g nie je injektivne ani surjektivne, a teda nie je bijektivne. Pretoze fa g
su bindrne relacie, mozno k nim utvorit inverzné relacie. Su to tieto bindrne relacie:

f=1{00,al,[1,b],[2,c]}, g* = {[1,al,[1,b],[0,c]}.

Vidime, Ze inverzna reldcia f~! € B X A je zobrazenie mnoZiny B do mnoZiny A,
zatial ¢o relacia g~! € B X A zobrazenie nie je (k prvku 1 € B su priradené dva
rézne prvky mnoziny A).

Plati nasledujuca veta.

Veta Ak f:A — B je bijektivne zobrazenie, potom relacia f~1:B - A je tieZ
bijektivne zobrazenie.

Dékaz. Nech f: A — B je bijektivne zobrazenie.

DokdZeme najskér, Ze relacia f~1 = {[x,y] € B x A;[y,x] € f} je zobrazenie.
Treba dokazat, Ze ku kazdému prvku x € B existuje prave jedno y € A také, Ze
[x,y] € f~1. Nech x € B. Ked%e f: A — B je surjektivne zobrazenie, existuje y € A
také, ze f(y) =x, tj. [y,x] € f. To je ale prave vtedy, ked [x,y] € f~L
Predpokladajme, Ze existuju dva prvky y,,v, € 4, y; # y,, také, ze [x,y;] € f~!
a zaroven [x,y,] € f~1. Potom plati, Ze [y;,x] € f a zaroved [y, x| € f, Cize
f(v1) = f(y,) = x. Dostavame spor s predpokladom, Ze f je injektivne zobrazenie.
Ku kazdému prvku x € B existuje teda prave jednoy € Ataké, Ze [x,y] € f 1, takze
f~1:B > Aje zobrazenie.

DokéZme, Ze zobrazenie f~1: B — A je injektivne zobrazenie. Treba dokazat, e pre
kazdé x;,x, € Bplatix; # x, == f~1(x;) # f1(x;). Nech to neplati, t.j. existuju
také dva prvky x;,x, € B, x; # x,, pre ktoré plati f~1(x;) = f~1(x,) = y. Potom
ale

[x,,y] € f~! azaroven [x,,y] € f~1. Odtial dostédvame, Ze [y,x;] € f a zdroveni
[y, x,] € f.To je viak spor s predpokladom, Ze f je zobrazenie.

Zostdva dokazat, Ze zobrazenie f~1:B — A je surjektivne. Treba dokazat, Ze ku
kazdému y € A existuje x € B také, 7e f~1(x) = y. Nech y € A. PretoZe f: A > B
je zobrazenie, existuje x € B také, Ze [y, x] € f.To je ale prave vtedy, ked [x, y] €
f~1. Posledny zapis viak vyjadruje, Ze f ~1(x) = y. Dékaz je hotovy.



4.4 Zlozené zobrazenie
PretozZe kazdé zobrazenie je binarna reldcia, ma zmysel skladat dve zobrazenia.

Definicia Nech f: A - B a g: B = C su zobrazenia. Potom zobrazeniego f:A - C
definované vztahom (g o f)(x) = g(f(x)) pre kazdé x € A sa nazyva zlozené
zobrazenie zo zobrazeni fag.

Pozndmka. Namiesto nazvu zloZzené zobrazenie zo zobrazeni f a g sa pouziva aj ndzov kompozicia
zobrazeni fa g. PrizloZenom zobrazeni g o f najskor aplikujeme zobrazenie fa potom zobrazenie g.
Z definicie zloZeného zobrazenia vyplyva, Ze zloZené zobrazenie zo zobrazeni f ag je moiné
definovat len vtedy, ked obor hodndt zobrazenia f je podmnozinou definiécného oboru zobrazenia
g.

Definiciu zloZeného zobrazenia budeme ilustrovat na nasledujucich prikladoch.

Priklad

Nech A ={a,b,c}, B=1{0,1}, C ={x,y}, f = {[a,0],[b,0],[c, 1]} je zobrazenie
mnoziny A do mnoziny Ba g = {[0,x],[1, v]} je zobrazenie mnoziny B do mnoziny
C. Najdime zloZené zobrazenie g o f. Pre lepSiu nazornost zostrojme uzlové grafy
danych zobrazeni.

a
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Obr. 4.2. Uzlové grafy zobrazenifag

ZloZené zobrazenie g o f je zobrazenie mnoZiny A do mnoZiny C. Podla definicie
dostavame:

(g°f)a)=g(f(@)=g0)=x(g°f)b)=g(f()=g(0)=x,
(o) =g(f)=91)=y.



Uzlovy graf zobrazenia g o f je na nasledujucom obrazku.
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Obr. 4.3. Uzlovy graf zobrazenia g o f

Priklad

V mnoZine N su definované zobrazenia f a g predpismi f(x) = 2x pre kazdé x € N
ag(x) =x+ 1prekaidé x € N. Ndjdime zloZené zobrazeniago faf og.

Nech x € N. Potom
(Gefx)=9(f(x)) =g(2x) =2x + 1,
feg))=f@X)=fx+1)=2(x+1) =2x+2.

Pozndmka. Z predchddzajuceho prikladu vyplyva, Ze pre skladanie zobrazeni neplati komutativny
zdkon, t.j. existuju také zobrazeniafag,Zegof # f o g.

Priklad

Nech v mnoZine vsetkych realnych cisel su definované bindrne relacie f ag
nasledujucimi predpismi: f = {[x,x* + x]; x € R}, g = {[x, 3x + 4]; x € R}. Lahko
sa nahliadne, Ze dané bindrne relacie su zobrazenia v mnozine vsetkych realnych
Cisel. Mozno ich zapisat aj nasledovne:

f:R >R, f(x) =x*+ x pre kaidé x € R,

g:R >R, g(x) =3x+ 4 prekaidé x € R.

Najdime zloZené zobrazeniago f,fog,fofageg.

Nech x € R. Potom

(Gof)x)=g(f(x)) =gx*+x) =3(x"+x)+4=3x"+3x +4,
(feg)(x)=f(gx)=fBx+4)=CBx+4)>+3x+4=9x*+27x + 20,



FoN@)=fUE)=fx*+x)=(x*+x)*+x*+x
=x*+2x3+2x*+x,(gog)(x) = g(g(x)) = g(Bx + 4)
=33x+4)+4=9x+ 16.

Priklad

veeh £= (5 0 co @b 970 b e ¢

{a, b, c,d, e}. Najdite inverzné permutécie f 1, g1 a zloZené permutacie g o f, f
g, fefageg.

RieSenie. Plati f:A = A, f(a) =b,f(b) =e,f(c) =c, f(d) = a, f(e) = d. Kedze
f ={la,bl,[b,el,[c,cl [d, al, le d]}, pre inverzni permutaciu f~1 plati f~! =
{[b,al,[e,b],[c,c],[a d] [d e]}

Pre permutaciugplatig:A - A, g(a) =d,g(b) =b,g(c) =e,g(d) =a,g(e) =
c. Kedize g={lad][b,bllcelld allec]l}, dostdvame, ze gl=
{ld,al, [b,b], [e,cl,[a,d], [c,el}. Inverzné permutacie f~1, g~ mdZeme zapisat aj

) su permutacie mnoziny A =

v nasledujucom tvare:

G -G

Pocitajme:
(g°)a)=g(F(a)=gb)=Db,(g°f)b)=g(f(b))=ge)=c
(g =g(f(c) =g()=¢e(g°f)d)=g(f(d)=g(a) =d,
(g°f)e)=g(f(e)) =g(d) = a.

Z predchadzajucich rovnosti vyplyva, Ze

95 =G ¢ ea o)

KedZe
feg)@)=f(g@)=f@d)=a (feg)D)=f(gDd)) =/f(b)=e,
feg))=f(g))=f(e)=d, (fo9)d)=f(g(d)=f(a) =D,

(feg)e)=f(g(e)) =f(c) =c,

Foo=(G o ap o

Analogicky ndjdeme zloZené permutacie f o fageo g:



(fe)@=ff(@)=fb)=e (fef)b)=f(f(b))=f(e)=4d,
(fe ) =ff@)=fl)=c () =ff(d)=f(a)=b,
(fefile) =f(f(e)) = f(d) =a,tj

=)

(ge°9)(a)=g(g(a))=gd)=a,(ge°g)b)=g(g)) =gD)=Dh,
(Geg)c)=g(g()=gC)=c(g°9)d) =gg@d) =g(a)=d,
(geg)(e) =g(g(e)) =g(c) =e ateda

9090 b ca o)

Vidime, Ze zlozena permutdcia g o g je identické zobrazenie v mnozine A.

Veta: Nech f:A - Ba g:B — C suzobrazenia.

a) Ak fa g su injektivne, potom aj zloZené zobrazenie g o f je injektivne.

b) Ak f a g su surjektivne, potom aj zloZzené zobrazenie g o f je surjektivne.

c) Ak fa g su bijektivne, potom aj zloZené zobrazenie g ° f je bijektivne.

Dékaz.

Nech f:A - B a g: B — C suinjektivne zobrazenia. Treba

dokazat, Ze zobrazenie g o f: A — C je injektivne, t.j. Ze pre kazdé plati x; # x, =
(g ° f)x1) # (g © f)(x2).

Nech x;,x, €A, x; # x,. KedZe zobrazenie f:A — B je podla predpokladu

injektivne, plati f(x;) # f(x;). Oznaéme f(x;) = ¥4, f(x2) = y,. Potom y;,y, €
B, y; # y,. Podla predpokladu je zobrazenie g: B — C injektivne, a preto plati

g1 # g(y2). Kedie g(y1) =g(f(x)) =(@°fH(x1) a gO2) =g(f(x2)) =
(g ° f)(xy), dokaz je hotovy.

b) Nech f:A—> B a g:B — C su surjektivne zobrazenia. Treba dokazat, Ze
zobrazenie g o f: A — C je surjektivne, t.j. Ze ku kazdému z € C existuje x € A také,

ze(ge°flx) =z

Nech z € C. Podla predpokladu je zobrazenie g: B — C surjektivne, a preto existuje
y € B také, ie g(y) = z. Kedie zobrazenie f:A — B je podla predpokladu
surjektivne, existuje x € A také, Zze f(x) = y. Potomale (geo f)(x) = g(f(x)) =
g(y) = z.To znamena, Ze zobrazenie g o f: A = C je surjektivne.



c) Tato vlastnost je bezprostrednym désledkom predchadzajucich dvoch vlastnosti.

4.5 Cvicenia

1. Nech A ={a,b}, B={1,2,3}. Uréte vSetky zobrazenia mnoZiny A do
mnoziny B.

2. Su dané mnoziny A = {a, b,c}, B = {0,1,2} a zobrazenie f: A — B, ktoré je
definované nasledovne: f = {[a,1],[b, 1][c,0]}. Zistite, & relédcia f~! c

BxA je tiez zobrazenim.

3. St dané mnoziny A = {1,2,3,4} a B = {a, b, c}. N3jdite:
a) aspon 5 zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny B,
b) aspon 5 zobrazeni z mnoziny B do mnoziny A,
c) aspon 3 zobrazenia v mnozine A.

4. Sadané mnoziny A = {1,2,3,4}, B ={a,b,c}a C = {x,y,z}. Najdite:
a) zobrazenie z mnoziny A do mnoziny B, ktoré je surjektivne,
b) zobrazenie z mnozZiny A do mnoziny B, ktoré je injektivne,
c) zobrazenie z mnoziny B do mnozZiny A, ktoré je surjektivne,
d) zobrazenie z mnoziny B do mnoziny A, ktoré je injektivne,
e) zobrazenie z mnoziny B do C, ktoré je bijektivne,
f) zobrazenie z mnoZiny B do C, ktoré nie je bijektivne.

5. Nech A = {1,2,3,4,5}. Njdite nejaki mnoZinu B a nejaku relaciu f tak, aby
reldciaf c AxB :

a) bola injektivnym zobrazenim a nie surjektivnym,
b) bola surjektivnym zobrazenim a nie injektivnym,
c) bola bijektivnym zobrazenim,

d) nebola zobrazenim.

K ¢asti c) zostrojte inverzné zobrazenie.

6. UvaZujme o zobrazeni f: N = N, ktoré je definované predpisom

f(x) = x+1 pre vSetky prirodzené Cisla. Zistite, Ci zobrazenie je bijektivne.



7. Néjdite vetky permutdcie mnoziny A = {a, b, c}.

8. Zistite, Ci dané zobrazenie je injektivne, surjektivne, bijektivne:

a)
b)
c)
d)
e)
f)
8)

f:N - N:f(n) =2n,
g Z->Z:glx)=x—-1,
h:(—%,g) - (—=1,1): h(x) = sinx
f:R - (—1,1): f(x) = cosx

g:N XN - R:g(x,y) =§

h:N - N X N: f(n) = (2n,n)
fZxZ—={0}~>Q:f(x,y) = =

y

9. Dand je bindrna reldcia R z mnoZiny A do mnoziny B. A = {1,2,3,4},B =
{a,b,c,d,e},R = {[1,a][2,b][3,e][4,d][4,c]}

Oznacte pravdivé tvrdenia:

a) R nie je zobrazenie z mnoZiny A do mnoZiny B.

b) R je injektivne zobrazenie z mnoziny A do mnoziny B.

c¢) R je surjektivne zobrazenie z mnoziny A do mnoZiny B.

d) R je bijektivne zobrazenie z mnoziny A do mnoZiny B.

Svoje tvrdenie zdovodnite.

10. Priradte k zobrazeniam inverzné zobrazenia

f=111],122],[331, ft=A{12]123][311},
f=11231122],[311} fH=A{[13]122],[311,
f=112]123] 3113 f={111,12,2], 13,31},
f=113] 1211323 f={13]121],1331,

11.Dané je bijektivne zobrazenie f z mnoZiny A do mnoziny B. Aké Cislo treba dat
miesto ?, aby usporiadana dvojica [2,?] patrila zobrazeniu f‘l? A={1,2,4,5},
B={1,2,4,5}, f = {[1,3],[2,4],[3,5],[4,1],[5, 2]}

12.Dané je bijektivne zobrazenie f z mnoziny A do mnoziny B. Aké Cislo treba dat
miesto ?, aby usporiadand dvojica [2,?] patrila zobrazeniu f °f~1?
A={1,2,4,5}, B={1,2,4,5}, f = {[1,3],[2,4],[3,5], [4.1], [5, 2]}



13. Nech A={1,2,4,5}, B={a,b,c,d},C={x,y,z}. Nech f:A->B a g:B—>Csu zobrazenia dané
takto: f={[1,a],[2,c],[4,d],[5,b]}, g={[a,x],[b,y],[c,y],[d,z]}. Urcte gof a o vSetkych
troch zobrazeniach(f, g a gof) rozhodnite, ktoré je injektivne, surjektivne, resp.
bijektivne.

14. Na obrazku su grafy zobrazeni f, g. Aké Cislo treba dat miesto ?, aby
usporiadana dvojica [3,?] patrila zloZenému zobrazeniu f °g ?

f g
1 wl 1N 1
2 v2 2 2
3. a3 3 | 3
4~ 4 4 4




5 MATEMATICKE VETY A ICH DOKAZY

Vedecké poznatky o objektoch, ktoré matematika Studuje, sa vyjadruju tzv.
matematickymi vetami. Za matematicku vetu sa pritom povazuje iba vyrok, ktorého
pravdivost je dokazand a ktory prinasa zavazné teoreticko - matematické poznatky.
VdalSom sa budeme zaoberat stavbou matematickej vety a uvedieme
najpouzivanejsie dokazy matematickych viet, ktorymi su priamy a nepriamy dokaz,
dbékaz sporom, dbékaz matematickou indukciou a dbdkaz preverenim vsetkych
moznosti. Niektoré matematické vety mozno dokazat aj pomocou kontraprikladu.
Niekedy sa mo6zZe pouzit aj tzv. existenény dokaz alebo Dirichletov princip.

5.1 Stavba matematickej vety
Uvedieme najskor niekolko prikladov matematickych viet.
1. Ak je prirodzené Cislo delitelné Styrmi, potom je delitelné aj dvomi.
2. Ak je sucin dvoch celych Cisel neparne Cislo, potom je ich sucet parne
Cislo.
3. Sucet dvoch parnych Cisel je parne Cislo.
. Cislo V2 je iracionalne ¢&islo.

. Cislo log 23 nie je racionalne.

o U b

.Va,b € R:(a+ b)?> = a® + 2ab + b*?

~N

. Pre kazdé dve mnoZiny A, Bplati: (AUB) = A'nB.
8. Existuje nekonecne mnoho prvocisel.
9.Va,b € R:|a + b| < |a| + |b|

Z uvedenych prikladov vyplyva, e matematické vety mézu mat réznu stavbu. Casto
maju tvar implikacie. Prikladmi takychto viet su vety 1. a 2. Pozrime sa bliZSie na
stavbu niektorych z uvedenych viet.

Uvazujme vetu ,Ak je prirodzené Cislo delitelné styrmi, potom je delitelné aj dvomi.”
KedZe vyrokova forma 4/x=2/x je zrejme pravdiva pre kazdé prirodzené Cislo x,

uvazovanu vetu mozeme sformulovat aj nasledovne:

,Pre kazdé prirodzené Cislo x plati: ak je x delitelné Styrmi, potom je x delitelné aj
dvomi.”

Pomocou matematickej symboliky méZzeme uvazovanu vetu zapisat v tvare Vx €
N: 4/x = 2/x.



Vetu ¢. 2. moZzeme symbolicky zapisat v tvare

Vx,y € Z: x - y je neparne = x + y je parne.

Vsimnime si, Ze aj vety z prikladov 3., 4. a 5. m6Zeme sformulovat v tvare implikacie.
Vetu z prikladu 3. méZzeme sformulovat nasledovne:

»Pre [ubovolné celé Cisla x, y plati: ak x, y su parne Cisla, potom aj x + y je parne
Cislo.”

Vetu €. 4. moZzeme sformulovat tiez takto:

,Pre kazdé racionalne &islo x plati: x # /2.

Symbolicky mézeme pisat Vx € Q:x # V2.

UvaZovanu vetu mbZeme zapisat aj v tvare implikacie, a to nasledovne:
VxER:xEQ=>x¢\/§.

Vetu €. 5. mOZeme zapisat v tvare implikacie takto:

VxER:x€Q =>x # log23.

Ako vsak vidime z nasledujucich prikladov, existuju aj matematické vety, ktoré
nemaju tvar implikacie. Matematické vety sa ¢asto vyskytuju aj v tvare Vx € D:
V(x). Samozrejme, namiesto vyrokovej formy V(x) moZu v takychto vetach
vystupovat aj vyrokové formy s viacerymi premennymi.

V dalsom sa budeme najskor zaoberat vetami, ktoré maju tvar implikacie. Pre
jednoduchost budeme predpokladat, Zze vyrokové formy vystupujlice v tychto
vetach su vyrokové formy sjednou premennou. Vtakomto pripade mbieme
matematicku vetu zapisat v nasledujicom tvare:

Vx € D: A(x) = B(x).
V tejto vete je A(x) predpoklad vety a B(x) je tvrdenie vety. Hovorime, Zze A(x) je
postacujicou podmienkou pre B(x) a Ze B(x) je nutnou podmienkou pre A(x).

Rozdiel medzi nutnou a postacujucou podmienkou budeme ilustrovat na priklade 1.
Vo vete Vx € N: 4/x = 2/x je postacujucou podmienkou k tomu, aby bolo ¢islo x
delitelné dvomi, podmienka A(x): 4/x, podmienka B(x): 2/x je nutnou podmienkou
pre A(x). Danu vetu mézeme sformulovat nasledujucimi spdsobmi:



»Postacujucou podmienkou k tomu, aby prirodzené Cislo x bolo delitelné dvomi je,
aby bolo x delitelné styrmi.”

»Nutnou podmienkou k tomu, aby prirodzené Cislo x bolo delitelné styrmi je, aby
bolo x delitelné dvomi.”

Viimnime si, Ze podmienka A(x): 4/x nie je nutnou podmienkou pre B(x). Cislo x
mbze byt delitelné dvomi, ale x nemusi byt nutne delitelné Styrmi. Staci poloZit x =
2.

Ak ma matematickd veta tvar Vx € D: A(x) = B(x), zaujima nas, ¢i plati aj
obratend implikacia, teda vyrok

Vx € D: B(x) = A(x).

Ako vyplyva z predchadzajuceho prikladu, obratena implikacia nemusi vidy platit.
Ak vsak plati obratena implikacia, potom ma matematicka veta tvar

Vx € D: A(x) & B(x).

Hovorime, Zze A(x) je nutnou a postacujucou podmienkou pre B(x).

Priklad

Lahko sa presved¢ime o tom, Ze obratenie vety ,,Sucet dvoch parnych Cisel je parne
Cislo.” neplati. Sformulujme tuto vetu najskor v tvare implikacie: ,,Pre flubovolné celé
Cisla x, y plati: ak x, y su parne Cisla, potom aj x + y je parne Cislo.” Obratenim tejto
vety je vyrok ,Pre fubovolné celé Cisla x, y plati: ak x + y je parne Cislo, potom x, y
su parne Cisla.” Tento vyrok je nepravdivy, staci poloZit napr. x = 3 a y = 1. Sucet
X + y je parne Cislo, ale x, y nie su parne ¢isla. To znamen3d, Ze obratenie danej
matematickej vety nie je matematicka veta.

V zavere tejto Casti zavedieme este jeden pojem.
Obmenenou vetou k vete Vx € D: A(x) = B(x) nazyvame vetu
Vx € D: B'(x) = A'(x).

Na zaklade tautoldgie Vx € D: [A(x) = B(x)] © [B'(x) = A'(x)] vety (1) a (2) su
ekvivalentné, a teda maju rovnaku pravdivostnu hodnotu.

Priklad

K danej matematickej vete sformulujte obmenenu vetu a jej obratenie. Rozhodnite
o pravdivostnej hodnote obratenia.



a) ,Pre kazdé dve celé Cisla plati: ak je ich sucin nepdrne Cislo, potom je ich sucet
parne Cislo.”

b) ,Pre kazdy $tvoruholnik plati: ak je obdiznik, potom mu mozno opisat kruznicu.”

c) ,Pre kazdu kvadratickd rovnicu plati: ak ma tvar ax? + bx = 0, pricom a # 0,
potom aspon jeden jej koren sa rovna nule.”

Riesenie:

a) Obmenenou vetou k danej vete je veta ,Pre kazdé dve celé Cisla plati: ak je ich
sucet neparne Cislo, potom je ich sucin parne Cislo.” a jej obratenim je vyrok ,Pre
kazdé dve celé Cisla plati: ak je ich sucet parne Cislo, potom je ich sucin neparne
Cislo.” Tento vyrok je nepravdivy, lebo existuju také dve celé Cisla, pre ktoré plati, ze
ich sucet je parne Cislo a ich sucin je parne Cislo. Staci poloZit x = 2ay = 4.

b) Obmenenou vetou k tejto vete je veta ,Pre kazdy Stvoruholnik plati: ak mu
nemozno opisat kruznicu, potom nie je obdiznik.“ Jej obratenie je vyrok ,Pre kazdy
$tvoruholnik plati: ak mu moZno opisat kruinicu, potom je obdlznik.“ Je to

nepravdivy vyrok, lebo aj Stvorec je Stvoruholnik a pritom mu moino opisat
kruznicu.

c¢) Obmenenou vetou k danej vete je veta , Pre kazdu kvadraticku rovnicu plati: ak
su jej korene nenulové, potom ax? + bx # 0, pricom a # 0.“ Obratenim danej vety
je vyrok ,,Pre kazdu kvadraticku rovnicu plati: ak aspon jeden jej koren sa rovna nule,
potom ma tvar ax? + bx = 0, pricom a # 0.“ Tento vyrok je pravdivy.

5.2 Priamy dokaz

Priamy dbkaz je naj¢astejsSie pouzivanym dokazom v Skolskej matematike. Najskor
budeme predpokladat, Ze matematicka veta ma tvar

Vx € D: A(x) = B(x).

Priamy dbkaz vety je zaloZeny na tautologii

Vx € D:[(A(x) = C(x)) A (C(x) = B(x))] = [A(x) = B(x)].
Uvedenu tautoldgiu mdzeme strucnejsie zapisat aj nasledovne:
Vx € D:[A(x) = C(x) = B(x))] = [A(x) = B(x)].

Uvedena tautoldgia vyjadruje tu skutocCnost, Ze ak pre Vx € D plati A(x) = C(x)
a zéroven C(x) = B(x), potom pre Vx € D plati tiez, Zze A(x) = B(x). MoZeme ju
zovseobecnit na takyto retazec implikacii:



Vx € D: [(A(x) = C1(x)) A (C1(x) = Co(x)) A...A (Cy (%) = B(x)] = A(x)
= B(x)].

MozZeme pouZit aj nasledujuci strucnejsi zapis:
Vx € D:[A(x) = C,(x) = C(x) ... C,(x) = B(x)] =
= [A(x) = B(x)].

Tento retazec implikacii je tieZ tautoldgiou predikatovej logiky.

Pri priamom dokaze postupujeme nasledujucim spésobom:
Zostavime retazec pravdivych implikacii

Vx € D: A(x) = C;(x)

Vx € D: C;(x) = C,(x)

Vx € D: C,(x) = B(x)

Na zaklade tohto retazca pravdivych implikacii dostdvame zaver, Ze pre Vx € D:
A(x) = B(x).

Priklad

Ak je prirodzené Cislo delitelné Styrmi, potom je delitelné aj dvomi. Dokazte.
RieSenie:

Treba dokdazat tvrdenie Vx € N: 4/x = 2/x.

Pre Vx € N plati

4x=>x =4k, ke N=>x=2-2k)=2m,meN = 2/x

Oznaéme v predchadzajucom retazci pravdivych implikacii A(x): 4/x, C;(x):x =
4k, k € N,Co(x):x =2 - (2k) = 2m,m € N, B(x): 2/x.

KedZe vyrok

Vx € N:[A(x) = C;(x) = C,(x) = B(x))] = [A(x) = B(x)] je tautoldgia
predikatovej logiky, o ¢om sa Citatel lahko moze presvedcit, tvrdenie je dokazané.

Analogicky sa postupuje aj v pripade, Zze vo vete (1) vystupuju vyrokové formy
s viacerymi premennymi.



Priklad

Dokazte, Ze sucin parneho a neparneho Cisla je parne dislo.

Riesenie:

Treba dokazat nasledujuce tvrdenie: Vx,y € Z: (x je parneA y je neparne) = x - y je
parne.

Pre Vx,y € Z plati (xje parne A yjenepdrne)= (x =2k,k € ZANy=2l—-1,l €
Zy=>x-y=2k-(2l—1)=4kl -2k =2QRkl—k)=2mmeZ=> x-y je
neparne.

Tym sme vetu dokazali.

Priklad

Dokazte, ze sucet parneho a neparneho prirodzeného cisla je neparne prirodzené
Cislo.

Riesenie:

Je potrebné dokazat nasledujuce tvrdenie:

Vx,y € N: (x je parneA y je neparne) = x + y je neparne.

Pre Vx,y € N plati

(xje parne Ay je neparne)= (x =2k, ke NAy=2l—-1,l€EN) >
=>x+y=2k+2l-1=2(k+1)—1=2m—1,me€ N = x + y je nepdrne.

Dokaz je hotovy.

Priklad

Pre lubovolné kladné realne ¢isla a, b, ¢, d plati, ak a < b a ¢ < d, potom ac < bd.
Dokazte.

Riesenie:
Je potrebné dokazat nasledujice tvrdenie:
Va,b,c,d € R*:(a<bAc<d)=ac<hbd.

Nech a, b, c,d su lubovolné kladné redlne Cisla, pricom a < b a ¢ < d. Vyndsobme
obidve strany prvej nerovnosti ¢islom ¢ a obidve strany druhej nerovnosti ¢islom b.
KedZe predpokladdme, Ze Cisla b a c su kladné, znamienka nerovnosti sa nezmenia.



Dostaneme nerovnosti ac < bc a cb < db. Ak tieto dve nerovnosti skombinujeme,
dostaneme, Ze ac < bd. DOkaz je hotovy.

Predpokladajme teraz, Ze matematickd veta ma tvar Vx € D:V (x).

Tato vetu mézeme dokazat metddou priameho dbékazu, pricom postupujeme
nasledovne:

1. Vyhladame (zvolime) pravdivy vyrok Vx € D: A(x).
2. DokdZzeme, Ze plati Vx € D: A(x) = V(x)
3. Dostavame zaver, ze plati Vx € D:V(x).

Analogicky sa postupuje aj v pripade, Ze v matematickej vete vystupuju vyrokové
formy s viacerymi premennymi.

Priklad

Dokazte, 7e pre Va,b € R: (a + b)? = a? + 2ab + b2.

Riesenie:

Pre Va, b € R plati

(a+b)2=(a+b) -(a+b)=a*+ab+ba+b?*=a’*+2ab+ b*.

Dokaz je hotovy.

5.3 Nepriamy dokaz
Predpokladajme, Ze matematicka veta ma tvar
Vx € D: A(x) = B(x).

MoZe sa stat, Ze priamym dbkazom sa nam tato vetu nepodari dokazat. V tomto
pripade mbéZieme pouzit nepriamy dobkaz. Pri nepriamom dbkaze vyuZivame
nasledujucu tautoldgiu predikatovej logiky:

Vx € D:[A(x) = B(x)] © [B'(x) = A'(x)].

Namiesto vety Vx € D: A(x) = B(x) dokazujeme obmenenu vetu Vx € D:
B'(x) = A'(x), ktord ma rovnaku pravdivostni hodnotu.

Ako sa postupuje pri nepriamom dbkaze, ukazeme na nasledujucich prikladoch.



Priklad

Ak x? je parne celé &islo, potom aj x je parne celé &islo. Dokazte.
Riesenie:

Je potrebné dokazat nasledujuce tvrdenie:

Vx € Z: x? je parne = x je parne.

Priamym ddkazom by sa toto tvrdenie dokazovalo tazko. Budeme preto dokazovat
nepriamo. DokaZzeme obmenend vetu, ktord mozeme zapisat v nasledujicom tvare:

Vx € Z: x je neparne =x? je neparne.
Obmenenu vetu budeme dokazovat priamym dokazom:

Pre Vx € Zplati: x je neparne = x =2k + 1,k € Z = x?> = 2k + 1)? = 4k* +
4k +1=2QRk*+2k)+1=2m+1,m€eZ = x? je neparne.

Veta je dokazana.

Priklad

Ak 5 deli n? + 1, tak 5 nedeli n. Dokazte.

Riesenie:

Tvrdenie mobZeme pomocou matematickej symboliky zapisat nasledujicim
spdsobom: Vn € N:5 deli n? + 1 = 5 nedeli n. Budeme ho dokazovat nepriamym
doékazom, teda dokdZzeme obmenenu vetu ,Ak 5 deli n, tak 5 nedeli n? + 1.“ Tato

vetu mozZzeme pomocou matematickej symboliky zapisat nasledujicim spésobom:
vn € N:5delin = 5 nedelin? + 1.

DokadZeme ju priamym dékazom: Vn E N: 5delin=>n=5k, ke N=>n?>+1=
(5k)*+1=25k*+1=5-(5k*)+1=5m+1,meEN.

To znamena, Ze &islo n? + 1 pri deleni piatimi dava zvy3ok 1, teda 5 nedeli n? + 1.
Tym sme nepriamo dokazali dané tvrdenie. Jeho priamy dbékaz by bol ovela
narocne;jsi.



Priklad

Ak je sucin dvoch celych Cisel ¢islo nepdrne, potom je ich sucet parne Cislo. Dokazte.
Riesenie:

Pomocou matematickej symboliky mézeme dané tvrdenie zapisat nasledovne:
Vx,y € Z:x -y jeneparne = x + y je parne.

PouZijeme nepriamy dokaz, Cize budeme dokazovat obmenenu vetu, ktord ma
nasledujuci tvar: Vx,y € Z: x + y je neparne = x - y je parne.

Pri dokaze obmenenej vety pouzijeme priamy dbkaz.

Nech x,y su fubovolné celé Cisla, pricom ich sucet x + y je neparne Cislo. Kedze
sucet dvoch parnych Cisel je parne cislo a aj sucet dvoch neparnych Cisel je parne
Cislo, ¢o je mozné lahko dokazat priamym dokazom, z predpokladu vyplyva, Ze x je
parne Cislo a zaroven y je neparne Cislo alebo naopak, y je parne Cislo a zaroven x je
neparne Cislo. Sucin parneho a nepdrneho dCisla je vsak parne Cislo (priklad 3.4). Tym
je tvrdenie je dokazané.

5.4 Dokaz sporom
Predpokladajme, Ze matematicka veta ma tvar Vx € D: A(x) = B(x).

Pri dokaze sporom predpokladdme, Ze dana matematickd veta neplati, teda
predpokladdame, Ze plati jej negdcia. Negaciou vety je existenény vyrok

3x € D:[A(x) = B(x)].

Na zaklade tautolégie predikatovej logiky Vx € D:[A(x) = B(x)] © [A(x) A
B'(x)] moZeme negaciu vety sformulovat aj nasledovne: 3x € D: A(x) A B (x).

Z tohto predpokladu odvodime retazcom implikacii vyrok, ktory je v rozpore
s predpokladom alebo nejaky iny nepravdivy vyrok. Dostali sme spor, ktory dokazuje
tvrdenie vety.

Priklad

Dokazte vetu: Ak x?2 je parne &islo, potom aj x je parne &islo.

Riesenie:

Treba dokazat tvrdenie Vx € Z: x2 je parne = x je parne. Toto tvrdenie sme uz
dokazali nepriamym dbkazom v priklade 3.7. Teraz ho dokazeme sporom.



Budeme predpokladat, Ze to neplati, t.j. predpokladame, Ze existuje celé Cislo x také,
7e x? je parne &islo a zarovenri x je neparne €islo.
Podla predpokladu x = 2k + 1,k € Z. Potom plati, ze x? = (2k + 1)? = 4k? +

4k +1=202k*+ 2k) +1 =2m + 1,m € Z, ¢ize x? je neparne. Dostali sme spor
s predpokladom, Ze x?2 je parne &islo. Spor dokazuje tvrdenie vety.

Priklad

Cislo V2 je iraciondlne &islo. Dokazte.

Riesenie:

Vetu zapiéeme najskor v tvare implikacie: Vx € R:x € Q = x # /2.

Budeme dokazovat sporom. Predpokladajme, Ze tvrdenie vety neplati, t.j.

predpokladajme, e existuje raciondlne &islo x také, ze x = V/2. Kedze x je racionalne

Cislo, x = g, kde p,q € Z,q # 0 a p,q su nesudelitelné, t.j. ich najvacsi spolocny
2

delitel je 1. Podla predpokladu plati 2 = /2. Po umocneni dostdvame, ze % = 2.

Z tejto rovnosti vyplyva, ze p? = 2q?, ¢ize p? je parne &islo. Podla vety, ktori sme
dokazali v predchadzajucom priklade, je potom aj pparne Cislo, t.j. p = 2k, k € Z.
Po dosadeni dostidvame, Ze 4k? = 2q?, odkial vyplyva, Ze q* = 2k?. To ale
znamend, Ze q? je parne &islo. Potom je aj &islo g parne. To je ale spor s
predpokladom, Ze Cisla p, g su nesudelitelné. Spor dokazuje tvrdenie vety.

5.5 Dokaz matematickych viet, ktoré maju tvar ekvivalencie

Predpokladajme, Ze matematickd veta ma tvar Vx € D: A(x) © B(x).

Na zaklade tautoldgie predikatovej logiky

Vx € D:[A(x) © B(x)] & [(A(x) = B(x)) A (B(x) = A(x))] dokaz danej vety
pozostava z dokazov dvoch viet, ktoré maju tvar implikacie:

Vx € D:A(x) > B(x) a Vx € D:B(x)= A(x).
Na ddkaz tychto dvoch viet pritom moZzeme pouzit niektory z uvedenych dékazov.

Uvedieme priklad.



Priklad

Cislo x? je parne prave vtedy, ked' x je parne &islo. Dokdzte.

Riesenie.

Uvedenu vetu moZzeme pomocou matematickej symboliky zapisat nasledovne: Vx €
Z:x?% je parne © x je parne.

Je potrebné dokazat nasledujuce dve tvrdenia:

Vx € Z: x?% je parne = x je parne

Vx € Z: x je parne= x? je parne.

Prvé tvrdenie sme dokazali v priklade 3.9. Ostdva dokazat druhé tvrdenie.
Dokazeme ho priamo.

PreVx € Zplatixjepadrne=>x =2k,k € Z=>x?> = (2k)? =4k’ =2m,meZ >
x? je parne.

Dokaz je hotovy.

5.6 Dokaz matematickou indukciou

Dbékaz matematickou indukciou pouzivame vtedy, ak mame dokazat, Ze vSetky
prirodzené &isla maju uréitu vlastnost. Cize matematickou indukciou dokazujeme
vety, ktoré maju tvar ¥Yn € N:V(n).

Poznamka: Namiesto mnoZiny N méZe vo vete vystupovat aj lubovolnd nekonecnd podmnoZina

mnoZiny N. D6kaz matematickou indukciou je zaloZeny na nasledujucej vete, ktoru uvddzame bez
dbkazu.

Veta (o Uplnej matematickej indukcii) Nech vyrokova forma V(n) je definovana pre
vSetky prirodzené ¢isla n a nech V(1) je pravdivy vyrok. Nech pre kazdé k € N plati
implikacia V (k) = V(k + 1). Potom pre v3etky prirodzené &isla n plati V (n).

Dbkaz vety matematickou indukciou pozostava z dvoch krokov:
DokaZzeme, Ze dana vlastnost plati pre n = 1 (t.j. dokaZzeme, Ze plati V(1)).

Dokazeme, Ze ak dana vlastnost plati pre n = k, potom plati aj pre n = k + 1 (t.].
dokaZzeme, Ze pre kazdé k € N plati implikacia V (k) = V(k + 1)).

Na zaklade vety o uUplnej matematickej indukcii potom vlastnost V(n) plati pre
vSetky prirodzené isla n.



Druhy krok v predchadzajucej schéme sa nazyva tiez indukény krok. Dokazuje sa
v nom, Ze pre kazdé prirodzené Cislo k z platnosti tvrdenia V (k) vyplyva platnost
tvrdenia V(k + 1). Tvrdenie V(k) je tzv. indukény predpoklad. V principe
matematickej indukcie nie je podstatné, Ze sa zacina prave od Cisla 1. MoZe zacinat
od najmensieho prirodzeného Cisla, pre ktoré ma dokazovana vlastnost platit. Dokaz
matematickou indukciou budeme ilustrovat na nasledujucich prikladoch.

Priklad

‘v v ,y ’ . ’ Vs ; wr nn+1
Dokazte, Ze sucet prvych n prirodzenych Cisel sa rovna Cislu g.

Riesenie.
Je potrebné dokazat, Ze pre Vn € N plati vlastnost

nn+1)

V(n):1+2+...4+n = >

Dokdazeme, ze dana vlastnost plati pre n = 1, t.j. dokdZzeme, ze plati V(1):1 = 12—2

Je zrejmé, Ze tato rovnost plati.
Predpokladajme, Ze dana vlastnost plati pre n = k. Dokdazeme, Ze potom plati aj pre

n = k + 1. Cize budeme dokazovat, e pre kazdé k € N plati implikacia V (k) =
V(k+1).

Nech pre kazdé k € N plati vlastnost V(k):1+ 2+...+k = et D)
Mame dokazat, ze potom pre kazdé k € N plati
(k+1)(k+2)
Vk+1):1+2+...+k+k+1= > :
Nech k je fubovolné prirodzené Cislo. Pocitajme:
k(k+1) k(k+1)+2k+2
1+2+...+k+k+1=T+k+1= 5 =

K+ k+2k+2 (K+1)(k+2)
B 2 B 2 '

Vyuzili sme indukény predpoklad. Tym sme dokazali, Ze vlastnost V(n) plati pre
vSetky prirodzené cisla n.



Priklad

ive v sy , , , . S vs , v, MZ(n+1)?
Dokazte, Ze sucet tretich mocnin prvych n prirodzenych Cisel sa rovna Cislu p(ntl)

Riesenie.
Je potrebné dokazat, Zze pre Vn € N plati vlastnost:
2 2
n“n+1
V(n):13+23+33+...4n3 = (T)'
(s y . . , . (x y , 1-2
DokéZzeme, Ze dand vlastnost plati pre n = 1, t.j. dokdZzeme, Ze plati V(1):13 = P
Je zrejmé, Ze tato rovnost plati.

Predpokladajme, Ze dana vlastnost plati pre n = k. DokaZzeme, Ze potom plati aj pre
n = k + 1. Cize budeme dokazovat, 7e pre kazdé k € N plati implikacia V (k) =
V(k+1).

2 2
Nech pre kazdé k € N plati vlastnost:V (k): 13 + 23 + 33+...+k3 = @.
Mame dokazat, Ze potom pre kazdé k € N plati

(k + 1)?(k + 2)?
2 :

Vik+1): 134+ 23+ 33+ +k3+ (k+1)% =

Nech k je flubovolné prirodzené Cislo.
Pocitajme:

k%(k + 1)
4
R+ 1D +4(+ 1) (k+DA(k2+4k+4) (k4 1)k +2)?

4 4 4 '

VyuZili sme indukcny predpoklad. Tym sme dokazali, Ze vlastnost V(n) plati pre

PB+224+33+. . +k3+(k+1)3 = +(k+1)3 =

vsetky prirodzené Cisla n.

Priklad
DokéaZte, Ze pre kazdé prirodzené &islo n je &islo n® + 11n delitelné Siestimi.
Riesenie.

KedZe Cislo 6 deli ¢islo 12, pre n =1 dané tvrdenie plati.



2. Predpokladajme, Ze dané tvrdenie plati pre n =k, t.j. predpokladajme, Ze
pre kazdé k € N plati vlastnost V(k): ¢islo 6 deli ¢&islo k3 + 11k. Dokazeme, Ze
tvrdenie potom plati aj pre n = k + 1. Mame dokazat, Ze pre kazdé k € N plati

V(k + 1): &islo 6 deli &islo (k + 1)® + 11 - (k + 1).
Plati
(k+1)3+11-(k+1)=k®+3k*+3k+1+11k+ 11 =
=k3+11k +3k? +3k+12=k® + 11k + 3k - (k + 1) + 12.

Cislo (k + 1) + 11 - (k + 1) sme vyjadrili ako stéet troch &isel, z ktorych kazdé je
delitelné Siestimi. Prvé z tychto &isel, &islo k3 + 11k, je delitelné &islom 6 podla
indukéného predpokladu. Cislo 3k - (k + 1) je delitelné Siestimi, lebo jedno z &isel
k,k + 1 je parne, a teda delitelné dvomi. Cislo 12 je tieZ delitelné Siestimi. Ak &islo
6 deli s¢itancov, potom deli aj ich sucet. Preto &islo 6 deli &islo (k + 1) + 11 - (k +
1). DOkaz je hotovy.

Priklad
Dokazte, Ze nerovnost 2™ > 2n + 1 plati pre vSetky prirodzené Cisla n vacsie ako 2.
Riesenie. Treba dokazat, Ze nerovnost V(n): 2" > 2n + 1 platipren=3,4,5,....

DokéZeme, Ze dana nerovnost plati pre n = 3, t.j. dokazeme, Ze plati V(3):23 > 2
3 + 1. KedZe 8 > 7, dana nerovnost plati.

Predpokladajme, Ze dana nerovnost plati pre lubovolné prirodzené Cislo k > 3, t.j.
e pre lubovolné prirodzené ¢&islo k >3 plati vlastnost V(k):2% > 2k + 1.
Dokazeme, 7e potom pre fubovolné prirodzené ¢&islo k > 3 plati V(k + 1): 2k*1 >
2(k+1)+ 1.

Podla indukéného predpokladu pre fubovolné prirodzené ¢&islo k > 3 plati 2% >
2k + 1. Dalej pre kazdé k € N plati 2% > 2. S¢itanim tychto nerovnosti dostaneme
nerovnost 2 - 2¥ > 2k + 3. CiZe pre lubovolné prirodzené &islo k > 3 plati 2k+1 >
2k + 3, ¢o bolo treba dokazat.

Priklad
DokaZzte, Ze nerovnost 2™ > n? plati pre vietky prirodzené &isla n vacsie ako 4.
Riesenie:

PoloZme n = 5. Nerovnost 2° > 52 plati.



Predpokladajme, Ze dana nerovnost plati pre fubovolné prirodzené Cislo k > 4, t.j.
7e pre [ubovolné prirodzené &islo k > 4 plati vlastnost V (k): 2% > k2. Dokazeme,
e potom pre fubovolné prirodzené &islo k > 4 plati V(k + 1): 2¥*1 > (k + 1)2.

Podla indukéného predpokladu pre fubovolné prirodzené &islo k > 4 plati 2% > k2.
Dalej podla predchadzajiceho prikladu pre kazdé prirodzené &islo k > 3 plati 2% >
2k + 1. S&itanim tychto nerovnosti dostaneme nerovnost 2 - 2% > k? + 2k + 1.
Cize pre lubovolné prirodzené ¢&islo k > 4 plati 2% > (k + 1)2. D6kaz je hotovy.

5.7 Dokaz preverenim vsetkych moznosti

Princip tejto dokazovej metddy spociva v tom, Ze vySetrenim vSetkych moznosti,
ktoré moézu nastat aich dokazanim, dokdZzeme dané tvrdenie vSeobecne. Je vsak
doleZité rozhodnut, kedy je vhodné tento typ dbokazu zvolit. MdzZe sa stat, Ze
preverovanie vetkych moznosti je zdlhavejsie a obtiaznejsie ako iny typ dokazu.
Ako sa postupuje pri dokaze preverenim vsetkych moZnosti, ukdZzeme na
nasledujucich prikladoch.

Priklad
DokéZzte, Ze pre kazdé prirodzené &islo n &islo 3 deli &islo n® + 2n.

RieSenie: Pre kazdé prirodzené Cislo n nastane prave jedna z nasledujucich troch
moznosti: n = 3k alebon = 3k + 1 alebon = 3k + 2, kde k € N. D6kaz urobime
tak, Ze za n postupne dosadime vyrazy 3k, 3k + 1,3k + 2.

1. Akn = 3k, potomn3 + 2n=(3k)3 + 2 - 3k =27k + 6k =3 - (9k3 + 2k), a teda
&islo 3 deli &islo n3 + 2n.

2. UvaZzujme pripad n =3k + 1. Potom n®+2n = 3k +1)*+2- Bk +1) = =
27k3® +27k* + 9k + 1 + 6k + 2 = 3 - (9k® + 9k? + 5k + 1). Aj v tomto pripade
plati, Ze &islo 3 deli ¢islo n® + 2n.

3.Akn =3k + 2, potomn3 +2n= 3k +2)* +2- (3k + 2) == 27k> + 54k?* +
36k + 8 + 6k + 4 = 3 - (9k3 + 18k? + 14k + 4), odkial vyplyva, Ze &islo 3 deli
&islo n® + 2n.

Vo vietkych troch pripadoch, ktoré mézu nastat, &islo 3 deli ¢islo n® + 2n. Dékaz je
hotovy.



Priklad

Stvorec kaidého nepédrneho &isla zmen$eny o jednotku je &islo delitelné 6smimi.
Dokazte.

RieSenie: Treba dokdzat, Ze pre kazdé celé ¢islo n je &islo A= (2n—1)2 -1
delitelné 6smimi. DOkaz urobime preverenim vSetkych moznosti. Pre kazdé celé
Cislo n nastane prave jedna z dvoch mozZnosti: bud' je parne alebo je neparne.

1. Uvazujme prvy pripad. Nech n je parne, t.j. n = 2k, k € Z. Potom
A=(2n—-1)?%—-1=4n% — 4n = 4(2k)? — 4(2k) = 16k? — 8k = 8(2k? — k).
Vidime, Ze v tomto pripade je ¢islo A = (2n — 1)? — 1 naozaj delitelné 6smimi.
2. Uvazujme druhy pripad. Nech n je neparne, t.jn = 2k — 1, k € Z. Potom

A=02n—-1)2-1=4n*-4n =42k - 1)* -4k - 1)

=4(4k* — 4k + 1) —

—8k +4 = 16k* — 16k + 4 — 8k + 4 = 8(2k? — 3k + 1).

Vidime, Ze aj v tomto pripade je &islo A = (2n — 1)? — 1 delitelné dsmimi. Tym je

dokaz hotovy. Dané tvrdenie by sme mohli dokazat aj matematickou indukciou.
Uvedeny postup je vSak o nieco jednoduchsi.

5.8 Cvicenia.

1. Vyslovte obmenu, obratenie a negéciu vety: Yn € N: 2 / n? = 2/n.

2. Sformulujte negaciu, obmenu a obratenie vyrokov a urcte ich pravdivostnu

hodnotu:

a) Kukazdému trojuholniku existuje aspon jedna kruznica, ktord mu je opisana.

b) Existuje Sestuholnik, ktory ma aspon tri tupé uhly.

c) Existuje prirodzené Cislo, ktoré je delitefom kazdého prvocisla.

d) Ak je prirodzené Cisla n zlozené a nie je druhou mocninou, tak ma aspon
Styroch delitelov.

e) Ak ma Stvoruholnik ABCD aspon tri strany rovnako dlhé a jeho uhlopriecky
sa rozpoluju, tak je to kosostvorec alebo Stvorec.

3. DokaZte vetu: Ak celé &islo x nie je delitelné troma, potom x? — 1 je delitelné
troma. (Priamy dbkaz)



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Dokazte vetu: Ak nenulové prirodzené Cislo x nie je delitelné tromi, potom
&islo x2 — 1 je delitelné tromi. (Priamy dékaz)

Dokazte vetu: Pre kazdé prirodzené Cislo n plati, ak n je delitelné tromi,
potom aj n? + 6n je delitelné tromi. (Priamy dékaz)

Dokazte vetu:Vx E R: x ER* = x + i > 2. (Priamy dékaz)
Dokazte vetu: :¥x € N:5/n = 30/n? — n. (Priamy dokaz)
Dokazte vetu: :¥x € N:2/n? — 3n (Priamy dékaz)
Dokézte, e Yn € N:3 / n? = 3 / n. (Nepriamy dékaz)

DokdZte, Ze pre kazdé prirodzené &islo n plati, Ze ak n?je nepérne, potom aj n
je nepdrne. (Nepriamy dékaz)

Dokazte, Ze V2 nie je racionalne &islo. (Nepriamy dékaz)

Dokdzte Vn € N:5/n% + 6 = 5 { n. (Nepriamy ddkaz)
Dokazte, 7e V7 je iraciondlne. (Dékaz sporom)

Dokazte vetu: Ak x je racionalne &islo a x # V2 . (Dokaz sporom)
Dokazte, ze log105 je iracionalne Cislo. (Dékaz sporom)
Vsetkych prvocisel je nekoneéne vela. Dokazte. (D6kaz sporom)

Cislo x je parne prave vtedy, ak je delitelné 2.

Sucin dvoch cisel je rovny nule prave vtedy, ked aspon jeden Cinitel je rovny
nule.

Dokazte: Vx E N:6/n < 3/nA2 /n.



17. Dokazte, Zze veta v tvare implikacie a jej obmena su ekvivalentné.
(A= B) © (B = A).

18. Matematickou indukciou dokazte, Zze pre vSetky prirodzené Cisla n plati:

a) VnEN:1+3+32+..._|_3n—1=32—1

b) Vn € N:12 4+ 32 +52+ -+ (2n—1)? = n(2zn+1)(2n-1)

C) VN € N:1? 422 + 3% 4 - 4 2 = HEDCRED 3
d vneN:13+33+53+--+ (2n—1)3 =n?(2n*-1)
e) VneN:1-3+5—-7+--+(-D"L2n—-1)=(-D"1n
f) VneN:12 =22 43242 4 4 ()" Ln? = (- L2
g) VNEN:12 =32 +52— .+ (D" L. (2n—-1)? =

(_1)n—1. (2n 1)2(2n+1) _%

h) VnE€N:12+4+23++.n(n+1) = M
i) vneN:1+3 434 . 420t
n n n n
) VREN:—+ —+ — 4 oo fp —— =
1.2 2.3 3.4 n(n+1) n+1
oo 1 _ n(n+3)
k) vn € N: 1.2.3 t 23.4 ot n(n+1)(n+2)  4(n+1)(n+2)

19. Dokdzte, Ze pre kazdé prirodzené &islo plati: Ak n? je prirodzené &islo delitelné
3, potom aj n je prirodzené Cislo delitelna 3.

20. Dokazte, 7e pre kaZdé prirodzené &islo plati: Ak n# + 2 nie je delitelné 3, potom
n je delitelné 3.

21. Dokéite: Vn € N:2 /n? — 3n
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