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Uvod

Sucastou matematickej pripravy buducich ucitelov v ramci ich bakalarskeho studia
na UKF v Nitre je aj oblast geometrie hlavne preto, Ze vyucovanie geometrie sa prelina
vsetkymi stupfiami vzdelavania, aj ked ma vidy iny rozmer.

Na zdakladnej Skole ma vyucovanie geometrie prevaine propedeuticky charakter,
pretoZe Ziaci sa stretavaju sroéznymi geometrickymi Utvarmi len z pohladu ich
definovania a popisu vlastnosti. Déraz je kladeny nielen na spravne pouzivanie
matematickej terminoldgie, ale aj na rysovanie a pracu s rysovacimi pomockami.
Na zakladnej Skole prevlada v spristuprfiovani uciva z geometrie hlavne uplatfiovanie
zdsady nazornosti. Ziaci tak ziskavaju poznatky na zdklade zmyslového vnimania
predkladanych modelov. Na strednej Skole si Ziaci nadobudnuté vedomosti rozsiruju
o dalsSie matematické pojmy suvisiace s planimetriou a stereometriou. Propedeutika sa
nahradza deduktivnou metddou vo vyucovani geometrie, dalej sa rozvija priestorova
predstavivost Ziakov arieSia sa snimi polohové aj metrické vztahy vrovine
a v priestore. V geometrickom vzdelavani je pre Ziakov velkym pomocnikom prave
ucitel. Snahou ucitelfov by preto malo byt nabadanie Ziakov k rieSeniu problémov
réznymi spdsobmi, so zretelom na ich vedomosti, schopnosti a osvojeny matematicky
aparat.

PredloZena publikacia je prioritne uréena pre studentov 1. rocnika bakaldrskeho studia
ucitelstva matematiky v kombindcii na UKF v Nitre k predmetu Vybrané kapitoly
z geometrie, preto je vnej kladeny doraz na geometricki problematiku jednak
z teoretického pohladu, ale aj v jejaplikacii vo forme rieSenych uloh. Publikacia
obsahuje predovsetkym tematické celky zgeometrie, ktoré su sucastou
matematického vzdeldvania na zdkladnej a strednej Skole.

Verim, Ze u€ebnica s ndzvom Vybrané kapitoly z geometrie bude vhodnym didaktickym
materidlom pre Studentov, buducich uditelov matematiky v ich dalSom
vysokoskolskom vzdeldvani, pripadne tato ucebnicu budu dalsi zaujemcovia vyuZivat
v Skolskej praxi.
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1 Aplikacie geometrickych poznatkov v planimetrickych
ulohach

V prvej kapitole sa budeme venovat vyznamnym vetam v geometrii, konkrétne
Pytagorovej vete a Euklidovym vetam, ktoré suvisia s rieSenim uloh v pravouhlom
trojuholniku. Uvedieme konkrétne ukazky rieSeni roznych geometrickych uloh. TiezZ sa
v kapitole venujeme trigonometrii a prezentovat budeme danu problematiku aj
v Ulohdach suvisiacich s uhlami avseobecnymi trojuholnikmi, pricom vyuZijeme
goniometrické funkcie.

1.1 Pytagorova veta, Euklidova veta o vyske, Euklidova veta
o odvesnach

Medzi najcastejSie pouzivanu vetu v Skolskej praxi patri Pytagorova veta a je
pravdepodobne aj najslavnejSou matematickou vetou vbbec. Je to zaroven veta
s najvacsim poctom dbkazov, v dostupnych zdrojoch sa ich uvadza aZz okolo 300.
Vyznam Pytagorovej vety v skolskej praxi je velky, pretoze je pouzitelna hlavne
v praktickych situaciach prepojenych na bezny Zivot.

Pytagorova veta plati pre pravouhly trojuholnik. Pravé uhly vytyCovali uz stari
Egyptania alebo Babyloncania, pretoZe ich potrebovali pri réznych stavbach alebo
podoryse pyramid. Pravé uhly merali pomocou povrazu, ktory rozdelili uzlami
na dvanast dielikov. Nasledne vytvorili z tohto povrazu trojuholnik, pricom jednotlivé
strany mali dizku tri, $tyri a pat tychto dielikov, ako je mozné vidiet na obrazku.
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VyuZili jednu vlastnost trojuholnika, t. j. oproti najdlhsej strane, ktord ma pat dielikov,
leZi najvacsi uhol (a ten je pravy).

NajcastejSie Pytagorovu vetu pozname vyjadrenu len algebrickym zdpisom
c? =a?+ b? avieme, Ze plati vpravouhlom trojuholniku sodvesnami a, b
a s preponou c. Na dalSom obrazku je graficky znazornena Pytagorova veta.

O

I:?

Uvadzame zhrnutie k Pytagorovej vete:

c ... prepona (najdlhsSia strana, leZi oproti pravému
uhlu),

a,b ... odvesny,

Y , b
obsah vypocitame zo vztahu § = aT,

plati Pytagorova veta: c? = a® + b? (obsah $tvorca
zostrojeného nad preponou pravouhlého trojuholnika
sa rovnd suctu obsahov Stvorcov zostrojenych nad
obidvomi odvesnami),

a = vy, b = v,, ortocentrum je totozné s vrcholom
pravého uhla,

stred opisanej kruZnice je totoZny so stredom
prepony.



Uvadzame aj dbkaz Pytagorovej vety:

Stvorec ABPQ s obsahom S tvoria $tyri pravouhlé

Q c P trojuholniky s rovnakym obsahom S; = aT'b a Stvorec
b a so stranou b — a a obsahom Sz = (b — a)?. Obsah
a
B Stvorca ABPQ je S =4S, + Sy asuasne S = c2.
1 o8 Do rovnosti 4S, + Sg = c? dosadime vztahy a plati:
C
.b 4.‘12;b+ (b—a)?=c?
a b g 2ab + a? — 2ab + b? = ¢2.
A c B Teda plati: ¢? = a? + b2.

Zaujimavy je aj geometricky dokaz Pytagorovej vety:

a b b a
','ll’ b
.
a a 5 a
A 7 o
h a b
2 2 2
a + b = c

Plati aj obratena Pytagorova veta:

Ak pre dizky stran a, b, c¢ trojuholnika ABC plati vztah c¢? = a? + b?, potom je tento
trojuholnik pravouhly s odvesnami a, b a preponou c.

Pozndmka. Nad stranami pravouhlého trojuholnika mézeme zostrojit aj polkruhy (pozri
obrdzok) a plati pozmenend Pytagorova veta: Obsah polkruhu zostrojeného nad
preponou pravouhlého trojuholnika je rovny suctu obsahov polkruhov zostrojenych nad
jeho odvesnami.



V pravouhlom trojuholniku platia aj Euklidova veta o odvesnach a Euklidova veta
o vyske:

e Euklidova veta o odvesnach:
2

a“ =c.c,
b? = c.c
a e Euklidova veta o vyske na preponu:
2 _
Ca Ve Cq-Ch,
A c B kde c, je Cast prepony (Usecka), ktorej krajné

body su: pata vysky na preponu a spolo¢ny bod
prepony s odvesnou a,

cp, je Cast prepony (usecka), ktorej krajné body
sU: pata vysky napreponu aspoloény bod

prepony s odvesnou b.

V nasledujucej ¢asti uvedieme niekolko uloh, ktoré vyuzivaju v rieSeni Pytagorovu vetu
a Euklidove vety. Vybrali sme ulohy, v ktorych sa prelinaju vedomosti z réznych
tematickych celkov, hlavne z planimetrie a stereometrie.

Priklad 1.

V pravouhlom trojuholniku KLM s preponou m = KL pozndme dizky odvesien |[KM| =
20 mm a |LM| = 15 mm. Urcte dizku taznice t,, na preponu, vysky v, na preponu
a dizku usekov prepony vytvorenych patou vysky v,,.

Riesenie:

V rieSeni Ulohy vyuZijeme Pytagorovu vetu a Euklidove vety, ktoré platia v pravouhlom
trojuholniku.



Oznacime jednotlivé strany a Useky prepony
a postupne vypocitame jednotlivé dizky.

V trojuholniku KLM pouZijeme Pytagorovu vetu
na vypocet dizky prepony KL:

|[KL| = m =+/1? + k?
m =4/20% + 152

m = 25mm

Euklidovu vetu o odvesne pouzijeme na vypocet
diZok Usekov prepony KP = m; a PL = my, kde
P je pata vysky na preponu v trojuholniku KLM:

2 _
k* =m.m,

152 = 25mk

m, = 9mm

m ! Pre m; oplati m=m-m,=25-9=
16 mm.

Pouzijeme Pytagorovu vetu v trojuholniku LKP na vypocet vysky na preponu:

IMP| = v, = /kz —m2

Uy =152 —-92 =12mm

Mozné je tiez pouizit vypocet obsahu trojuholnika KLM atuto hodnotu potom
nasledne vyuzit pre vypocet dizky v,,, pripadne Euklidovu vetu o vyske na preponu
v pravouhlom trojuholniku.

Taznicu t,,, vypocitame z trojuholnika SPM s pouZitim Pytagorovej vety. Plati:

|SM| = t,,, |IPM| = v,
1
|SP| = |SL| — |PL| = Em —my, =12,5—-9 =3,5mm

t, = /v + [SP|?
t,, =+/122 + 3,52

tn =125mm
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Di7ka taZnice na preponu v trojuholniku KLM je 12,5 mm, vysky na preponu 12 mm
a Useky prepony maju dizku m, =9mmam; =16 mm.

Priklad 2.

Pravidelny $estboky ihlan ma dizku bo¢nej hrany 2 m a polomer kruinice opisanej
podstave je 1 m. Vypocitajte jeho objem a povrch.

Riesenie:

V nacrte telesa sme vyznaCili vsetky prvky
potrebné k vypoctom.

Podstavou pravidelného Sestbokého ihlana je
pravidelny Sestuholnik, ktorého obsah méZeme
pocitat s pouZitim vzorcov (tie su vsak menej
zname), alebo ako Sestndasobok obsahu
rovnostranného trojuholnika so stranou a
avySkou v, (podstava sa sklada zo Siestich
zhodnych rovnostrannych trojuholnikov). KedZe
pozname polomer kruZnice opisanej podstave,
pozname zéaroveri dizku hrany podstavy a = 1 m,
¢o vyplyva z vlastnosti pravidelného Sestuholnika.

Telesovu vysku v; a stenovu vysku v vypocitame
s pouzitim Pytagorovej vety podla nacrtu, kedZe
pozname dizku bo¢nej hrany h = 2 m.

Plast tohto telesa pozostava zo Siestich zhodnych
rovnoramennych trojuholnikov so zakladrou a
a vyskou na zakladnu vx.

vt=m v = 22—(1)2

Pre podstavu v pravidelnom Sestbokom ihlane plati:

Va

Sp = 6'ST115T1 = aT

avg

S, = 6.
2

p

=3.a.7,

11



S, =3.1
3v3
Sp=7 2

a.vg
Spt = 6.Sr2, Sz = =
Sy = 6.% =3.a.v,
V15
Spr = 31—
3vV15
Spr ==, m*

1
V=257 S=S,+S,
_138 _ 33 3is
V=s.= 3 S=—"+=
V=§m3 S = 8,4 m?

Objem daného ihlana je 1,5 m3 a jeho povrch je priblizne 8,4 m?2.
Ulohy na precvicenie

1. Pomocou Euklidovych viet zostrojte usetky sdizkou v10,v/7,4/20 (dana je
jednotkova usecka).

. V pravouhlom trojuholniku ABC st dané dizky: a = 10 cm, v, = 9,5 cm. Vypocitajte
obvod a obsah trojuholnika ABC.

. V kruznici s polomerom 7,5 cm su zostrojené dve rovnobezné tetivy, ktorych dizky
sU 9 cm a 12 cm. Vypocditajte vzdialenost tychto tetiv (ndjdite vSetky riesenia).

. KososStvorec ma stranu a = 6 cm, polomer vpisanej kruznice je r = 2 cm. Vypocitajte
dizky oboch uhlopriecok.

. Obdlznik ABCD ma strany AB, AD v pomere 3:4. Obdlzniku ABCD je opisana kruZnica
k s polomerom 5 cm. Vypoditajte dizky stran obdiZnika ABCD.

. Nad dvoma stranami trojuholnika ABC su zostrojené Stvorce (strana AC je dlhsia ako
strana BC). Obsah $tvorca nad stranou BC je 25 cm?, dizka vy$ky vc na stranu AB je
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3 cm, pata P vysky ve deli stranu AB v pomere 2:1. Vypoditajte dizku strany AB.
Vypocitajte obsah Stvorca nad stranou AC.

7. V pravouhlom trojuholniku ABC je dané: a = 10 cm,c = 12,5 cm, bod P je péata
vysky v, M je stred usecky BC. Vypocitajte obsah trojuholnika PBM.

8. Vypocditajte objem a povrch kocky, ak telesova uhlopriecka ma dizku 10 dm.

9. Vypocitate objem a povrch hranola, ktorého podstava je kosostvorec
s uhloprieckami u; = 12 cm, u, = 16 cm. Vyska hranola sa rovna dvojnasobku
podstavovej hrany.

10. Cestny valec ma priemer 0,8 m a dizku 1,8 m. Aku plochu uvalcuje, ak sa otodi
1200-krat? Kolkokrat sa musi otocit, aby uvalcoval cestu 3,6 m Siroku a 6,28 km
dlha?

11. Obal na zmrzlinu ma po rozbaleni tvar stvrt kruhu s polomerom 12 cm. Kolko
mililitrov zmrzliny sa don zmesti?

12. Vypoditajte objem a povrch pravidelného zrezaného Stvorbokého ihlana
s hranami podstév 1 dm a 5 cm, ak obsah pldsta je 5,4 dm?2.

13. Do nadoby tvaru polgule sme naliali 2 | vody a tak sme ju naplnili do vysky 60 mm.
Vypocitajte polomer prislusnej gule.

14. Vypoditajte, kolko dm? plechu tvori povrch nadoby tvaru zrezaného rotaéného
kuZela, ktora je zhora otvorend a priemer jej dna je 18 cm, priemer hornej podstavy
je 30 cm a strana ma dizku 18 cm. Vypoditajte aj jej objem.

1.2 Trigonometria

V tejto podkapitole sa budeme venovat trigonometrii, konkrétne uloham suvisiacich
s uhlami a trojuholnikmi s vyuzitim goniometrickych funkcii ako sinus, kosinus, tangens
a kotangens. Zadefinujme si najskor uvedené goniometrické funkcie ostrého uhla
v pravouhlom trojuholniku.

Sinus ostrého uhla v pravouhlom trojuholniku je pomer dizky protifahlej odvesny
ostrého uhla k dizke prepony.

Kosinus ostrého uhla v pravouhlom trojuholniku je pomer dizky prilahlej odvesny
ostrého uhla k dizke prepony.

Tangens ostrého uhla v pravouhlom trojuholniku je pomer dizok protilahlej a prilahlej
odvesny k ostrému uhlu.

Kotangens ostrého uhla v pravouhlom trojuholniku je pomer dizok prilahlej
a protilahlej odvesny k ostrému uhlu.

13



sin,B:E sino::E
c c
cosﬁ:E cosazg
c c
tgf =2 tgar = =
a b
cotgps =2 cotga :E
b a

Priklad 3.

Vypoditajte velkosti vnitornych uhlov rovnobeznika ABCD, ak st dané dizky jeho stran
a =10 cm,b = 5 cm a obsah rovnobeinika je 25 cm?.

Riesenie:
D C
d=5 v
b
a ".\
A kY a B

Vzorec pre obsah rovnobeznika je S = a.v, kde vje vysSka rovnobeinika ABCD.
MoZeme vypoditat teda danu dizku v:

s 25
v==-==—=25cm
a 10

V pravouhlom trojuholniku AXD pozndme dizku strany |AD| =b =5cm avysky
v = |DX| = 2,5 cm. Na vypocet uhla a v trojuholniku AXD vyuZijeme goniometricku
funkciu sinus:

v_2,5_

1
b 5 2
a = 30°.

sina =

Dvojica uhlov &,y a 8, § st zhodné uhly a plati: y = a = 30°,8 = 6.

14



V rovnobezniku plati, Ze sucet vnutornych uhlov je 360°, preto vieme vypocitat velkost
zvysSnych uhlov:

a+p+y+8§=360°
2.0 + 2.30° = 360°
2.5 =300°
B = 150°
Velkosti vnutornych uhlov rovnobeznika st « =y = 30°, 8 = § = 150°.

Priklad 4.

Zo skaly vo vyske 66 m je vidiet vrchol stoZiara pod hibkovym uhlom @ = 37° a patu
stoziara pod hibkovym uhlom B = 51°. Vypocitajte vysku stoZiara.

Riesenie:
Situacia zo zadania prikladu je znazornena na obrazku.

b c VysSku stoZiara BE zistime ako rozdiel
dizok: |BE| = |AD| — |EC].

Dizku EC zistime z trojuholnika DEC.
Vypoditame najskor dizky €D, AB, ktoré
sa rovnaju, pouZzijeme na vypocet tg y.
Plati:

°°m y =90° —51° = 39°
|AB|
tgy = IAD|
|AB| = |AD|.tg y = 66.tg 39°
|AB| = 53,45 m
Vieme vypocditat teraz |EC|:
) |EC]|
tga = CD]
|EC| = |CD|.tg a = 53,45.tg 37°
|[EC| = 40,28 m
|BE| = |AD| — |EC| = 66 — 40,28
=25,72m

Stoziar ma vysku 25,72 m.

V trojuholniku plati sinusovd a kosinusovad veta. Tieto vety pouzivame pri rieSeni
vSeobecného trojuholnika, t. j. pri uréovani nezndmych prvkov vSeobecného
trojuholnika.

15



Dékaz sinusovej vety

Dékaz kosinusovej vety

, , a b c
Sinusova vetq: — = —— = —
sina sinf8 siny

Pouzivame ju, ak je trojuholnik dany:

e dvomi stranami a uhlom leZiacim oproti jednej
zZ nich,
e jednou stranou a lubovolnymi dvomi uhlami.

Kosinusovd veta:

2 =p%*+c*—2bc-cosa

a
b’ =a’ +c® —2ac-cos S
¢’ =a’+b*—2ab-cosy

Pouzivame ju, ak je trojuholnik dany:

e tromi stranami,
e dvomi stranami a uhlom nimi zovretym.

Z pravouhlych trojuholnikov APC a BPC mobieme
zapisat vztahy (s vyuZitim goniometrickych funkcii
ostrého uhla pravouhlého trojuholnika):

. v, :
S"WZFZWC =b-sina
=b-sina=a-sinfg
. v i
S|nﬁ=g°:>vcza-smﬁ

==
sina sinpf

Analogicky dokazeme ostatné vztahy.

V pravouhlom trojuholniku plati Pytagorova veta:
A APC:v? = b? — x?
A BPC: v?

a? — y?
Plati rovnost: b? —x?% = aq? — y?

atiezplatic=x+y = y=c—x.

16



Dosadime do predchadzajuceho vztahu a upravime:
b? —x?>=a’—-(c—x)>* = a? =b?+c?—2cx
V trojuholniku APC zaroven plati: cosa = g = x = b.cosa

Po opatovnom dosadeni za x dostdvame vztah: a? = b? + ¢? — 2bc.cos a

V dokazovani dalSich vztahov postupujeme analogicky.

Pozndmka. Plati vztah — = _b == 2R, kde R je polomer kruznice opisane;j
sina sin 8 siny

trojuholniku.
Priklad 5.

V trojuholniku ABC st dané: b = 8 cm,c = 6 cm, @ = 120°. Vypoditajte dizku strany
a, velkost vnutornych uhlov 8,y daného trojuholnika.

RieSenie:
Na vypocet ostatnych prvkov v trojuholniku ABC vyuzZijeme sinusovu a kosinusovu vetu.

C

Dizku strany a vypocitame z kosinusovej vety:
a? = b? + ¢ — 2bc.cosa
a’> =8%2+4+6%2—-28.6.cos120°=>a =12,17 cm
Na vypocet zvysSnych uhlov v trojuholnikov pouZijeme zase sinusovu vetu:

siny sina

c a
siny = SR ¢ =sin120°0—— = 0,423
a 12,17
y = 25°17°

Podobne by sme mohli vypocitat aj velkost uhla 8, no my pouZijeme na vypocet
vlastnost pre sucet uhlov v trojuholniku:
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p =180°—a—y = 180° — 120° — 25°17" = 34°43’

V trojuholniku ABC maju uhly velkost 25°17°, 34°43" a strana ma dizku 12,17 cm.

Priklad 6.

Na kopci stoji rozhladia 40 m vysoka. Patu a vrchol tejto rozhladne vidime z urcitého
miesta v udoli pod vySkovymi uhlami a = 35° f = 41°. V akej vyske je vrchol kopca

nad rovinou pozorovacieho miesta?
Riesenie:

Situacia zo zadania ulohy je zndzornena na obrazku.

B

Z pravouhlého trojuholnika ABC vypocitame velkost uhla y, ¢o je uhol pri vrchole B:

y = 90° — 41° = 49°
Sinusovu vetu vyuZijeme na vypocet dizky Gsecky AD v trojuholniku ABD:
|AD| _ 40
sin49°  sin 6°
40.sin 49°

sin 6°

|AD| =

|AD| = 301,9

Na vypocet vysky kopca, ktory je vobrazku oznaleny ako x = |CD|, vyuzijeme

goniometrickd funkciu sinus v trojuholniku ABC:

X
sina = W
x = |AD|.sina
x = 301,9.sin 35°
x=173,16 m

Vyska kopca, na ktorej je rozhladna, je priblizne 173,16 m.
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Ulohy na precvicenie

1.

Do pravouhlého trojuholnika ABC s pravym uhlom pri vrchole A je vpisana kruznica.
Dotykovy bod T; rozdeluje odvesnu AB v pomere AT;:T;B = 1:4. Urcte velkosti
ostrych uhlov trojuholnika ABC.

. Lichobeznik na obrazku je tetivovy, pricom |BC| = |CD|, |AB| =120 mm je

priemerom opisanej kruznice a |<BCD|120°. Vypocitajte jeho obsah a obvod.

D c

. Obsah rovnoramenného trojuholnika so zakladrfiou dlhou 6 cm je 30 cm?. Vypocditajte

dizku polomeru kruznice vpisanej a opisanej tomuto trojuholniku.

. Vypoclitajte  obvod  trojuholnika ABC, ak pozndame: |AB| = 8cm,

IBC| = 6 cm, |<BAC| = 30°.

. Na kopci stoji rozhladna 35 m vysoka. Jej patu i vrchol vidime z urcitého miesta v

udoli pod vyskovymi uhlami a = 28°, 8 = 31°. Ako vysoko je vrchol kopca nad rovinou
pozorovacieho miesta?

. Vypoditajte ostatné prvky trojuholnika ABC (dizky stran a velkost vnutornych uhlov

trojuholnika), v ktorom je dané:

a)a=4cm,c =5cm,a = 45°
b)a=65cm,b =46 cm,a = 42°35’

c) b =225mm,a = 107°35", f = 30°40°
da=16cm,b = 25cm,c =36 cm
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2 Zhodnost a podobnost utvarov. Zhodné a podobné
zobrazenia v rovine. Konstrukcné ulohy

V druhej kapitole uvedieme definiciu a vlastnosti zhodnych a podobnych zobrazeni
v rovine. Vysvetlime pojmy suvisiace so zhodnostou a podobnost geometrickych
utvarov, venujeme sa hlavne trojuholnikom. Podrobnejsie ale popiseme rézne zhodné
zobrazenia, konkrétne osovu a stredovu simernost, posunutie, otoCenie, ale aj jedno
podobné zobrazenie — rovnolahlost. Na konkrétnych prikladoch uvedieme praktické
pouZzitie uvedenych zobrazeni, a to hlavne pri rieSeni konstrukénych uloh a r6znych
aplikacnych dloh.

2.1 Zhodnost trojuholnikov

Dané su dva trojuholniky A, B;C; a A,B,C,. Hovorime, Ze trojuholnik A; B, C; je zhodny
s trojuholnikom A, B, C,, ak su zhodné kazdé dve odpovedajuce si strany a kazdé dva
odpovedajuce si vnutorné uhly.

Zhodnost trojuholnikov A, B, C;, A, B,C, oznacujeme: A;B,C; = A,B,C,.
Teda plati: a; = a,, by = b,, ¢; 2 ¢y, 1 = Ay, f1 = Po, V1 = V2
Platia vety:

e Ak sa dva trojuholniky zhoduju vo vsSetkych troch stranach, tak si zhodné
(veta sss).
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e Ak sa dva trojuholniky zhoduju v jednej strane a v dvoch uhloch prifahlych, tak
su zhodné (veta usu).

A/

.

c £,

A B,

JB
e Ak sa dva trojuholniky zhoduju v dvoch stranach a v uhle nimi ur¢enom, tak su
zhodné (veta sus).
A , € C,

B AI. Bl

Ulohy na precvic¢enie

1. Rozhodnite, €i trojuholniky ABC a EFG st zhodné. Ak ano, ich zhodnost odévodnite
a zapiste:

a) |AB| = 60 mm, |<CAB| = 56°,|<ABC| = 71°
IFG| = 6 cm, |<EFG| = 56°, |<FGE| = 71°

b) |AC| = 9 cm, |<CAB| = 80°, |<BCA| = 46°
|EF| = 9 cm, |<EFG| = 46°, |<FGE| = 54°

2. Kruznice k4, k, maju spoloény stred S. Use¢ka AB je priemer kruznice ky, Gse¢ka CD
je priemer kruzZnice k,. Rozhodnite, ¢i vyfarbené trojuholniky (pozri obrazok) su
zhodné. Ak ano, ich zhodnost zdévodnite a zapiste.
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3. Ktoré dva trojuholniky si zhodné? Zapis zhodnost pre vSetky odpovedajtce si strany
a uhly.
A ABC:|BC| = 8 cm,|XABC| = 50°, |«BCA| = 93°
ADEF: |DE| = 80 mm, |[XDEF| = 93°, |XFDE| = 37°
AMNO: [NO| = 8 cm, |<OMN| = 50°,|<NOM| = 93°

2.2 Zhodné zobrazenia v rovine

Zhodné zobrazenia su zobrazenia, v ktorych vytvoreny obraz je zhodny zo vzorom,
t. j. obraz zavisi od vzoru, meni sa podla vzoru.

Najdeme urcite vela ukdzok zhodnych zobrazeni okolo nas, ¢i uz v prirode, v umeni,
v réznych vedach, ale aj v mozaikach, dlazdiciach. Uvedieme niekolko konkrétnych
ukdzkach zo Zivota.

vvvvvvv

Pod zobrazenim Z v rovine rozumieme také zobrazenie, ktoré kazdému bodu X v rovine
priradi prave jeden bod X" v rovine, X" = Z(X).

Pozndmka. Bod X sa nazyva vzor a bod X" obraz v danom zobrazeni.
Zhodné zobrazenia su zobrazenia, v ktorych vytvoreny obraz je zhodny zo vzorom,

t. j. obraz zavisi od vzoru, meni sa podla vzoru.

Ak sa bod X zobrazi na ten isty bod X (zobrazi sa sdm do seba), t.j. X = Z(X) = X', tak
bod X sa nazyva samodruznym bodom.

Ak sa priamka p zobrazi sama do seba, t. j.p = p’, tak je priamka p samodruZnou
priamkou v danom zobrazeni. Kazdy bod na samodruZnej priamke je samodruzny.

Lubovolny rovinny dtvar U (trojuholnik, kruznica, Stvoruholnik, ...) sa nazyva
samodruZnym utvarom, ak sa dany Utvar zobrazi sdm do seba (U = Z(U) = U’), teda
kazdy bod patriaci Utvaru je samodruzny.
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k=K’

X=X

Involutorné zobrazenie je zobrazenie, ktoré ak priradi vzoru X obraz Y, tak priradi vzoru
Y obraz X.

Priama zhodnost — orientécia bodov vzoru a obrazu je rovnaka. Utvar sa pri priamej
zhodnosti napriklad len posunie alebo otoci (pozri obrazok).

B

Nepriama zhodnost — orientacia bodov vzoru a obrazu je opacna, to znamena, Ze Utvar
sa v nepriamej zhodnost ,,preklopi“.
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Zhodné zobrazenie v rovine je také zobrazenie, ktoré dvom réznym bodom X, Y priradi
body X, Y tak, Ze usecky XY, X'Y"su zhodné.

Pre zhodné zobrazenie zakladnych geometrickych utvarov v rovine platia nasledujuce
vlastnosti:

e Obrazom AB v zhodnom zobrazeni v rovine je A'B.

e Obrazom AB v zhodnom zobrazeni v rovine je AR

e Obrazom p_A) v zhodnom zobrazeni v rovine je p—A)

e Obrazom <AVB v zhodnom zobrazeni v rovine je <A'V'B” s nim zhodny.

e QObrazom rovnobeinych priamok AB,CD v zhodnom zobrazeni v rovine
su rovnobezné priamky A'B",C'D’.

e Dvarovinné Utvary su zhodné prave vtedy, ked sa body jedného Utvaru zobrazia
do bodov druhého utvaru tak, Ze usecky, ktoré si v zobrazeni zodpovedaiju,
su zhodné.

Dalej sa konkrétne budeme venovat nasledujicim zhodnym zobrazeniam v rovine:

e stredova siumernost,
e 0sova sumernost,

e posunutie (translacia),
e otocenie (rotacia).

2.3 Stredova sumernost

Nech S je bod v rovine. Stredovou sumernostou podla bodu S rozumieme zobrazenie
S(S) v rovine, ktoré kazdému bodu A roviny priradi taky bod A’ roviny, Ze bod S je
stredom uUsecky AA".

Body A, A’ su stredovo sumerné podla bodu S. Bod S sa nazyva stred sumernosti.
Oznacenie stredovej simernosti so stredom S: S(S): 4 - A".

Stredova sumernost je jednoznacne uréend stredom sumernosti Salebo dvojicou
bodov, ktoré sa na seba zobrazia (vzor — obraz).

Vlastnosti stredovej simernosti:

e Stredova simernost je involutdorne zobrazenie.

i
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e Samodruznym bodom je stred sumernosti S.

e Stredova siumernost je priama zhodnost.
A
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Priamka, ktora prechadza stredom siumernosti S, je samodruzna.

e Vstredove] sumernosti so stredom S je obrazom kazdej

priamky
(neprechadzajucej stredom S) priamka s nou rovnobezna.

Obrazom usecky AB v stredovej sumernosti je zhodna usecka A'B’, ktora je
rovnobeind s Useckou AB.

Priklad 1.

Dané je kruznica L(0, r). Zostrojte obraz kruznice / v stredovej simernosti podla stredu
S, ktory je vonkajSim bodom kruznice /.

Riesenie:

SS):l-U,5¢l

Méame dve mozZnosti rieSenia. Staci zobrazit v danej stredovej simernosti len stred
O kruznice I, S(S): 0 — O’, pretoze polomer kruZnice /" bude mat tieZ dlzku r. Ind
moznost rieSenia je takd, Ze zobrazime v danej stredovej sumernosti stred O

a lubovolny bod A, ktoré patria kruznici/, S(S): 0 —» 07, 5(S): A —» A’. KruZnica /" bude
uréend stredom O” a polomerom |0°A’
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2.4 Osova sumernost

Dand je priamka o v rovine. Osovd sumernost v rovine je zobrazenie S(o), ktoré
kazdému bodu X roviny priradi bod X" roviny tak, Ze body X, X" lezia na kolmici k priamke
o0, pricom stred usecky XX lezi na priamke o.

Body X, X* su osovo sumerné podla priamky o. Priamku o nazyvame os sumernosti.
Oznacenie osovej simernosti s osou 0: S(0): X — X".

Osova sumernost je jednoznacne urcena osou sumernosti o alebo dvojicou bodov,
ktoré sa na seba zobrazia (vzor — obraz).

Vlastnosti osovej sumernosti:

e (Osova sumernost je involutdrne zobrazenie.
X=Y
-

e SamodruZné body osovej sumernosti su vSetky body osi simernosti.

e Priamky kolmé na os sumernosti su samodruzné.

[+]
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e Osova sumernost je nepriama zhodnost.

=l

& O
' b
o o

e QObrazom lubovolnej polroviny s hrani¢nou priamkou o je polrovina k nej
opacna.
e Osova sumernost zobrazi Utvar na Utvar s nim zhodny.

Pozndmka. KruZnica sa v osovej sumernosti zobrazi na zhodnu kruznicu, trojuholnik
na trojuholnik s nim zhodny, obrazom lubovolnej priamky v osovej sumernosti
je priamka, Usecka sa zobrazi na usecku, ktord je s nou zhodna, dvojica rovnobeziek sa
zobrazi na dvojicu rovnako vzdialenych rovnobeziek.

Priklad 2.

Dany je trojuholnik ABC a priamka o, ktord pretina dve strany trojuholnika. Zostrojte
obraz trojuholnika ABC podla osi o.

Riesenie:
S(0):ABC —» A’'B’C".

Obrazom trojuholnika ABC v osovej sumernosti podla osi o je trojuholnik A'‘B'C" s nim
zhodny. Na jeho zostrojenie staci zobrazit v danej simernosti vsetky jeho vrcholy.
PopiSeme zobrazenie bodu B v osovej sumernosti podla osi 0. Bodom B vedieme
kolmicu na os o, kolmica pretne os v bode O a bod B” dostaneme tak, Zze bod O je
stredom usecky BB’. Podobne zostrojime obrazy zvysnych dvoch vrcholov A, C
trojuholnika ABC. Os o pretne podla zadania trojuholnik ABC v dvoch r6znych bodoch
X, Y, a teda tieto body su samodruinymi bodmi v danej osovej sumernosti
X=X,Yy=Y").
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2.5 Posunutie

V posunuti dané utvary posivame danym smerom o danu vzdialenost. KedZze mézeme
Utvar posuvat dvoma smermi o pevne zvolenu vzdialenost, zavedieme pojem
orientovana usecka.

ch o

Orientovand usecka je usecka E, ktorej krajné body maju uréené poradie, t. j. bod A
je zatiatoény bod, bod B je koncovy bod usecky. DiZkou orientovanej usecky AB
nazyvame dizku Usecky AB.

— —
Posunutie (transldcia) uréené orientovanou Useckou AB je zobrazenie T(AB), ktoré

kazdému bodu X priradi bod X" tak, Ze orientované usecky E, XX’ st zhodné a rovnako
orientované.

—
Posunutie je jednoznacne urcené orientovanou useckou AB, ale aj dvojicou bodov,
ktoré sa na seba zobrazia. Oznacenie posunutia: T(AB):X - X'

/-'-'E‘
B -
v !;,
r'ﬂﬁ
X

Vlastnosti posunutia:

e Posunutie nie je involutérne zobrazenie.

e Posunutie nemd samodruzné body.

e Samodruiné priamky su vSetky priamky rovnobeiné s orientovanou
Gse¢kou AB.
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e Posunutie je priama zhodnost.
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e Obrazom lubovolnej priamky v posunuti je priamka s nou rovnobezna.
e Obrazom usecky XY v posunuti je usecka XY’ s nou zhodna a rovnobezina.

Priklad 3.

Zostrojte obraz Stvoruholnika ABCD v posunuti uréenom orientovanou useckou CA.
Riesenie:

T(CA): ABCD - A'BCD".

Obrazom Stvoruholnika ABCD v posunuti, ktoré je uréené orientovanou useckou C_A), je

Stvoruholnik A’'B°C’'D’ zhodny so Stvoruholnikom ABCD. Na jeho zostrojenie nam staci
posunut napriklad jednotlivé vrcholy daného Stvoruholnika. To znamen3, Ze budeme

vrcholy posuvat rovnobeZne s vektorom CA o dizku usecky CA. Bod A sa posunie
dobodu C(C = A4").

Priklad mozeme riesit aj tak, Ze posunieme len niektoré vrcholy Stvoruholnika ABCD
a obraz Stvoruholnika A'B'C'D” doplnime podla vlastnosti, Ze obrazom usecky
v posunuti je usecka s nou zhodna a rovnobezna.
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2.6 Otocenie

Pri oto¢eni mame znovu dve mozZnosti otacania, méZzeme otacat proti smeru a v smere
hodinovych ruciciek. Zavedieme preto pojem orientovany uhol.

Orientovanym uhlom AVB rozumieme usporiadanu dvojicu polpriamok VA, VB
so spoloénym zaciatkom V. Polpriamky V_A,V—E nazyvame ramena orientovaného uhla,

— —_—
VA je zaCiatoCné rameno, VB je koncové rameno, bod V je vrchol uhla.

Pod velkostou orientovaného uhla AVB budeme rozumiet velkost konvexného alebo
nekonvexného uhla AV B, ktory vytvorime otocenim polpriamky VA do polpriamky VB
pri pohybe v kladnom zmysle (proti smeru hodinovych ruciciek) alebo v zdpornom
zmysle (v smere hodinovych ruciciek).

Ak splyvaju polpriamky VA, VB rozumieme zakladnou velkostou orientovaného uhla
AV B velkost nulového uhla.

W

Nech je dany bod S a velkost orientovaného uhla a. Otocenie (rotdcia) ur¢ené bodom
Sauhlom a je zobrazenie R(S, @), ktoré kazdému bodu X priraduje bod X" tak, Ze plati:
|SX| = |SX’|a orientovany uhol XSX’je zhodny s orientovanym uhlom a.

otolenie o +
otodenieo-a

s

Otocenie je jednoznacne urcené stredom a uhlom otacania. Oznacenie otocenia:
RS, a):X-X.
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Vlastnosti otocenia:

Otocenia pre velkost uhla otocCenia a # km, k € R nie je involutornym
zobrazenim.

Samodruznym bodom otocenia je iba bod S.

Otocenie nemd samodruznu priamku pre velkost uhla otocenia @ # km, k € R.
Otocenie je priama zhodnost.

e Obrazom lubovolnej priamky p v otoceni so stredom S o uhol a je priamka p’
roznobeina s priamkou p, pricom vrcholové uhly, ktoré urcuju priamky p, p’,
maju velkost a.

Pozndmka. Otocenie Utvaru so stredom S a uhlom 180° méZeme nahradit stredovou
sumernostou so stredom S. Vyskusajte to sami na flubovolnom utvare.

Priklad 4.

Otocte rovnoramenny pravouhly trojuholnik ABC s pravym uhlom pri vrchole C okolo
bodu A o uhol 45°.

Riesenie:
R(A,45°):ABC —» A'B°C’.

Na zostrojenie otoCeného trojuholnika A’B'C’ vyuZijeme jednotlivé vrcholy
trojuholnika, ktoré postupne budeme otacat okolo stredu Ao uhol 45°. Podla
vlastnosti, Ze samodruznym bodom otocenia je iba stred otocenia, vrchol A bude
samodruZznym bodom otoéenia (4 = A”). Zvy$né body B, C otodime podla popisu
z definicie otocenia, a kedZe uhol otocenia je kladné Cislo, tak otacame proti smeru
hodinovych ruciciek. To znamend, Ze vedieme polpriamku bodom A tak, Zze uhol
polpriamok |<I(Z§,ﬁ) = 45°, atiez plati |AB| = |AB’|. Podobne otoéime
aj vrchol C.
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2.7 Podobné zobrazenia v rovine. Podobnost trojuholnikov

Podobné zobrazenie je zvlastnym pripadom zobrazenia.

Zobrazenie f mnoZiny M do mnoZiny M’ sa nazyva podobné (podobnostou)
s koeficientom k € R* prave vtedy, ked dvom navzdjom réznym bodom X, Y priradi
1XY’|

dva navzajom rézne body X', Y* tak, ze plati I k. Dany vztah vieme vysvetlit aj

tak, Zze podobné zobrazenie zachovava pomer dlZzok useciek.

Body X, Y nazyvame vzory, body X', Y’ su ich obrazy. Pre podobnost Gtvarov U, U’ sa
pouziva oznacenie: U~U".

V definicii uvedeny zépis k € R znamena, Ze &islo k je redlne a kladné (teda neméze
byt zaporné alebo 0). Ddvod je jednoduchy — poditame s dizkami Useciek a kazda dizka
usecky je vyjadrena kladnym cislom.

Cislo k sa nazyva koeficient podobnosti a mdze nadobudat hodnoty:

.....

e k > 1, potom hovorime, Ze ide o zvac¢Senie (obraz je ,vacsi“ ako vzor),

e k =1, potom hovorime, Ze ide ozhodnost (teda obraz avzor su rovnako
,velké”), plati teda, Ze zhodnost je len Specidlnym pripadom podobnosti,

e k <1, potom hovorime, Ze ide o zmensenie (teda obraz je mensi ako vzor).

Poznamka. Hodnota koeficientu podobnosti k zavisi od toho, ktory Utvar povazujeme
za vzor, a ktory za obraz.

Platia vety:

e Ak su dva utvary podobné, potom sebe odpovedajuce uhly si zhodné.
e Trojuholniky su podobné, ak sa zhoduju v dvoch vnutornych uhloch (veta uu).

1'| - 1 [

o ':', S S |

e Trojuholniky su podobné, ak sa zhoduju v uhle a v pomere stran leziacich na
jeho ramenach (veta sus).

ey
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e Trojuholniky su podobné, ak su odpovedajuce si strany Umerné (veta sss).
]

Priklad 5.

Na obrazku st uvedené dva Utvary — $tvorec ABCD so stranou dizky 2 cm a koso$tvorec
A’B'C'D" so stranou dizky 4 cm. Dizky uhlopriecok st vyznacené na obrazku. Zistite,
Ci su tieto utvary podobné.

Riesenie:
Najskor vypocitame pomer podobnosti k:

AB'| 4 _IBC| 4 __ICD|_4 _|AD| 4

T Al A ;—___21—___2'—__=21
|AB| 2 |BC| 2 |CD| 2 |AD| 2
pre pomer dizok uhloprie¢ok plati:
|A°C’| B 6,95 _ ac
|AC] 2,83

Z uvedeného vyplyva, Ze Gtvary nie si podobné, pretoze nemaju rovnaky pomer dizok
odpovedajucich si Useciek. Nasli sme iny pomer pre dizky uhloprie¢ok A°C’, AC,
podobne sme mohli uvaZovat o dizkach uhloprie¢ok B'D’, BD, kde by bol pomer k iny
nez 2.

Priklad 6.

K danému trojuholniku KLM s dizkami strdn 6 cm, 4 cm, 6 cm zostrojte dva podobné
trojuholniky K'L'M’, K”’L”"M"" postupne s koeficientmi k" = %, k' = g Su trojuholniky
K'L'M',K”L”"M" tiez podobné?
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Riesenie:
Vypocitame najskér dizky stran K'L", L'M’, K'M’. Plati:
KL k’ ! |K'L’| 1IKLI 3
_—= = - = — =
IKL| 2 2 cm
L] k’ 1 |L'M’| ! |LM| = 2
—_— = — = — = cm
|ILM]| 2 2

|K'M’| , 1 co 1
—k=—=>|KM|=§|KM|=3cm

|[KM| 2
Trojuholnik K'L’M" méa polovi¢né dizky stran ako trojuholnik KLM. Zostrojime

trojuholnik so stranami 3 cm, 2 cm, 3 cm.

K 3om

Pre trojuholnik K”'L"”"M"’ plati:
|[K”L”| , 3 o 3
=k =—=>|KL|=E|KL|=9cm

|KL| 2
LM =k = E = |L"M”| = E |[LM| = 6 cm
|LM| 2 2
LS =k" = E = |K"M”’| = EIKMI =9cm
|[KM| 2 2
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Z uvedenych vypoctov je mozné vidiet, Ze v prvom pripade ide o zmensenie a vdruhom
o zvacSenie. Trojuholniky K'L'M’,K”L"”"M" su tiez podobné (K'L'M'~ K 'L"M")
pretoze:

|KIILII| B |LIIMII| B |K/IM/I| B 9 6

— ) === 3_
|K'L’| |L"M’| |[K'M| 3 2

Priklad 7.

Tien stromu ma dlzku 35 m, tien kolmej metrovej ty¢e ma v tom istom case dlzku
148 cm. Vypocitajte vysku stromu, ak sinecné lice povazujeme za rovnobezné.

Riesenie:

Oznacime si trojuholniky ABC, A‘B°C’, ktoré su podobné podla vety uu, atiez B = B’.

5
-

Plati:
|A1Br| 3 |A,C,|
|AB| ~ |AC]|
1,48 1

o S AC| = 23,65 m.
35  |AC] IAC] m

Strom je vysoky 23,65 m.
Priklad 8.

Vypoditajte vymeru obdiZnikového pozemku s rozmermi v pomere 1:2 na plane
v mierke 1:3000, ak v skuto¢nosti ma pozemok 18 ha.

RieSenie:

Oznaéme strany pozemku v skutoénosti ako a’, b’, pricom tento obdIznik je podobny
obdizniku so stranami a, b. Zo zadania vieme, Ze plati: a” = 2b" a vypoéitame teda
skuto€né rozmery pozemku nasledovne:
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S$"=180000m?2 =a’.b" = 2.(b")?
9.10000 m? = (b")?
b"=300m

Z uvedeného vyplyva, Zze pozemok ma rozmery 300 m a 600 m. KedZe pozemok
v skutoénosti je podobny pozemku, ktory je zakresleny na mape s mierkou 1:3000, plati
1 mm na mape zodpoveda 3000 mm v skutocnosti, potom

1 a

3000 _ 300.1000 ~ &~ 100mm.

Odtial vyplyva, Ze pre druhy rozmer pozemku je b = 200 mm. Obsah obdiznikového
pozemku na mape je S = a.b = 200 cm?.

Prikladom podobného zobrazenia v rovine je rovnolahlost, ktoré ma vsetky vlastnosti
podobného zobrazenia (uvadzame ich v Uvode tejto podkapitoly), ale naviac ma taku
vlastnost, Ze v zobrazeni sebe odpovedajice si priamky (resp. Usecky) su vidy
rovnobezné.

Vrovine je dany bod S a Yy ER,y # 0,y # 1. Ku kazdému bodu X (vzor) roviny
zostrojime bod X (obraz) podla predpisu:

e AkX =S, potomX =S,
o Ak X # S, zostrojime bod X” na priamke SX tak, aby pre dizky Useciek SX*, SX
ISx’

platil vztah IS_X|| = |x|, priCom, ak y > 0, zostrojime bod X" na polpriamke S_X),

ak ale y < 0, zostrojime bod X" na opacnej polpriamke k SX.

Bod S nazyvame stred rovnolahlosti, realne Cislo y koeficientom rovnolahlosti.

Oznacenie rovnolahlosti so stredom S a koeficientom rovnolahlosti y: H(S, x):
X - X.

Priklad 9.

Zobrazte bod X v rovnolahlosti danej stredom rovnolahlosti S (X # S) a koeficientami
1

RieSenie:

KedZze y =2 > 0, leZi bod X" na polpriamke SX. Zostrojime teda polpriamku SX
a odmeriame vzdialenost bodov S,X. Zvolili sme si |SX| = 3 cm. Vypocitame
vzdialenost |SX’| = |SX|.|x| = 3.2 = 6 cm. Bod X" leZi vo vzdialenosti 6 cm od bodu

S na polpriamke SX.
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V druhom pripade je y = —%. KedZze y = —% < 0, lezi bod X’ na opacnej polpriamke

k polpriamke SX. Zostrojime opacnu polpriamku k polpriamke SX a odmeriame
vzdialenost bodov S, X. Ajvtomto pripade sme si zvolili |SX| = 3 cm. Vypoditame

vzdialenost |SX’| = |SX]|.|x| = 3. |—§| =§ cm. Bod X’ leZi vo vzdialenosti 1,5 cm

od bodu S na opacnej polpriamke k SX.

e

—_—_— = = —g— —

e
[

Ulohy na precvi¢enie

1.

Dané su dva $tvorce ABCD, A'B'C'D’ sdizkami stran 2cm a 5cm. Zistite, &i su
podobné.

. Dané su dve kruznice k(S;,3 cm), I(S,, 3 cm). Zistite, ¢i su podobné.

. Stvorec ma dizku strany a = 2 cm. Zostrojte podobny $tvorec s koeficientom

podobnosti k = 1,5. Ide o zvacsenie?

. Stredy stran kosoStvorca su vrcholy rovnobeznika. Su tieto utvary podobné?

. Trojuholnik ABC ma vnutorné uhly velkosti @ = 30°,y = 45°. Trojuholnik KLM ma

vnutorné uhly k = 105°, 1 = 30°. SU podobné?

. Rozhodnite, ¢i su trojuholniky ABC, A'B’C’ podobné, ak a = g,b = %,y =70%a =
5 .11 .
E'b = Y = 70°.

. Vypocitajte vymeru pozemku, ktory je na mape v mierke 1:10000 zobrazeny

plochou 13,4 cm?.

. Budova skoly vrha tien na rovinu dvora 16 m dlhy a v tom istom ¢ase zvisla metrova

ty€ vrha tient 132 cm dlhy. Zistite vySku budovy Skoly.
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9. Priama cesta rovnomerne stupa na kazdych dvoch metroch o 46 cm. O kolko metrov
stupne cesta na vzdialenosti 270 m?

10. Nastupiste lanovky, ktord rovnomerne stupa, je vzdialené 4200 m od jej cielového
miesta a postavené je o 180 m nizsie. Ako daleko od nastupista je cestujuci, ak sa
nachadza vo vyske 50 m nad zemou?

11. Narysujte rovnostranny trojuholnik ABC so stranou a = 3,5 cm. Zvolte v jeho
vnutri bod M a zostrojte rovnolahly trojuholnik A'B'C° podla stredu M

- 3
a s koeficientom y = — e
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3 KonStrukécné udlohy rieSené metdodou zhodnych
a podobnych zobrazeni

Nasledujuca kapitola bude obsahovat riesené konstrukéné ulohy s vyuZitim metdd

stredovej sumernosti, osovej siumernosti, otocenia, posunutia, ale aj podobnosti

a rovnolahlosti. Ulohy budu rie$ené s prihliadanym na jednotlivé fazy riedenia — naért,

rozbor, postup konsStrukcie, konstrukcia, skuska, diskusia, nevyhnutnych pri rieseni
konstrukcnych uloh.

Priklad 1.

Dané su dve réznobeiné priamky p, g a bod F, ktory nelezi na priamkach. Zostrojte
Stvorec ABCD so stredom F tak, aby bod A patril priamke p a bod C priamke g.

Riesenie:

Nacrt

Rozbor

Ked ndjdeme z hladaného Stvorca bod A alebo bod C, tak dany Stvorec ABCD vieme
zostrojit. Nech mame napriklad bod A, ktory patri priamke p. Potom bod C je obrazom
bodu A v stredovej simernosti podla bodu F. TiezZ plati: bod A lezi na priamke p, tak
bod C bude lezat na obraze priamky p v stredovej sumernosti podla bodu F. Zo zadania
ulohy ma teda bod C leZat na priamke g a zaroven na priamke p”.
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Postup konstrukcie Konstrukcia

1. p,qF
2.pS(F)p-p
3.C;Ceqny’

4. A;S(F):C - A

5. k; k(F, |AF|)

6. m;FeEmm.Ll AC
7. B,D;knm = {B, S}
8. ABCD

Skuska

Vyplyva z rozboru a konstrukcie.

Diskusia

Vietky kroky konstrukcie st jednozna¢né. Uloha ma jedno riesenie.
Priklad 2.

Dana je priamka b a kruZnice k, I. Zostrojte usecku XY tak, aby bod X patril kruznici k,
bod Y patril kruznici/, stred usecky XY bol bodom priamky b, a aby usecka XY bola kolma
na priamku b.

Riesenie:
Nacrt
r.'/"?'- ,
|. .:" .
1 | b
- /;.
v H\i__v
( i |
Rozbor

Ak najdeme bod X alebo Y podla podmienok zo zadania ulohy, usec¢ku XY vieme
zostrojit. Nech napriklad mame bod X, potom bod Y je jeho obraz v osovej sumernosti
podla priamky b. KedZe bod X lezi na kruznici k, tak bod Y musi lezat na obraze k’
kruznici k, a tiez bod Y lezi na kruznici /.

40



AN 4
- T~ I
k; - . . |
! -~ - M|
/
SV \
\ : e ;J '|
&a“.-\.\_ - - g ;_.'lll
i
Postup konstrukcie KonsStrukcia
1. bk, T
2. k8S(b):k -k v ™
3.V;Yek'nl s\
4. X;S(b):Y » X | 1) 1,
5. XY |
\x\\-. : .-""X’r
b |
K, .
! . ~ |
I Fy .‘? \‘*Y
\ o / I'|
W 0 L
‘I:‘_\_\_ _ - - / -}_-III
Yo -
Skuska

Vyplyva z rozboru a konstrukcie.
Diskusia

Uloha ma najviac dve riedenia, pretoze sa kruznice k” a/ pretni maximalne v dvoch
bodoch.

Priklad 3.

Dana je priamka p, kruznica k a body C, D. Zostrojte rovnobeznik ABCD, ak bod A patri
priamke p, bod B patri kruznici k.
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Riesenie:

Nacrt
P |I
|I
s #°
7
At l/' B \\:
|| |I\ . l||
| N
Rozbor

Predpokladajme, Ze dany rovnobeznik ABCD mame zostrojeny. KedZze mame body C, D
astrany AB, CD rovnobeZnika su navzdjom rovnobezné, tak posunutie v smere

orientovanej Usecky DC zobrazi bod Ado bodu B. Posunieme preto vsmere
orientovanej Usecky DC priamku p, jej obrazom je priamka p°. Bod B musi teda lezat aj
na priamke p’, aj na kruznici k.

|
P

[ =)

|
I
do

Postup konstrukcie

1. p,k,C,D

2. p% T(m')):p -p
3.B;BeEp Nk

4, A;T(C—D)):B - A
5. ABCD
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Skuska
Vyplyva z rozboru a konstrukcie.
Diskusia

Pocet rieSeni zavisi od pocétu prieseénikov priamky p” a kruinice k. Uloha ma dve
rieSenia.
Priklad 4.

Z pravidelného Sestuholnika ABCDEF zostali len body T, X, Y, pricom bod T je stredom
Sestuholnika abody X, Y sU postupne body patriace strandam AB, CD daného
Sestuholnika ABCDEF.

RieSenie:
Nacrt
@
.
x. @y
Rozbor
Sestuholnik mozZeme otacat okolo jeho stredu T postupne

o 60°,120°,180° 240° 300° avtedy sa zobrazi sam do seba. (Vieme to preto, Ze
Sestuholnik vieme rozdelit na Sest rovnostrannych trojuholnikov, t. j. vnutorné uhly
maju velkost 60°). KedZe body X, Y lezia na stranach AB, CD, vyberieme také otoCenie
okolo bodu T, aby sa otocil bod X do bodu X’, teda strana AB na stranu CD. Uhol
otoCenia bude 120°. Obrazom bodu X v danom otoceni je bod X', ktory sa zobrazi

na usecku CD. Potom na priamke YX lesi aj usecka CD.
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Postup konstrukcie Konstrukcia
1. T,X,Y

X3 R(T,120°):X - X~
m,TeEmm.L Yx
Z;ZemnYX

C,D;CEYX, D€YX, |«CTZ| =
|«DTZ| = 30°

. k; k(T,|TC])

. ABCDEF

iAW

N O

Skuska

Vyplyva z rozboru a konstrukcie.

Diskusia

Uloha mé jedno riedenie.

Priklad 5.

Zostrojte trojuholnik ABC, ak pozndte @ = 45°, = 60°,v, = 5 cm.
Riesenie:

Nacrt

Rozbor

Ak pozname dva vnutorné uhly a,f, vedeli by sme zostrojit nekonecne mnoho
trojuholnikov, ktoré by mali tieto velkosti uhlov, ale nemali by predpisanu vysku
v, = 5cm. Zostrojime jeden pomocny trojuholnik AB’C” svnutornymi uhlami

a = 45° B = 60°. Lubovolne zostrojime Usecku A’B’a dve polpriamky m,ﬂv’ tak,
Ze |<B’AM| = 45°, |<AB’N| = 60°. Bod C’ je prienikom polpriamok W,W. Pre
trojuholniky AB’C’, ABC bude platit, Ze su podla vety uu podobné. Vo vzdialenosti
v, = 5 cm zostrojime priamku p rovnobeini s A'B’. Bod C je prienikom polpriamky

AM a priamky p. Rovnobezka s Use¢kou B'C” prechadzajica bodom C uréi bod B.
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Postup konstrukcie Konstrukcia
1. AB’; |AB|” — l'ubovolne
AM; |<B’AM| = 45°

B'N; |<AB’'N| = 60°
C;C € AMNB'N

AB’C’

p;p | AB’, |p, AB’| = 5 cm
C;CepnAM

qq I BC,C€Eq
.B;BeqnAB

10. ABC

© N O UEWN

Skuska

Trojuholnik ABC ma vnutorny uhol pri vrchole B velkost f = 60°, pretoze q || B'C".
Pri vrchole A je zase uhol velkosti @« = 45°, pretoZe |<B’AM| = 45°. Trojuholnik ABC
ma vysku v, = 5 cm, pretoze |p, AB| = 5 cm.

Diskusia

Uloha mé jedno rie$enie, lebo pomocny trojuholnik AB’C” je podla vety usu zostrojeny

jednoznacne a prienik priamok q,ﬁje len jeden bod B.
Priklad 6.

Do daného trojuholnika ABC vpiste Stvorec KLMN tak, aby strana KL lezala na strane
AB, bod M lezal na strane BC a bod N na strane AC.

Riesenie:
Rozbor

Na konstrukciu Stvorec KLMN su uvedené viaceré podmienky. Zanedbame
podmienku, aby bod M lezal na strane BC. Vtomto pripade vieme zostrojit vela
pomocnych Stvorcov K'L"M’N" tak, aby jeho strana K'L’ lezala na strane AB, bod N’
patri strane AC. Ak pouzijeme rovnolahlost so stredom vo vrchole A trojuholnika ABC,
potom zobrazime pomocny Stvorec K'L’M’N” do hlfadaného Stvorca KLMN tak,ze M €

AM’" N BC.
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Postup konstrukcie Konstrukcia

1. ABC

2. K'L'M’'N" — pomocny Stvorec
3. M;M € AM’ n BC

4. KLMN

Skuska

Zostrojeny $tvorec KLMN splifia podmienky zo zadania dlohy.

Diskusia

Uloha méa najviac jedno rieenie. Ak je trojuholnik ABC tupouhly stupym uhlom
vo vrchole A, Uloha nema rieSenie, pretoze strana KL by nelezala na strane AB, ale

na priamke AB.

Ulohy na precvicenie

1.

Dana je priamka p, kruznica k a dva r6zne body S, O. Zostrojte trojuholnik ABC tak,
aby bod A lezal na priamke p, bod B na kruznici k a body S, O boli postupne stredmi
stran AC, BC trojuholnika ABC.

. Body X, Y, V patria stranam postupne leZiacich na priamkach ﬁ, ﬁ,(CT)) obdlznika

ABCD a bod Z je prieseénik uhloprie¢ok daného obdlznika. Zostrojte obdiznik ABCD.

. Dané su dve sustredné kruznice k, | a bod S, ktory lezi na kruznici s mensim

polomerom. Zostrojte rovnobeznik so stredom S, ktorého vrcholy lezia na danych
kruzniciach k, /.

. Dané su dve kruznice k, | a priamka p. Zostrojte rovnostranny trojuholnik ABC,

ktorého taznica t. lezi na priamke p a vrcholy A, B leZia postupne na kruZniciach k, /.

. Dana je priamka p a dva r6zne body A, B, ktoré leZia v jednej z polrovin s hrani¢nou

priamkou p. Ndjdite bod X na priamke p, aby sucet Useciek AX, BX bol minimalny.

. Dané su dve rovnobezné priamky x, y a priamka z s nimi r6znobezna. Zostrojte

Stvorec XYZV, ktorého vrchol X leZi na priamke x, vrchol Z na priamke z a uhlopriecka
YV je ¢astou priamky y.

. Dané su dve kruZnice k, I, priamka p a Usecka AB. Zostrojte priamku g rovnobeznu

s priamkou p tak, aby vzdialenost medzi jej priesec¢nikmi s kruznicami k, / bola rovna
dizke usecky AB.
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11.

12.
13.

14.

15.

16.

. Dané su r6znobeziné priamky x, y, z a kladné Cislo w. Zostrojte také body X, Y, ktoré

leZia postupne na priamkach x, y tak, aby priamka XY bola rovnobezné s priamkou
z a dizka usecky XY sa rovnala &islu w.

. Dané su dve roznobeiné priamky p, g, bod T a rovnoramenny trojuholnik KLM.

Zostrojte trojuholnik TUV podobny s trojuholnikom KLM tak, aby bod U patril
priamke p a bod V patril priamke g.

. Zostrojte rovnostranny trojuholnik ABC, ktorého vrcholy lezia na troch
rovnobeznych priamkach.

Dana je kruZnica k a dva r6zne body P, Q. Zostrojte dve rovnobezné priamky p, g
prechadzajuce postupne bodmi P, Q tak, aby pretinali kruznicu k v bodoch X, Y
ohranicujucich Stvrtinu kruznice.

Zostrojte trojuholnik ABC, ak poznate a = 60°,f = 45°,t. = 6 cm.
Zostrojte kosoStvorec ABCD, ak pozndtea =5 cm,e: f = 3: 4.

Do polkruhu s priemerom AB vpiste Stvorec KLMN tak, aby strana Stvorca
KL lezala na AB.

Danému ostrouhlému trojuholniku ABC vpiste obdiznik KLMN, ktorého strany su
v pomere 3: 2 tak, aby strana M N leZala na strane BC.

Vpiste do daného uhla AV B kruznicu, ktora prechadza bodom M.
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4 Geometrické miesta bodov. Konstrukcné ulohy

Podobne ako sme sa venovali konStrukénym uloham v 3. kapitole, tak na nu
nadviazeme, ale teraz v konstrukénych ulohach budeme vyuZivat vlastnosti mnozin
sdanou vlastnostou. V nasledujicej podkapitole najskor uvedieme prehlad
najdolezZitejSich geometrickych miest bodov s konkrétnou vlastnostou.

4.1 Geometrické miesta bodov v rovine
Geometricky utvar vytvoreny vsetkymi bodmi s danou vlastnostou (geometrické
miesto bodov) je Utvar, ktorého véetky body splfiaju dve podmienky:

e kazdy bod, ktory ma predpisanu vlastnost, patri tomuto Utvaru,
e kazdy bod tohto Utvaru ma predpisanu vlastnost.

Pri rieSeni konStrukénych uloh v rovine hladdme a zostrojujeme jeden alebo niekolko
nezndmych bodov. Kazdy z nich je charakterizovany svojimi vlastnostami, ktoré
musime zistit. Tieto vlastnosti nam umozZnuju zaradit nezname body do niektorych
mnozin vsetkych bodov s danou vlastnostou. Ak pozname dve takéto vlastnosti
nezndmeho bodu, resp. neznamych bodov, méZzeme zostrojit dve prislusné mnoziny
véetkych bodov s danou vlastnostou. Body, ktoré spifiaju jednu z podmienok, tvoria
mnozinu M a body, ktoré spiiaji druht podmienku tvoria mnozinu M. Rie$enim tlohy
su spoloéné body tychto mnotzin, t. j. prienik mnozin M a M. Ak je prienikom prazdna
mnozina, Uloha nema vyhovujuce riesenie.

NajznamejsSie geometrické miesta bodov vyuzivané v planimetrickych konstrukénych
ulohach su:

Os usecky je mnoZinou vsetkych bodov v rovine, ktoré maju rovnaku vzdialenost
od krajnych bodov usecky.

Konstrukény postup osi Usecky AB
1. AB
2. ki;ki(Ar),r> % |AB|
3. ky k(B 1),k k, (B, 1)
4. B,P;knk,={P, P}

5. 0,0=PP,
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Konstrukcia osi 0 usecky AB
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Os uhla réznobeziek je mnozZinou vsetkych bodov v rovine, ktoré maju rovnaku
vzdialenost od danych réznobezZiek (uhol r6znobeZiek je ostrym uhlom).

Konstrukény postup osi uhla 0 réznobeziek a, b
1. a,bV;aktbVeanbhb
2. k;k(V,r),r ... lubovolny
3. $1,55; S1€knaS, €knb
4. ki, ky; ky(Sy,10),ky(S,, 1), 11 ... lubovolny
5. P;Pek,nk, P e€xS,VS,
6. 0,0= VP

Konstrukcia osi uhla 0 réznobezZiek a, b

Os konvexného uhla je mnozinou vSetkych bodov daného uhla (polpriamka), ktoré
maju rovnaku vzdialenost od jeho ramien.

Konstrukény postup osi o konvexného uhla
1. a,bV;atbVeanbhb
2. k;k(V,r),r ... lubovolny
3. $1,5; S1€kna S, €Eknb
4. ki, ky; ki (Sy,10),ky(S,, 1), 11 ... lubovolny
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5. P;Pek,nk, P e xS,VS,
6. 0;0 =W’)

Konstrukcia osi o konvexného uhla

Ekvidistanta priamky je mnozinou vsetkych bodov v rovine, ktoré maju rovnaku
vzdialenost v od danej priamky.

Konstrukény postup ekvidiStanty e;, e, priamky p
1. pmmlp
2. §;SeEmnyp
3. k;k(S,7r =v)
4. X, X;;mnk ={X,X,}
5. e;; X, €e,e1Llm
6. e;; X, €Eeye, L m

Konstrukcia ekvidistanty e, e, priamky p

Os rovinného pdsa je mnozinou vsSetkych bodov vrovine, ktoré maju rovnaku
vzdialenost v od dvoch rovnobeznych priamok.
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Konstrukény postup osi 0 rovinného pasa
1. a,b;all b
2. X;;X, €a

3. mXieEmmla

4. X, X, EmnNb

5. 0;0..05 X;X,

KonsStrukcia osi 0 rovinného pasa

KruZnica je mnoZinou vsetkych bodov v rovine, ktoré maju rovnaku vzdialenost r
od daného bodu S. Vzdialenost r nazyvame polomer kruznice a bod S je stred kruznice.

Ekvidistanta kruZnice je mnoZinou vsetkych bodov vrovine, ktoré maju rovnaku
vzdialenost v od danej kruznice, pricom 0 < v < r. EkvidiStanta kruznice je sustredna
kruznica s danou kruznicou.

KonsStrukény postup ekvidistanty e,, e, kruznice k
1. k;k(S,1)
2. e; e (S,r—v),0<v<r
3. ey e,(S,r+v)

KonStrukcia ekvidiStanty e, e, kruznicek
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Nech je dana usecka AB auhol a, 0° < a < 180°. MnozZinou vSetkych vrcholov X
uhlov <AXB v rovine, pre ktoré plati |XAXB| = a, je kruZznicovy oblik AXB a jeho

obraz vosovej sumernosti sosou AB okrem bodov A,B. Tuto mnozinu casto
oznacujeme ako mnoZinu G.

Konstrukény postup mnoziny G

1.
2.

3.
4.

5.

6
7.
8
9

AB

XBAZ; |<BAZ| = «a
ﬁ; ﬁLA_Z)
0;0..0s AB

S:SeonAY

. $;;0(AB):S - 8,

k; k(S,r = |SA|)

. k1; k1(51,7' = |S1A|)

. mnozZinou G su vacsie obluky kruznic k, k; nad useckou AB

Konstrukcia mnoZiny G (0° < a < 90°)




Ak pre uhol a plati 90° < a < 180° tak vkonstrukcii mnozZiny G vyuZijeme
predchadzajuci postup. MnoZinou G su potom mensie obluky kruznic k, k; nad useckou
AB.

Konstrukcia mnozZiny G (90° < a < 180°)

Pozndmka. Ak uhol a = 90°, tak mnozZinu G nazyvame Talesova kruznica, ktorej

. Py ‘. , AB
stredom je stred usecky AB a pre polomer r kruznice platir = % okrem bodov A, B.

Priklad 1.

Zostrojte kruznicu, ktora ma polomer r adotyka sa dvoch danych kruznic
k1(S1,71), k3(S;,13) zvonka.

Riesenie:

Nacrt

Rozbor

Geometrickym miestom stredov kruZnic, ktoré maju dany polomer r a dotykaju sa
danej kruznice s polomerom r; zvonka, je sustrednd kruznica s polomerom 71, + 7.
Preto plati, Ze stredy kruznic, ktoré sa danych kruznic k; a k, dotykaju zvonka, su
spolo¢né body kruznic k;(Sy, 1y + 1), ky(S,, 15 + 7).
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Postup konstrukcie Konstrukcia
1. k;:kzj ki(S1,11), k2(Sz,12)
2. ki ki(Sy,ri =1 +71)

ky; ky(Syry =154 71)

S; Sek Nk,

k; k(S,7)

vk w

Skuska

Stredom kruZnice k je bod S, ktory je od kruznic k,, k, vzdialeny o dany polomer r. Teda
kruznica k sa dotyka kruZnice k; v bode T, kruZnice k, v bode T, a stred S lezi
na kruZniciach k;, ké s polomermi r; + 1,1, + 1. KruZznica k vyhovuje podmienkam
ulohy.

Diskusia

Uloha méZe mat dve, jedno alebo Ziadne rie$enie podla polohy stredov S;,S,
a dlzky polomerov 7y, 1, 1.

Priklad 2.

Zostrojte kruznicu, ktora sa dotyka dvoch danych rovnobeZnych priamok p, g a danej
kruznice k(S,7).

Riesenie:

Nacrt

4]
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Rozbor

Geometrickym miestom bodov, ktoré maju rovnaku vzdialenost od dvoch réznych
rovnobeZznych priamok, je os rovinného pasu (vzdialenost osi od priamok oznaéme ;).
Geometrickym miestom stredov kruznic, ktoré maju polomer r; a dotykaju sa danej
kruznice s polomerom r zvonka aj zvnutra, su sustredné kruznice s polomerom
r+1r,r—rn.

Postup konstrukcie Konstrukcia
1. p,q.k;p |l q,k(S,7)
2.0;0={X€p,l|X,p|l=
|X, ql = rl}

L; LGS, r+1)

Ly; L(S,r—r1)

SuSyonly ={5,8,})

ki, Ko kq(S1,71), ky(Sz, 1)

S5, S;0N 1, ={S5,5,}

ks, kq; k3(S3,11), ka(Ss,11)

O NV AW

Skuska

Stredmi kruznic kq, k,, k3, k4 st body S;,S,, S5, 5,4, ktoré leZia na osi rovinného pasu
ohrani¢eného priamkami p, g (vzdialenost tejto osi od priamky p, resp. od priamky g,
je ry) a st od kruZnice k vzdialené o polomer ;. KruZnice k4, k, sa dotykaju kruznice k
zvonka, kruznice ks, k, sa dotykaju kruZnice k zvnutra. Kruznice k4, k5, k3, k4 vyhovuju
podmienkam ulohy.

Diskusia

Uloha méze mat $tyri alebo Ziadne rieenie podla polohy stredov S;, S,,S3, S, a dizky
polomerov ry, 7.

Priklad 3.
Zostrojte trojuholnik ABC, ak st dané dizky strany c, vysky v, a taZnice t,.
Riesenie:

Nacrt
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Rozbor

Dana je Usecka AB s dizkou strany c, preto hladdme vrchol C. Ten musi spifiat dva
podmienky, ato, Ze musi mat od priamky AB vzdialenost v,, preto geometrickym
miestom bodov C su dve rovnobezky p;, p, s priamkou AB vo vzdialenosti v, a zaroven
musi mat od stredu M strany AB vzdialenost t., preto geometrickym miestom bodov C
je kruznica k(M, t.).

Postup konstrukcie Konstrukcia
1. AB; |AB| =c¢

p1; p1 | AB, |p,, AB| = v,
M; |[MA| = |[MB|

k; k(M,t.)
C;Cepynk

ABC

ounhkwnN

P>
Skuska

Trojuholnik ABC spifia podmienky uvedené v zadani Ulohy, pretoZe jeho strana je
|AB| = c, vrchol C leZi na kruZnici k, ktorej stred M je stredom strany AB a polomer ma
dizku taznice t,, a tieZ bod C le#i na priamke p; rovnobeZnej so stranou AB, pricom
vzdialenost tychto priamok sa rovna dizke vysky v,.

Diskusia

Prvé Styri body uvedené v postupe konstrukcie su jednoznacné. Pocet rieSeni ulohy
zavisi od poctu priesecnikov kruznice k s priamkami p;, p,. Ak je v, < t., su priamky
P1, P2 se€nicami kruznice k, uloha ma dve rozne riesenia, t. j. trojuholniky ABC, ABC;
pre priamku p; a trojuholniky ABC,, ABC; pre priamku p,. Ak v, = t,, su priamky p,,
p, doty&nicami kruznice k. Uloha mé jedno rieSenie pre priamku p; (jedno rie$enie pre
priamku p,). V kazdom pripade vysledkom rieSenia je rovnoramenny trojuholnik. Ak je
v, > t., su priamky p;, p, nesecnicami kruznice k, uloha nema Ziadne rieSenie.

Priklad 4.
Zostrojte trojuholnik ABC, ak st dané dizky strany c, taZnice t, a velkost uhla y.

Riesenie:
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Nacrt

Rozbor

Use¢ku AB s dizkou strany c vieme zostrojit, preto hladéame vrchol C. Vzdialenost
vrcholu C od stredu C” strany c je t., t. j. vSetky body C splfiajuce tuto vlastnost, a teda
leZia na kruznici k, (C’; t.). Dant mnoZinu bodov oznaéme ako mnoZinu M;. MnozZinou
M, bodov C, z ktorych vidiet usecku ¢ pod uhlom y, je kruznicovy obluk kruznice k,
(v jednej polrovine s urcujucou priamkou AB), ktorej stredovy uhol prislusny k tetive
dizky ¢ ma velkost 2y.

Postup konstrukcie Konstrukcia

1. AB; |AB| =c¢

ki kq(C ) X
ko ko ={X € p, |%AXB| = v}
C; Cek,nk,

ABC

vk wnN

Skuska
Trojuholnik ABC splifia podmienky ulohy, pretoze jeho strana je |AB| = ¢, vrchol C lezi
na kruznicovom obluku ACB kruznice k,, preto je |XACB| = y.

Diskusia

Pocet rieseni Ulohy zavisi od vzdjomnej polohy kruznic kq, k,, preto méze mat dana
uloha dve, jedno alebo Ziadne rieSenie.
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Ulohy na precvicenie

1.
2.

S.

Zostrojte trojuholnik ABC, v ktorom poznate: ¢ = 5; v, = 2; a = 3.

Zostrojte  trojuholnik  KLM, ak poznate: |LM| = 6,3; |<LKM| = 106°;
|<LMK| = 47°.

. Zostroj trojuholnik KLM, ak poznate: m = 6,9; v, = 5,9; v, = 4,6.
. Zostroj trojuholnik KLM, ak poznate: m = 6; t,, = 5; v,, = 4.

. Dana je priamka w, na nej lezi bod R a mimo nej lezi bod Q. Zostroj kruznicu k, ktora

bude prechadzat bodom Q a dotykat sa priamky w v bode R.

. Dana je kruznica k(S,4cm) a bod A. Zostrojte mnoZinu vsetkych bodov, ktoré maju

od kruznice k vzdialenost 2 cm a od bodu A vzdialenost 3 cm, ak bod A lezi
na kruznici k.

. Dand je kruZnica k(S,3cm) a priamka p, pricom vzdialenost |S, p| = 7 cm. Zostrojte

vsetky kruznice, ktoré sa dotykaju kruznice k, priamky p a maju polomer 2 cm.

. Zostrojte trojuholnik ABC dany dizkou strany c, taznicou t; a polomerom r kruznice

opisane;j.

Zostrojte trojuholnik ABC, ak poznéte dizku strany c a dizky taznic te, ty.

10. Zostrojte trojuholnik KLM, ak poznate dizky vietkych troch jeho taznic.

11. Zostrojte trojuholnik PQR, ak poznate dizky vietkych troch jeho vy3ok.

58



5 Zakladné vety stereometrie. Polohové a metrické
vlastnosti linearnych utvarov v priestore

V tretej kapitole sa budeme venovat rovnobeinému premietania z pohladu jeho
definovania a popisu vlastnosti. Uvedieme najdélezitejSie pojmy a vlastnosti suvisiace
svykladom danej problematiky. TaktieZz sme v kapitole spracovali problematiku
suvisiacu so zistovanim polohovych a metrickych vlastnosti réznych linearnych
geometrickych Udtvarov v priestore. Popisané vlastnosti geometrickych Utvarov
budeme demonstrovat aj konkrétnymi prikladmi, ktoré si vhodne doplnené aj
0 nazorné obrazky.

5.1 Volné rovnobeiné premietanie

Medzi najpouzivanejSiu metddu zobrazovania v sekunddrnom matematickom
vzdeldvani patri volné rovnobeiné premietanie. Ako teda spravne znazornit
trojrozmerné teleso v rovine s vyuzitim uvedenej metédy?

Pri rieSeni uloh v priestore maju vyznamnu ulohu obrazky a nacrtky, a preto treba
vediet s nimi aj pracovat. Priemetom geometrického Utvaru vo volnom rovnobeznom
premietani je geometricky Utvar, ktory pozostdva z rovnobeinych priemetov
vyznamnych bodov zobrazovaného utvaru.

Zakladom zobrazovania geometrickych Utvarov vo volnom volnobeZznom premietani
je rovnobeiné premietanie Utvaru z trojrozmerného priestoru do jednej roviny.
Rovnobeiné premietanie je jedna z najjednoduchsich zobrazovacich metdd, a pritom
je dostato€ne ndzornd. NajcastejSie sa vo volnom rovnobeZznom premietani zobrazuju
telesa ako kocka, kvader, kuzel, valec, gula a r6zne skupiny telies z nich kombinované
(Rumanova a kol., 2022).

Pozndmka. Castejsie ako rovnobeiné premietanie sa v $kolskej praxi pouZiva pojem
volné rovnobeiné premietanie. Toto premietanie je pripadom rovnobeiného
premietania z priestoru do roviny, ktoré ale nie je viazané na Ziadnu suradnicovu
sustavu v priestore.

Uvedme definiciu rovnobeZného premietania z priestoru do roviny, ktord nazyvame
priemetna. Dand je lubovolnd priamka s a lubovolna rovina a (priamka s je r6znobezna
s rovinou a). Zobrazenie f z priestoru do roviny a, ktoré priraduje lubovolnému bodu
X bod X', ktory vznikne prienikom priamky s* aroviny @, sa nazyva rovnobeiné
premietanie s danym smerom premietania s a priemetrfiou a (pozri obrazok). Priamka
s* prechadza bodom X a je rovnobeZna so smerom premietania s.
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V pripade, Ze je priamka s kolma na priemetnu a, tak premietanie nazyvame ko/lmym

(pravouhlym) premietanim.

Zakladné vlastnosti rovnobezného premietania su:

Rovnobeznym priemetom priamky, ktora je rovnobeinda so smerom
premietania, je bod.

Rovnobeznym priemetom priamky, ktord nie je rovnobeznda so smerom
premietania, je priamka.

Rovnobeinym priemetom roviny, ktora je rovnobeina so smerom premietania,
je priamka.

Rovnobeznym priemetom roviny, ktora nie je rovnobeina so smerom
premietania, je celd priemetna.

Rovnobeiné a zhodné usecky, ktoré nie si rovhobeiné so smerom premietania,
sa v rovhobeZznom premietani zobrazia do rovnobeznych a zhodnych uUseciek.
Stred Usecky sa v rovnobeZnom premietani zobrazi do stredu usecky.

Rovinny utvar, ktory lezi v rovine rovnobezZnej s priemetriou, sa v rovhobeznom
premietani zobrazi do zhodného utvaru s danym rovinnym utvarom.

V rovnobeZnom premietani sa zachovava rovnobeznost a usporiadanie bodov
na priamke.

Ak priamky su navzdjom kolmé (ale Ziadna z nich nie je kolma na priemetriu), tak
ich priemety su tiez kolmé priamky prdve vtedy, ked' je aspon jedna z priamok
rovnobezind s priemetnou.

Pozndmka. Z vlastnosti rovnobeiného premietania je zrejmé, Ze priemetom bodu je
bod. Ak bod leZi na priamke, tak aj jeho obraz bude potom lezat na obraze priamky.
Zaroven plati, Ze vSetky body priemetne a sa zobrazia samé do seba. Rovina

rovnobeind s priemethou sa nazyva priecelnd rovina. O telese, ktoré ma niektoru
zo stien rovnobeZnu s priemetriou, potom hovorime, Ze je v prieCelnej polohe.

Zobrazovanie telies z priestoru do roviny by malo spifiat zasady spravnosti, ndzornosti,
ale aj jednoduchosti. Niekedy aj spravne zostrojeny priemet telesa nemusi byt
dostatocne nazorny (nevieme zistit vztahy medzi jednotlivymi hranami, stenami telesa
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alebo iné déleZité vlastnosti telesa). Dalej popi$eme zobrazenie niektorych zakladnych
telies (priestorovych geometrickych utvarov) vo volnom rovnobeZznom premietani tak,
aby spifiali véetky spomenuté zasady.

V skolskej praxi sa naj¢astejsSie pouziva také volné rovnobezné premietanie, v ktorom
sa Usecka kolma na priemetnu zobrazi do Usecky, ktorad zviera uhol 45° s obrazom
isecky rovnobeinej s priemetriou. Dizka zobrazenej usecky sa zmensi na polovicu.
Na obrazku je naznacena konstrukcia kocky ABCDEFGH vo volnom rovnobeznom
premietani s hranou dizky a. Priemety Usetiek AD, BC, EH a FG sU rovnobeiné
a rovnako dlhé usecky.

D C
a D
afd
\45°
[y a B A a B

Pozndmka. Pohlady na teleso delime podla toho, ako sa na teleso pozerdme, ¢o
u Ziakov vzhladom na ich rézne Urovne priestorovej predstavivosti moze pri riesSeni
geometrickych uloh v priestore spdsobovat problémy. Pohlady na telesd pozname
nasledujuce: pohlad na teleso zdola (podhlad), pohlad na teleso zhora (nadhlad),
pohlad zlava a pohlad sprava.

Na dalSom obrazku je zostrojeny priemet valca vo volnom rovnobeznom premietani
s danou vyskou v a polomerom podstavy r.
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Priklad 1.

Zobrazte pismena v tvare H a F vo volnom rovnobeZznom premietani.

Riesenie:

Priklad 2.

Zobrazte pravidelny Sestboky ihlan vo volnom rovnobeZznom premietani, ktorého
podstava lezi vo vodorovnej rovine.
Riesenie:

Pri konstrukcii obrazu pravidelného Sestuholnika si treba uvedomit vlastnost
zobrazenia vhodnej Usecky podstavy. Konstrukcia daného obrazu podstavy je zrejma
z obrazka.

5.2 Polohové vlastnosti linearnych utvarov v priestore

Pri zistovani vzajomnej polohy geometrickych Gtvarov v priestore skimame, ¢i Utvary
leZia alebo neleZia v spolo¢nej rovine a ¢i maju spoloéné body. Vzdjomné polohy dvoch
priamok moéZeme znazornit aj na konkrétnom telese, napriklad na kocke ABCDEFGH,
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kde vidiet, Ze dve priamky moézZu byt rovnobeZné, mimobezné, totoZné alebo
réznobezné.

0 A 3] P A ] PO A B " A S BF

Podobne moZeme prezentovat vzajomné polohy priamky aroviny znazornenim

v telese, napriklad na kocke ABCDEFGH, kde sme zvolili rovinu a = ABC. Potom
priamka mdze byt s rovinou rovnobeznd, r6znobezZnd alebo priamka leZi v rovine.

G ' HH G b G

H
i P "
e/ ! F e/ 1N F
T [l L]
H 1 .
' i [
H | L3
H I LY
1 ! %
. i %
D C D LY C
"I-
kY
@ & g

Definicia rovnobeznosti priamky s rovinou je: ,Priamka p je rovnobeind s rovinou «a
prave vtedy, ked snou nemad spolo¢ny bod.” Kritérium rovnobezZnosti priamky
srovinou je: ,Priamka p je rovnobeZnda srovinou a prave vtedy, ked je priamka p
rovnobezna s niektorou priamkou g rovinya, (p la) @ Igc a:(p Il g).“

Uvedené kritérium aplikujeme aj na konkrétnej ulohe (pozri prvy obrdzok vyssie).
Priamka p = HG rovnobeina s rovinou a = ABC, pretoze vieme najst aspon jednu

priamku z roviny a (napriklad priamka g = (CT))), ktord je s priamkou p rovnobezna.
Spomenieme, Ze rovnobezZnost priamok p, g vyplyva z vlastnosti Stvorca CDHG.

Vzdjomné polohy dvoch rovin sU zndzornené na kocke ABCDEFGH na dalSich
jednotlivych obrazkoch. Dve roviny mozu byt rovnobezZné, r6znobezné alebo totozné.

H
H G G H G
; E\ /
Bl E F :
Ef— F B F
: D % |
i ; D C
\D c
(i}
% A o=
A B A B
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Délezita je aj nasledujucu vlastnost: ,Ak maju dve roviny spolo¢ny aspon jeden bod,
potom maju spolo¢nu priamku, ktord nazyvame priesecnicou alebo roviny su totozné*“.

Definicia rovnobeznosti dvoch rovin je: ,,Dve roviny a, § sU rovnobeZné prave vtedy,
ked kazda priamka jednej roviny je rovnobeina sdruhou rovinou, (a |l B) &
Vp c a: (p |l B).“ A ndsledne vyslovime aj kritérium rovnobeznosti dvoch rovin: , Dve
roviny a, 5 su rovnobezné prave vtedy, ked'v rovine a existuju dve r6znobezné priamky
p, g, z ktorych kazda je rovnobeznas rovinou B, (a Il ) © Ap,q c a,p k q¢: (B Il p) A

CARON

Uvedieme dalej vety o rovnobeznosti priamok arovin aj so symbolickym zapisom
a nazornymi obrazkami, ktoré danu vlastnost konkrétne prezentuju:

e Akje priamka p rovnobeznd s priamkou g a priamka g je rovnobezna s priamkou
r, potom je priamka p rovnobeind aj s priamkou r. Vp,q,r € E;: ((p Il q) A

(qIm)=®@In

—————————---{ T
3]

p A B

e Ak je rovina a rovnobeZna s rovinou [ arovina [ je rovnobeZna s rovinou v,
potom je rovina a rovnobeina aj srovinou y. Va,f,y € Ej: ((a I B) A

Bly)=(aly)

e Ak je priamka p rovnobeind s priamkou g a priamka g je rovnobeind s rovinou
a, potom je priamka p rovnobezna aj s rovinou a. Vp,q,a € Es: ((p Il g)A

(qlla))= @la)
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e Ak je priamka p rovnobeznd s rovinou a a rovina a je rovnobezna s rovinou f3,
potom je priamka p rovnobeina aj s rovinou (. Vp,a,f € Ej: ((p Il @) A

@lp)= @I

e Ak je priamka p rovnobeznd s dvoma navzdjom réznobeinymi rovinami «, 5,
potom je priamka p rovnobeinda aj sich prieseénicou q. Vp,q,a,f €
E:(0la)A(lIprgeanB)= @l

an

% D C

Ak maju dve roviny spolo¢ny bod, maju spolo¢nu priamku, ktoru je potrebné tiez najst.
Uvedieme dalej postup, ako konstrukcéne zostrojit priesecnicu dvoch rovin.

Priklad 3.

Zostrojte priese¢nicu rovin ABC a BXY v nepravidelnom Stvorbokom kolmom hranole
ABCDEFGH, ak bod X lezi v stene BCG a bod Y lezi na hrane DH.
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Riesenie:

Treba si najskor uvedomit, ¢o to predstavuje hladat spolo¢nu prieseénicu dvoch rovin.
A teda, na zostrojenie priesec¢nice potrebujeme najst dva spolocné body rovin ABC
a BXY. Jednym spoloénym bodom je bod B, druhy spolo¢ny bod ndjdeme ako
priesecnik priamky XY s rovinou ABC. Kolmym priemetom bodu Y do roviny ABC je

bod D a kolmy priemet bodu X oznacime Z. Priese¢nik priamok XY aDZ je hladanym
bodom, ozna¢ime ho P. Hladanou priesecnicou rovin je teda priamka BP.

Pozndmka. Uvedieme aj iny spb6sob ako ndjst prieseCnicu dvoch rovin. Najskor
zostrojime rez hranola rovinou BXY. Rezovym utvarom je Stvoruholnik B1Y2, a preto
priesecnicou rovin ABC a mje priamka BP’. Na obrazku je mozné vidiet, Zze body P’
a P lezia na priamke (B_Z), ktord je prieseCnicou rezovej roviny BXY s rovinou podstavy
ABC.

Daldou vzajomnou polohou geometrickych Utvarov, ktorej sa budeme venovat, je
vzajomnad poloha troch rovin. Uvedieme ich jednotlivo aj pomocou nazornych obrazkov
a symbolickych zapisov. Budeme uvazovat tri rézne roviny. Ale ak by sme nepouZzili
slovo ,rézne”, tak by dve roviny z tychto troch rovin mohli byt aj totoZzné. Potom

musime uvazovat takisto o vzajomnej polohe dvoch rovin, kde nastanud tri pripady
vzajomnej polohy rovin, t. j. roviny s rovnobezné alebo totozné alebo r6znobezné.

Tri r6zne roviny a, 5, ¥ mOzu mat tieto vzajomné polohy:
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e Vsetky tri roviny su navzdjom rovnobezné rozne.a ll B Il y

e Dve roviny sU navzajom rovnobezné rdzne atretia je s nimi roznobeing,
priesecnice sU navzdjom rdzne rovnobezky. ((a IBAy Ha)A(y i ﬁ)) =
(pcana@cBn)A@lqg
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e Kazdé dve roviny suU navzajom rb6znobeiné, priesecnice sU navzajom rbzne
rovnobezky. (@t B MA(pcanyyA@cfnyATcanBAp@Iql
)
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e Kazdé dve roviny su navzajom r6znobezné a maju jedinu spolo¢nu priesecnicu.

(akphtv)A(pcanpny)
H G

?\\ B

|

e Kazidé dve roviny su navzajom r6znobezné a maju spolocny jediny bod.

(ahBry)A(PeanBny)

I ¢

Pozndmka. Vzajomna poloha troch rovin je problematika, ktoru je potrebné spomenut
aspon strucne, pretoze sa niektoré vlastnosti tejto vzajomnej polohy tiez vyuzivaju pri
zostrojovani rezu telesa rovinou.

Daldou doleZitou témou, stvisiacou s vlastnostami geometrickych Utvarov v priestore,
je zostrojenie rovinného rezu danou rovinou. Zadefinujme teda pojem rez telesa
rovinou. Rez telesa je prienik telesa a roviny, alebo rovinny utvar, ktorého hranica
vznikne ako prienik stien telesa s rovinou rezu.

Pri konStrukcii rezu telesa rovinou vyuzivame nasledujuce vety:

e Ak dve rovnobeiné roviny pretina tretia rovina, potom ich pretina
v rovnobeznych priamkach.

e Ak je priamka rovnobeZna s dvoma r6znobezinymi rovinami, tak je rovnobezna
aj z ich priesecnicou.

e Nech kazdé dve ztroch rovin su r6znobeiné. Potom ak dve z priesecnic
prechadzaju jednym bodom, tak nim prechadza aj tretia priesecnica, alebo ak
dve z priese€nic nemaju spolo¢ny bod, tak st rovnobezné a je s nimi rovnobezna
aj tretia priesecnica.
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Priklad 4.

Zostrojte rez kocky ABCDEFGH rovinou @ = PQR, kde body P, Q su postupne vnutorné
body hran AE, EH a bod R lezi v stene kocky CDHG.

Riesenie:

Pri zostrojovani rezu kocky rovinou @ moze postupovat podla nasledujiceho postupu,
pricom budeme aj symbolicky zapisovat jednotlivé body tohto postupu.

Body P, Q leZia v rovine steny ADHG (<P—Q> can m Priamka (P_Q) pretne rovinu ABC
vbodelarovinumvbodeZ(l E(P—Q>nm =Wn (mnm) =‘17jnlﬁ,
2 E(@)nm =ﬁjn (mnb_cd) =(I?2)D(D—H>). Body 2 a R leZia v rovine steny
DCGH (Eﬁ can T)ﬁ;’) a priesecnica roviny a so stenou kocky DCGH je Usecka ST (S €
GH, T € ﬁ). Priamka 2R pretne rovinu ABC vbode 3 (3 € 2RNABC =2Rn
(m N TPC‘) =2Rn (D_)C) Body 1 a 3 leZia v rovine steny ABCD (ﬁ can TPC)
a priesecnica roviny a so stenou kocky ABCD je usecka WV (W € E, Ve (B_C)). KedZe
roviny m,(ﬁ sU rovnobezné, tak aj priamky (P_Q),W su rovnobeziné. Podobne
rovnobeZnost plati aj pre priamky Z)’i‘W’ a ﬁ,W Rovinnym rezom kocky
ABCDEFGH rovinou a = m je Sestuholnik PQSTVW.

Priklad 5.

Zostrojte rez hranola ABCDEFGH s podstavou lubovolného Stvoruholnika rovinou

a = PQR, kde bod P je vnitornym bodom hrany AE a body Q, R su postupne body
leZziace v stenach hranola ADHE, CDHG.

RieSenie:

Predtym uvedené vety teraz vyuzijeme pri konStrukcii rezu hranola danou rovinou.
Uvedieme aj symbolicky zapis jednotlivych bodov riesenia.
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Body P, Q lezia v rovine ADH ((P_Q) can m) a rovina a pretne stenu hranola ADHE
v Usecke PS (S € DH).Body S, R leZia v rovine CDH(SRc an m) arovina a pretne
stenu hranola CDHG v usecke SW (W € CG). Priesecnicou rovin (CW, ABF je priamka
XY (W c CDH n W). Priamka SR pretne rovinu ABF v bode 2 (2 € SRNABF =
SR N (‘(ﬁinm) =‘S_R)nﬁ). Body 2 a P leZia vrovine ABF ((Z—P)C anm)
arovina a pretne stenu hranola ABFE v Usecke PV (V € BF). Rovinnym rezom hranola
ABCDEFGH rovinou a = W je stvoruholnik PSWV.

E H

Daldou podstatnou geometrickou problematikou je hladanie priese¢nika priamky
srovinou. Najskér je potrebné podrobne vysvetlit jednotlivé kroky postupu
konstrukcie pri hfadani tohto priesecnika, aby sme si uvedomili, Ze tieto kroky boli uz
samostatne rieSené v predchadzajucich dlohach.

Zostrojenie priesecnika priamky p s rovinou a vysvetlime na nasledujucom postupe
konStrukcie:

e priamkou p poloZime rovinu B, ktord je s rovinou a réznobezna (B, (p € B) A

(a & B)),

e zostrojime prieseCnicugrovinaa ff (q,q € a N p),

e priesecnik P priamok p a g je hfadanym priesecnikom priamky p aroviny «a
(P,PEPNg=pNa).

Pozndmka. Odporuc¢ame si volit pri hranoloch rovinu 8 kolmud na rovinu podstavy
telesa a pri ihlanoch tzv. vrcholovu rovinu, ktora prechadza vrcholom ihlana.

Priklad 6.

Danad je kocka ABCDEFGH a bod K, ktory lezi na hrane CG. Zostrojte priesecnik telesovej
uhlopriecky EC s rovinou ABK.
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Riesenie:
Budeme postupovat podla jednotlivych krokov uZ uvedeného postupu a zaroven
zostrojime na kocke prislusnu konsStrukciu.

Zostrojime najskor rez kocky rovinou a = ABK, ¢o je Stvoruholnik ABKL. Zvolime si

rovinu, v ktorej bude lezat priamka EC.Mbze to byt napriklad rovina m, roznobezna
s rovinou m, v ktorej lezi urcite priamka EC (((E"f c AEC) A (AEC # ABK)).
Nasledne treba zostrojit priesecnicu rovin AEC a ABK, ktorou je priamka AK
(AK < AEC n ABK). Priese¢nik priamok EC, AK je bod P atento bod P je teda
priese¢nikom priamky EC a roviny ABK (P € AE n AK = AE n ABK).
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Ked mame osvojenu problematiku zostrojovania rezov roznych telies rovinou a vieme
najst priesecnik priamky s rovinou, vieme zostrojit rez telesa rovinou, kde je nutné
najskor zostrojit priesecnik jednej priamky danej roviny s niektorou stenovou rovinou
daného telesa.

Priklad 7.

Zostrojte rovinny rez Stvorstena ABCV rovinou a = PQR, kde body P, Q, R su postupne
body leZiace v stenach Stvorstena ABV, ABC, BCV, teda Ziadne dva body z danych bodov

neleZia v jednej rovine.
Riesenie:
Ulohu zaéneme riesit tak, e si zvolime priamku z roviny a, nech je to napriklad priamka

— U .7 . n . v rd
PR. Aby sme v reze telesa rovinou mohli pokracovat, zostrojime najskér priesecnik
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nami zvolenej priamky PR srovinou ABC. Ateda na zostrojenie rezu daného
Stvorstena vyuzijeme bod K, ktory je prave priesecnikom priamky PR s rovinou ABC
(K € PRNABC = PRn (an) =(ﬁ€nm). Body K, Q leZzia uz v jednej
rovine ABC (<K_Q) can FT) arovina a pretne stenu Stvorstena ABCv usecke XY (X €
AB,Y € BC). Body X, P leZia v rovine ABV ()<(_P> can m) a rovina a pretne stenu
Stvorstena ABV v Usecke XW (W € AV). Tiez body Y, R leZia v rovine BCV ((ﬁf can
W) a rovina a pretne stenu Stvorstena BCV v Usecke YU (U € CV). Podobne aj body

W, U lezia v rovine ACV (WU c a N ACV). Rovinnym rezom Stvorstena ABCV rovinou
a je Stvoruholnik XYUW.

e

S
Ulohy na precvienie
1. Zistite vzdjomnu polohu priamok a, b:

a) v kocke ABCDEFGH, ak a = (ﬁ, b = ‘W, kde body K, L, M, N su postupne stredmi
hran AB, CG, BC, EH,

b) v pravidelnom Sestbokom hranole ABCDEFA'B'C’'D’E’F’, ak a = (B_C'), b= DA’

2. Zistite vzajomnu polohu dvoch rovin a, 8 v danom telese. V pripade, Ze su roviny
réznobeZné, zostrojte aj ich priesecnicu:

a) Stvorsten ABCD, ak a« = MNP,b = ACD, kde body M, N, P su postupne
vnutornymi bodmi hran BC, AB, BD,

b) kocka ABCDEFGH, « = KLM,b = PQR , kde body P, Q, R su postupne stredmi
hran BC, GH, AE, body K, M su postupne vnutornymi bodmi hran BF, BC a bod L
je vnutornym bodom steny ADHE.

3. Zostrojte rez kocky ABCDEFGH rovinou KLM, ak:

a) bod K lezi v stene ABCD a body L, M su postupne vnutornymi bodmi hran EF, FG,
b) body K, M s postupne vnutornymi bodmi hrdn AE, CG a bod L lezi na polpriamke
za bodom B,
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c) bod K lezi na polpriamke EA za bodom A, bod L leZi na polpriamke CG za bodom
G a bod M lezi na polpriamke EH za bodom H.

4. Zostrojte rez daného telesa rovinou KLM:

a) Stvorboky hranol ABCDEFGH, jeho podstava je lichobeznik a body K, L, M su
postupne vnutornymi bodmi hran AB, HG, DM,

b) trojboky hranol ABCDEF, bod K lezi v stene ABED abody L, M su postupne
vnutornymi bodmi hran EF, DF,

c) pravidelny Stvorboky ihlan ABCDV, bod K leZi na polpriamke AB za bodom B, bod
L je vnutornym bodom hrany DC a bod M leZi na polpriamke CV za bodom V,

d) Stvorsten ABCD, bod K lezi v stene ABD a body L, M su postupne vnutornymi
bodmi hran BC, CD.

5. Zostrojte priesecnik priamky p = KL s rovinou a = PQR v uvedenom telese:

a) kocka ABCDEFGH, body K, L, P, Q su postupne vnutornymi bodmi hran BF, CD, GH,
EH, bod R lezi na polpriamke DA za bodom A,

b) trojboky hranol ABCDEF, body K, L, P, R su postupne vnutornymi bodmi hran AC,
EF, CF, DE a bod Q je totozny s vrcholom B,

c) Stvorsten ABCD, body P, Q, R su postupne vnutornymi bodmi hran CD, CB, AD
a bod L lezi v stene ABC,

d) pravidelny Sestboky ihlan ABCDEFV, bod K je vnitornym bodom steny CDV, bod
L lezi na polpriamke VA za bodom A, body P, Q, R su postupne vnutornymi bodmi
hran BC, CD, EF.

5.3 Metrické vlastnosti linearnych utvarov v priestore

Vramci metrickych vlastnosti geometrickych UGtvarov budeme zistovat uhly
a vzdialenosti medzi jednotlivymi Gtvarmi (bod, priamka, rovina).

Pre vzajomnu polohu priamok platia nasledujuce vlastnosti:

e uhlom priamok a, b nazyvame uhol [ubovolnych nedisjunktnych priamok a’, b’
pre ktoré plati: a’ || a,b” || b,

e kolmé priamky su priamky, ktorych uhol je pravy,

e priamka kolma na rovinu je priamka kolma na vsetky priamky roviny,

e priamka kolma na rovinu je s touto rovinou réznobezna, v opaénom pripade by
totiz v rovine existovala priamka, ktora je s danou priamkou rovnobezna, ¢o je
v spore s predchadzajucou vlastnostou.
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Priklad 8.

Dany je pravidelny $tvorboky ihlan ABCDV s dizkami hran |AB| = a, |AV| = b, pricom
bod M je stred hrany CV a bod N je stred hrany BC. Konstrukéne zostrojte uhol priamok
MN,AM.

Riesenie:

Priamky W,m sU navzajom roznobezné, preto uhol tychto priamok je mensi uhol,
ktory dané priamky zvieraju. Konstrukéne zistime tento uhol priamok tak, Zze zostrojime
v skutoénych dizkach trojuholnik AMN. Pre jednotlivé jeho dizky stran plati: Gse¢ka AM
je taznicou trojuholnika ACV, Usetka MN je strednd priecka trojuholnika BCV a dizku

usecky AN zostrojime v $tvorci ABCD. Potom plati: <(m, m) = <(AMN) = a.
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Uvedieme kritérium kolmosti priamky a roviny, tiez kritérium kolmosti dvoch rovin:

e Priamka je kolma na rovinu prave vtedy, ked je kolma na dve ro6znobeiné

priamky tejtoroviny. k L « & 3a,b € a:a L k,b L k

e Dve roviny su kolmé prave vtedy, ked jedna z rovin obsahuje priamku kolmu na

druhdroviny.a L f ©3Ja€a:alf

/

Priklad 9.
Danad je kocka ABCDEFGH. Zistite, i je kolma priamka EC na rovinu DBG.
Riesenie:

Vyuzijeme kritérium kolmosti priamky a roviny, t. j. dokazeme, Ze priamka EC je kolma
na dve r6znobezky roviny DBG. Uvazujme napriklad priamku BD. Priamka Fﬁje kolma
na priamky ﬁ, ﬁ, pretozZe je kolma na rovinu ACE, a teda je kolma aj na priamku EC.

Podobne priamka BG je kolma na priamky 75_13, ﬁ, preto je kolma na rovinu ECF a je
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kolma aj na priamku EC.Z uvedenych kolmosti priamok vyplyva, Ze priamka EC je
kolma na priamky ﬁ, (B_G), a preto aj na rovinu DBG.

Priklad 10.

Dana je kocka ABCDEFGH. Zistite, i roviny DHB, ACF su kolmé.
Riesenie:

Z kritéria kolmosti dvoch rovin staci dokazat, Ze napriklad priamka AC roviny ACF je
kolmé na rovinu DHB. Priamka AC je urcite kolma na priamku BD roviny DHB
a zaroven je kolma aj na priamku BF roviny DHE. Preto priamka AC je kolma na dve
roznobezné priamky roviny m, a teda je kolma aj na rovinu DHB. Potom vyplyva, Ze
aj rovina (lﬁB)je kolma na rovinu ACF a opacne.

H G

,Lﬂ-—::—-—::::= c
- T
':_j—r"(:F ﬂf/

Nasledujuce vety suvisia s kolmostou priamky a roviny:

a

e Existuje jedina priamka prechddzajica danym bodom a kolma na danu rovinu.
e Vsetky priamky kolmé na tu istu rovinu su navzajom rovnobezné.

PopiSeme dalsie pripady, ako zistit uhol priamky s rovinou a uhol dvoch rovin. Uhol
priamky s rovinou je uhol priamky s jej kolmym priemetom do roviny.

76



Uhlom dvoch rovnobeznych rovin je nulovy uhol. Uhlom dvoch réznobezZnych rovin je
uhol priamok leZiacich v danych rovinach a kolmych na priesecnicu rovin. Ak je tento
uhol pravy, tak hovorime, Ze roviny su kolmé.

Platia nasledujuce vety ako dosledky uvedenych viet:

e Uhol priamky m s rovinou a (priamka nie je kolmd na rovinu) je najmensi
zo véetkych uhlov dvojic priamok m, a (a c ).

e Uhol priamky s rovinou je zhodny s doplnkovym uhlom k uhlu priamky
s kolmicou na rovinu.

e Uhol dvoch rovin je zhodny s uhlom kolmic na tieto roviny.
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Priklad 11.

Dany je kvader ABCDEFGH s dizkami hran |AB| = a,|BC| = b, |AE| = c. Konstrukéne
zostrojte uhol priamky BG a roviny EBC.

Riesenie:

V danom kvadri zostrojme kolmy priemet priamky BG do roviny EBC. Tymto
priemetom je priamka W, pretoze sme nasli kolmé priemety dvoch réznych bodov
priamky do roviny EBC. Preto uhol priamky(B—G> a rovinym je uhol priamok (B_G),ﬁ.
Konstrukéne zistime tento uhol tak, Ze zostrojime v skutoénych dizkach trojuholnik
BGX, ktory je navySe aj pravouhly (priamka (G_X)je kolma na rovinu W, preto je kolma

na vsetky priamky z tejto roviny, a teda aj na priamku W). Skuto¢nu dizku strany BG

zostrojime z obdiznika BCGF a dizku strany GX zostrojime z obdiznika DCGH. Preto
plati: «(BG,EBC) = %(GBX) = a.
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Priklad 12.

Dany je kvader ABCDEFGH s dizkami hran |AB| = a,|BC| = b, |AE| = c. Konstrukéne
zostrojte uhol rovin ABC, ACF.

Riesenie:

Uhol rovin TPC‘,W je uhol kolmych priamok na prieseCnicu tychto rovin, teda
na priamku AC. Najskor najdeme kolmu rovinu na priamku AC. Kedze priamky W,W
su kolmé na danu priesecnicu, preto aj rovina BFW je kolma na AC podla kritéria
kolmosti priamky a roviny. Priese¢nicou rovin W,W je priamka BW
a priesecnicou rovin W,W je priamka XF. Preto uhol rovin m,ﬁ je uhol

priamok W,ﬁ. Konstrukéne zistime tento uhol tak, Ze zostrojime v skutocnych
dizkach trojuholnik BXF, ktory je tiez pravouhly. Skutoént dizku strany BX zostrojime
z obdi?nika ABCD adiika strany BF je zndma zo zadania ulohy. Plati teda:
%(ABC,ACF) = <(BXF) = a.
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Medzi dalSie metrické vlastnosti geometrickych Utvarov patri vzdialenost medzi nimi.
Preto vzdialenost dvoch geometrickych utvarov U, V je Cislo, ktoré je minimom mnoZiny
diZok Usectiek XY, kde X je lubovolny bod Utvaru U a bod Y je fubovolny bod atvaru V.
|U,V| = min{|XY|; X e UANY € V}

Pozndmka. Ak Utvary maju spolo¢ny aspon jeden bod, potom ich vzdialenost je 0.
Pri vzdialenosti geometrickych Gtvarov mdzu nastat nasledujice pripady:

e vzdialenost dvoch bodov,

e vzdialenost bodu od priamky,

e vzdialenost bodu od roviny,

e vzdialenost dvoch rovnobezZnych priamok,
e vzdialenost dvoch mimobeZznych priamok,
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e vzdialenost dvoch rovnobeznych rovin,
e vzdialenost priamky od roviny.

Dalej sa budeme jednotlivym vzdialenostiam.
Vzdialenost dvoch bodov A, B je dizka use¢ky AB; oznacujeme |4, B|. |A, B| = |AB|

Vzdialenost bodu M od roviny a je dizka use¢ky MP, kde bod P je pata kolmice z bodu

M na rovinu a; oznalenie danej vzdialenosti je |M, a|. |M,a| = |M,P| = |MP|,P €
kNnaAMEek
k
M
X
o!

Pozndmka. Ak |M,a| = |M,P| = |MP|, tak |MP|je zrejme kratSia ako |MX]|
pre lubovolny bod X, kde X e a AX # P.

Priklad 13.

Danad je kocka ABCDEFGH s dizkou hrany |AB| = a. Konstrukéne zostrojte vzdialenost
bodu F od roviny KLM, pricom body K, L su postupne stredy hran AB, BC a pre bod M
plati: |[DM| = 3|MH|.

Riesenie:

Vzdialenost bodu F od roviny KLM je dizka usecky FS, pricom bod Sje kolmym
priemetom bodu F do roviny KLM. Zostrojime rovinu (s vyuzitim kritéria kolmosti
dvoch rovin) kolmu na rovinu KLM a prechadzajucu bodom F. Uvedena kolmica FS lezi
potom v tejto kolmej rovine. Zvolme si napriklad rovinu BFH:KL c m,ﬁ 1 BD A
KL L (ﬁ, preto KLM L BFH. Taktie? aj kolmy priemet S bodu F do roviny KLM lesi

na priesecnici RM rovin KLM,BFH. Konstrukéne zistime tuto vzdialenost tak, Ze
zostrojime v skutoénych dizkach obdiZnik BFHG, pricom dizku jednej jeho strany
zostrojime zo $tvorca ABCD a druha dizka obdiZnika je zhodna s dizkou hrany kocky

ABCDEFGH. Preto plati: |F, KLM| = |F,S| = |FS]|.
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Vzdialenost bodu M od priamky m je definovana ako:

e planimetrické riedenie: dizka use¢ky MR, kde bod R je pata kolmice z bodu M
na priamku m; oznaéenie |M, m|; |[M,m| = |[M,R| = |[MR|,R € knmAM € k,

M

m

e stereometrické riedenie: dizka Use¢ky MR, kde bod R je prienikom roviny A
(rovina A je kolma na priamku m a prechadza bodom M) a priamky m; oznacenie
IM,m|; IM,m| =|M,R| = |MR,REANMAMCAAALM.

m

g

Priklad 14.

Dana je kocka ABCDEFGH s dizkou hrany |AB| = a. Konstrukéne uréte vzdialenost
bodu F od priamky ﬁ, pricom bod K je stredom hrany GH.

Riesenie:

Na zostrojenie vzdialenosti bodu F od priamky AK vyuZijeme vysSie popisané

—>
planimetrické rieSenie. Zostrojime najskor rovinu, ktora je uréena priamkou AK
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a bodom F. V danej rovine AFK hladan3 vzdialenost je dizka usecky FX, kde bod X je
pata kolmice z bodu F na priamku AK. Konétrukéne zistime tdto vzdialenost tak, ze
zostrojime v skutoénych dizkach lichobeznik AFKL, pripadne iba trojuholnik AFK, ktory
je navyse aj pravouhly. Dizky strdn AF a FK tohto pravouhlého trojuholnika AFK
zostrojime z jednotlivych stien kocky, t. j. zo Stvorca ABFE a Stvorca EFGH. Plati:
|F,4K| = |F,X| = |FX|.

Y VK G
. .
(I 7
[ f 4'_
'] P
A =~
Eq F
e,
L
o
oy
rFls
row
’_,rll.
! ol c
Py [ — | _ _ _
i
P
Pt
’,
A B

A

Vzdialenost dvoch rovnobeznych priamok m, n je vzdialenost lubovolného bodu jednej
priamky od druhej priamky; oznadujeme |m,n|. |m,n| = |M,n| = |[MN|,M € m A
NeknnAMekAkLln

M

Vzdialenost dvoch mimobeZnych priamok a, b je vzdialenost dvoch bodov A, B, ktoré
su prienikom priamok a, b a osi o danych mimobeZnych priamok a, b; oznacenie |a, b|.
la,b| = |A,B| = |AB|,A€ aAB€E€bAAB LaNAB L b
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Pozndmka. Os mimobeznych priamok zostrojime podla nasledujuceho postupu:
na priamke napr. a si zvolime fubovolny bod X a danym bodom zostrojime rovnobezku

b’ s druhou priamkou b; nech rovina a = a, b’, potom zostrojime fubovolnu kolmicu k

na rovinu a a rovina 8 je urend f = a, k; rovina 8 pretne priamku b v bode B a tymto
bodom vedieme rovnobezku o s priamkou k; priamka o pretne priamku a v bode A; os

o mimobeziek a, b je teda priamka E, pricom je jedinou osou mimobeziek.
Priklad 15.

Dana je kocka ABCDEFGH s dizkou hrany |AB| = a. Zostrojte os mimobeznych priamok
(E—I?, ﬁ, pricom body K, L su postupne stredy hran GH, BF.

Riesenie:

KedZe os mimobeznych priamok je kolma na obidve mimobezky ﬁ, (ﬁ, tak najskor
najdeme tento kolmy smer. Nasledne budeme uz riesit ulohu, kde budeme hladat
priecku danych mimobeZiek rovnobeznu s danym smerom. Z kritéria kolmosti priamky

a roviny vyplyva, Ze rovina GHM je kolma na priamku(lz') a rovina DMH je kolma
na priamku EK. Potom ich priesecnica MH je kolma na obidve mimobeziné priamky,
a teda priamka MH je hladany smer osi danych mimobeznych priamok. Zostrojime
dalej rovinu ETQ, ktora obsahuje priamku EK a je rovnobeznd so smerom MH. Bod X
je priesecnikom priamky LC s rovinou m, a tymto bodom X uz prechadza hladana os

mimobeziek. Os pretina priamku EK v bode Y.
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Vzdialenost rovnobeZnych rovin a, B je vzdialenost [ubovolného bodu z jednej roviny
od druhej roviny; oznacenie je |a, B]. |a, Bl = |A,B| = |AP|,A€aAPEkNBAAE
knk LB

Vzdialenost priamky m od roviny « je vzdialenost lubovolného bodu priamky od roviny;
oznacenieje [m,a|. |m,a| = |[M,a| = |[MN|,M e mAN€E€knNnaAM€eEkANk L«

k
M

m

Ulohy na precvi¢enie
1. V danom telese konstrukéne zostrojte uhol priamok:

a) kocka ABCDEFGH, priamky ﬁ, (ﬁ,

b) kocka ABCDEFGH, priamky BT—I), W, kde bod M je stred hrany BC,
c) pravidelny trojboky hranol ABCDEF, priamky ﬁ, ﬁ,

d) pravidelny Sestboky hranol ABCDEFGHIJKL, priamky (C_G),ﬁl).

2. V. danom telese konstrukcne zostrojte uhol priamky a roviny:

a) kvader ABCDEFGH, priamka (ﬁ, rovina ACK, ak bod K je stred hrany HD,

b) kocka ABCDEFGH, priamka (ﬁ, rovina BKL, ak bod K je stred hrany AE a bod L je
stred hrany CG,

c) pravidelny stvorboky ihlan ABCDV, priamka ZV, rovina ABC.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. V. danom telese konstrukéne zostrojte uhol rovin:

a) kocka ABCDEFGH, roviny BKH, ABG, ak bod K je stred hrany AE,

b) pravidelny Sestboky ihlan ABCDEFV, roviny BCV, ABC,
c) pravidelny Stvorsten ABCD, uhol bo¢nych stien Stvorstena.

. Dokazte, ze v kocke ABCDEFGH plati: ADK 1 BCL, ak bod K je stred hrany EF a bod

L je stred hrany AE.

. Dand je kocka ABCDEFGH. Zostrojte priamku prechddzajucu bodom F a kolmu

na rovinu EKL, ak bod K je stred hrany AB a bod L je stred hrany GH.

. Dokazte, ze v pravidelnom Stvorstene ABCD su kazdé dve mimobezné hrany na seba

kolmé.

. Dany je pravidelny stvorsten ABCD a bod M je stred hrany CD. Zostrojte vzdialenost

bodu M od priamky AB.

. Dana je kocka ABCDEFGH a bod O je stred steny ABCD. Zostrojte vzdialenost bodu E

od priamky 0G.

. Dany je pravidelny Stvorboky ihlan ABCDV abod K je stred hrany AB. Zostrojte

vzdialenost bodu K od priamky CV.

Dana je kocka ABCDEFGH a bod S je stred hrany AE. Zostrojte vzdialenost bodu C
od roviny HSG.

Dany je pravidelny Sestboky ihlan ABCDEFV. Zostrojte vzdialenost bodu F
od roviny ABV.

Dana je kocka ABCDEFGH. Zostrojte vzdialenost priamok HF a BG.

Dany je pravidelny osemsten ABCDEF. Zostrojte vzdialenost priamky CE
od roviny ABF.

Dany je pravidelny stvorboky ihlan ABCDV. Zostrojte vzdialenost rovin BCV a KLM,
ak body K, L, M su postupne stredy hran AB, CD, DV.

Dany je pravidelny stvorsten ABCD a body K, L, M su postupne stredy hran BC, AC,
CD. Zostrojte vzdialenost rovin ABD a KLM.
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