DUSAN VALLO
VLADIMIR KOBZA




Geometria kvadratickych ploch

Edicia: Prirodovedec ¢. 887
Autori: doc. RNDr. Dusan Vallo, PhD.

Mgr. Vladimir Kobza, PhD.

Recenzenti: prof. RNDr. Pavol Hanzel, CSc.

Dr. h. c. prof. PaedDr. Tomas Lengyelfalusy, PhD.

© Dusan Vallo

Publikacia vznikla v rdmci projektovej aktivity spolo¢ného projektu UMB v Banskej Bystrici a UKF
v Nitre s ndzvom 08101-20-V05-00002 Strategicky rozvoj infrastruktury konzorcia UMB a UKF.

a

s financnou podporou projektu KEGA s ndzvom 013UKF-4/2023 Inovativne pristupy v problematike
zobrazovania priestoru s ohladom na technicky orientované studijné odbory v kontexte aktudlnych

potrieb praxe.

ISBN: 978-80-558-2238-9

7880551822389







Obsah

PAF SIOV N@ UVOU... ittt ettt ettt s e st e e st e st e s bt e e s bt e e s abeesabeesabeeesabeesabeeeneeesareesnnes 5
F | 1o [T o o a1V PSPPSR 6
Kartezidnska sUradniCova SUSTAVA......ccueiuiiiiiiieieiie ettt ettt st s e e 6
VLo [ = Yol = T o] Lo Yol o V- ISR 7
IMEEOMQ@ FBZOV ...ttt ettt ettt ettt e s bt e st e s bt e s ateesabeeesabeesabeesneeesabeeesnbeesabeesaseeesaseeennnes 7
GV (o) I o] (ool o - - 1= {U L - [PPSR 8
Gulova plocha ako rotacnd PlOCHA ........coiciiiiiicee e e e e e saaee e 9
Stredovd rovnica SUIOVE] PIOCRY ...coceeeiie e e e et e e e e 10
VSeobecna rovnica gUIOVE] PIOCHY ........ueii e et 11
Pozndmka k metdde rezov Na gulove] PIOCHE.........uvii i 13
CVICBINIE 1ottt ettt ettt ettt e s a bt e sttt e s a bt e s bt e e bbe e st e e e sabeesab e e ebbeeeabeeebbeennbeesbeeesareenn 13
o] T o XY o] Lo HF SR RR 15
Stredova roVNICa ElIPSOIAU ....iiiieiiie et e e e et e e e et e e e e eabae e e enbeeeeenbeeeeenrenas 15
AV A=Te] o=Yel sl e XV T Tor- =1 o XYoo [V PSPPI 17
CVICBINIE 1ottt ettt ettt ettt e s a bt e sttt e s a bt e s bt e e bbe e st e e e sabeesab e e ebbeeeabeeebbeennbeesbeeesareenn 19
[ V7 T=T o oTe] o] e 1Y APPSR 20
Jednodielny NYPerboloid ..........ooi i et e e e e e et e e e e e ata e e e eareeaeeanes 20
BAVZoY [0 11 9NV 0 1Y/ oY= o o] Lo] o NSRS PRPROt 24
LG Tol=T o 1T TP U SRRSO 27
Y] oTo] [o] o Y2 PRSP 28
S o ol YA o T = o Yo Lo 11« ISR PPt 28
Hyperbolicky paraboloid ...........ooouiiie e e et e e et e e e et e e e e e bt e e e e erareeaeeanes 30
CVICBINIE ettt h e sttt et e e s bt e e h e e s ae e ea bt e bt e bt e bt e sb et eae e et e et e e beeeheeeateeabeebeenbeenes 32
AV Lole 1V 1] Lo Yol o - T PSR 33
LG 1= o 1TSS PRSP 39
KUZEIOVA PIOCKA. .. ..ot e et e e e et e e s e b e e e e e tbaeeeeeabaeeeenbeeasenbaeeeenreeas 40
Asymptotickd KUZEIOVA PIOCHA .......cco ettt et e e bae e e e 43
LG T1=Y o 1T OO T O UUTUURUP PO 45
Vzdjomna poloha priamky a kvadraticke] ploChY ........cuueiiiiiiiice e 46
Povrchové priamky jednodielneho hyperboloidu............cooiiiiiiiciiii e 49
Povrchové priamky hyperbolického paraboloidu .........cc.eeeeeiiiiicciiic e 54
CVICBINIE ettt ettt sttt et e bt e s bt e e ae e s ae e e a b e et e et e e bt e eh et eab e et e e bt e beeehe e eabeeabeebeenbeenes 59
Vzdjomna poloha roviny a kvadratickej ploChy ........cocuviiiiiiiiiecceece e e 60
Dotykova rovina kvadraticke] PlOChY ........oooiiiii i 60
CVICBINIE 1ottt ettt sttt e b e s bt e s bt e s ae e s a bt et e e bt e b e e sb et ehe e et e et e e b e e nh e e naeesane e b e e reenes 66



P NATOCNEJSICN .ttt e et e e e r e e e e e tb e e e e e tbeeeeeabaeesessaeeeessaeeeesbaeasenssaeesenrenas 67

Rotacné kvadratiCké PIOCNY .......cocuiiiiiee et e e e e e bae e e e e bt e e e e eateeeeeanes 67
Kvadratické plochy definované vzdialenoStOU........covcevieiieiieiiecrecereecre et cee v eere et esaeeeneens 68
Struéne k homogénnej rovNICi PIOCNY ....cocuviiiiiiii e e s e s 70
Invarianty a semi-invarianty kvadratickej ploChy ........cccuiiiiiiiiiiciee e 71
CVICBINIE ettt sttt e bt e s bt e e bt e s ae e e a bt et e e bt e bt e sb et eae e et e et e e bt e eheesaeesab e e b e e neenes 74
OtAZKY N ZAMYSIENIE ..eeiiiieee e et e e et e e e et e e e ebt e e e s ebteeeesbeeeeessaeeeseseneeeannes 75
POUZITA lIEEIATUIA..ccueeeteet ettt sttt et b e b e s bt e sae e st e et e ebeesbeesbeesanenas 76



Par slov na uvod...

Publikacia s ndzvom Geometria kvadratickych ploch, ktoru predkladéame Studentom Studujucim na
bakalarskych Studijnych programoch ucitelstva matematiky v kombindcii na FPVal UKF v Nitre a FPV
UMB v Banskej Bystrici, je vysokoskolskou u¢ebnicou.

Koncepéne je uéebnica rozdelena na dve hlavné ¢asti. Prva Cast obsahuje zakladné ucivo, ktorého
znalost povaZzujeme pre Studenta uditelstva matematiky za nevyhnutnd, zatial ¢o druhd ¢ast rukopisu
je venovana narocnejsSim témam pre pokrocilych a ctiziadostivejSich Studentov.

Vlastnosti kvadratickych pléch Studujeme kvoli nazornosti v trojrozmernom euklidovskom priestore
a to pomocou analytického pristupu. Plochy su zavedené algebrickymi kvadratickymi rovnicami a aj
z toho dbévodu problematiku moZno obsiahnut komplexne, teda vhodne doplnit o vizualizaciu
objektov pouzitim dynamickych geometrickych programov, ¢i inych prostriedkov IKT.

Sucasne zastdvame nazor, Ze analytickd metdda zodpoveda modernejSiemu pristupu. Tieto objekty
aich vlastnosti totiz nachadzaju Siroké uplatnenie v architekture, strojarstve, inzinierskej praxi,
v pocitaCove] grafike, a samozrejme, aj vo vzdeldvani — pri medzipredmetovej vyucbe vybranych
tematickych celkov z matematiky, fyziky i chémie.

Metddou rezov vytvarame nazorné predstavy o tvare a umiestneni takych ploch v priestore, akymi su
gulova plocha, elipsoidy, paraboloidy a hyperboloidy. Okrem toho sa venujeme aj Studiu vzajomného
prieniku linearnych uUtvarov a tychto ploch, ¢o je klucové pre ich aplikacie v r6znych technickych
odboroch.

V snahe ulah¢it studium problematiky, uéebnica obsahuje mnoistvo rieSenych uloh a prikladov.
Mnohé z nich ndzorne ilustruju teoretické koncepty a poskytuju aj prakticky ndvod na rieSenie dalSich
uloh. Zadania mnohych prikladov boli vybrané zo zbierok uloh uvedenych v zozname pouZitej
literatdry, ich rie$enia st autorskym pocinom. Citatelov s hib§im zaujmom o problematiku odkazujeme
na uvedené informacné pramene, ktoré mozu poskytnut dodato¢né poznatky a cviéenia.

Mili ¢itatelia a Studenti,
na zaver mame milt povinnost podakovat recenzentom

prof. RNDr. Pavlovi Hanzelovi, CSc.
(Fakulta prirodnych vied UMB v Banskej Bystrici)

Dr. h. c. prof. PaedDr. Tomasovi Lengyelfalusymu, PhD.
(Vysoka skola DTl v Dubnici nad Vahom)

za mnohé podnetné rady a pripomienky, ktoré pomohli vylepsit rukopis.

Sme presvedceni, Ze tato vysokoskolskda ucebnica bude vas$im cennym sprievodcom na ceste za
poznanim, povedie Vas k hlbSiemu porozumeniu geometrii a pomo6ze Vam ako buduicim uditefom
inSpirovat seba i vasich Ziakov k objavovaniu kras matematiky.

Autori



Zakladné pojmy
Kartezianska sUradnicova sustava
Stadium kvadratickych Utvarov si vyzaduje znazorfiovanie bodov, priamok, €asti rovin a ploch

v trojrozmernom euklidovskom priestore E; (Standardne je v literature euklidovsky priestor
definovany nad polom redlnych cisel).

Budeme pouZivat pravotoéivu kartezidnsku sdradnicovd sustavu! so zadiatkom v bode 0[0,0,0]
a suradnicovymi osami oy, 0,, a 0. SUradnicovu sustavu oznacime jednoducho ako (Oxyz). V dalSom
texte budeme privlastky ,pravotociva kartezianska“ z Uspornych dévodov vynechavat.

Suradnicové roviny su roviny uréené jednotlivymi siradnicovymi osami:

a) rovina Oxy je urfend osami oy, 0,, zaCiatkom O a ma rovnicu z = 0.
b) Rovina Oxz je urend osami o, 0,, zaiatkom O a ma rovnicu y = 0.
¢) Rovina Oyz je urCena osami 0,, 0,, zaCiatkom O a ma rovnicu x = 0.

Suradnicové roviny rozdelia priestor E5 na 8 ,sektorov”, ktoré nazyvame oktanty. Ako prvy oktant
nazyvame mnoZinu bodov M[my, m,, m3] € E3, kdem; > 0,j = 1,2,3.

A=

€xr

Obr. 13, b
Bod M[m;, m,, m3] € E3 znazornime v stradnicovej sustave (Oxyz) ako vrchol kvadra

MyM,M,0M, MM, M,

kde M;[m,0,0], M,[0,m;, 0], M3[0,0, m3]. Body M,, M,,, M, st postupne kolmé priemety bodu M do
suradnicovych rovin a pre ich stradnice plati:

Mz[mlthI 0]' My[m1'0'm3]' Mx[or m2im3]'

! Oznacenie , kartezidnska” znamena, Ze su splnené dve déleZité podmienky:

a) osioy, 0y a0, sunaseba po dvojiciach navzajom kolmég,

b) na kaZdej osi je vyznagena rovnaka mierka, t.j. 1 dielik na kazdej osi reprezentuje usetku rovnakej dizky.
Nemédze nastat situacia, aby na stradnicovych osiach boli rozne jednotkové dizky, napr., na osi o, by 1
dielik predstavoval Use¢ku dizky 1cm, kym 1 dielik na osi 0, zase 1mm a pod.

Pomenovanie ,pravotociva“ znamena urcenie orientdcie osi v priestore E5. Ak by sme abstraktne umiestnili os
o, do pravej ruky tak, Ze jej kladnd ¢ast (polos) je orientovana v smere prstov; kladna polos osi 0, smeruje z dlane
do predlaktia, potom palec ukazuje kladnu ¢ast osi 0,. Orientdcia suradnicového systému vplyva na vysledky

vypoctov, napr. na skaldrny alebo vektorovy sucin 2 vektorov.



Znazorfiovanie bodov v suradnicovej sustave (Oxyz) je mozné len v pripadoch, kedy su suradnice
prislusnych bodov vyjadrené redlnymi Cislami. Ak je niektord zo sdradnic bodu uréena komplexnym
Cislom, potom takyto bod nie je mozné vizualizovat.

Kvadraticka plocha
Kvadraticku plochu zavedieme definiciou.

Definicia
Plocha, ktord je urcend rovnicou druhého stupria vzhladom k sdradniciam x,y,z a je v tvare

11X + az0y% + a332% + 2a45xy + 2a13%Z + 2a3V7Z + 2414 + 2024V + 20342 + a4, =0, (1)
kde a;; € R,i,j = 1,2,3,4, [ay4, a3, az3] # [0,0,0] sa nazyva kvadratickou plochou.

Kvadratickd plochu niekedy nazyvame aj plochou druhého stupina?.

Ak sa ukaze, ze kvadratickd plocha ma stred (bod, ktory je stredom sumernosti uvazovanej plochy)
hovorime, Ze ide o stredovu plochu. Ukazky kvadratickych ploch svybranymi rovinnymi rezmi
a prieniky jednotlivych priamok s plochou, su ilustra¢ne uvedené na obr. 2.

Obr.2a,b,c,d

Metdda rezov

Metdda rezov je postup, ktorym zistujeme prienik plochy s vybranymi priamkami a rovinami. Metdda
je vhodna v pripadoch, ak si potrebujeme vytvorit nazornd predstavu ploche ajej umiestneni
v slradnicovej sustave (Oxyz).

Z geometrického pohladu skimame spolo¢né body a krivky stdradnicovych osi, siradnicovych rovin a
vybranych rovin s plochou. Z matematického hladiska rieSime algebrické rovnice, ktorych vysledky
interpretujeme geometricky.

Standardny postup je nasledovny:

Zistime, ¢i bod 0[0, 0, 0] je bodom plochy.
Urcime spolocné body plochy a suradnicovych osi o,, 0y a 0.
Zistime prieniky plochy so suradnicovymi rovinami O, O,, a Oy,.

Urcime prienik s rovinami, ktoré sui rovnobezné so stiradnicovymi rovinami.

v & W N R

Znazornime kvadraticku plochu v suradnicovom systéme (Oxyz).

2 Vtomto zadkladnom utive v nasledujlcich kapitoldch sa obmedzime na rovnice kvadratickych pléch, kde
koeficienty pri ¢lenoch xy, xz, yz sa rovnaju nule.



Gulova plocha a gula
Gulova plocha je jedna zo zakladnych trojrozmernych kvadratickych ploch. Najprv tuto plochu

definujeme ako mnozinu bodov danej vlastnosti a nasledne odvodime jej analytické vyjadrenie vo
zvolenej suradnicovej sustave.

Definicia

Nech je v euklidovskom priestore E5 zvoleny bod S a je dané kladné redline Cislo r. Gulovou plochou
G nazveme mnoZinu bodov X priestoru Es, ktorych vzdialenost od bodu S sa rovnd r.

Zapisané v zmysle definicie: VX € E;,SE€EE;,r€R,r>0: |SX|=r.

Bod S nazyvame stredom gulovej plochy, ¢&islo r nazyvame polomerom.® Najdlh$ia tetiva gulovej
plochy je priemer a jej stredom je stred gulovej plochy S. Gulovu plochu k so stredom S a polomerom
r zapisujeme k(S, 7).

Obr.3a,b
Prienikom roviny a s gulovou plochou x(S, 1) je:

a) bodT,ak|S,a| = r.Bod T je dotykovym bodom roviny «, ktora je dotykovou rovinou,
b) kruznica k, ak |S,a| <.
e Akstred kruznice k je totozny so stredom gulovej plochy S, kruznica k sa nazyva hlavna
kruznica gulovej plochy jej polomer sa rovna r.
o Ak stred kruZnice k nie je totoZny so stredom gulovej plochy S, kruznica k ma mensi
polomer ako je polomer r uvazovanej gulovej plochy x(S,1).

Gula je teleso, ktoré definujeme:
Definicia

Nech je v euklidovskom priestore E5 zvoleny bod S a je dané kladné redine Cislo r. Gulou k nazveme
mnoZinu bodov X priestoru E3, ktorych vzdialenost od bodu S sa rovnd alebo je mensia ako .

Z definicie vyplyva, ze gulova plocha je sucastou gule. Gulova plocha je hranicou gule.

3 Slovensko - anglicky: bod — point; stred — center; gulova plocha/gula — sphere; plocha — surface; polomer —
radius; tetiva — chord; priemer - diameter



Gulova plocha ako rotacna plocha
Rotaéné plochy* sa vo vieobecnosti definuju nasledovne:

Definicia

Rotacnou plochou nazyvame kaZdu plochu priestoru E5, ktord vznikne rotdciou danej rovinnej krivky
okolo zvolenej priamky (osi rotdcie).

Kazdy bod rotujucej krivky opisuje pri tejto rotdcii tzv. ,rovnobezkovu kruZnicu“ alebo lezi na si rotacie.

Prienik rotacnej plochy s rovinou prechadzajlcou osou rotacie je krivka, ktord nazyvame merididnom
rotacnej plochy.

Ak vrovine y = 0 umiestnent kruznicu x? + z2 = r? nechame rotovat okolo osi 0,, pricom uhol
otocenia (v rovine z = 0) bude ¢ = 180°, vytvori sa gulova plocha® k(S,r), kde S[0,0,0]. Os o, je
(v tejto situdcii) osou rotdcie (skratene len os). V pripade, Ze rotuje kruh, vznikne gula®.

Obr.44a,b

4 Slovensko - anglicky: rotaénd plocha — surface of revolution;

A 6 Pri rotdcii kruZnice okolo vybranej osi méZe vzniknut aj ina neZ gulova
plocha. Napr., ak sa v rovine y = 0 leZiaca kruZnica (x — Z)Z +z2=1
otd¢a okolo suradnicovej osi o,, vznikne plocha, ktord nazyvame
torus (anuloid, kruhovy prstenec).

! i 7V kartografii s zavedené pojmy: referenénd gulovd plocha —ideéliny
N M model zemského telesa (geoidu). Poludniky su hlavné kruznice -
‘\>< meridiany a prechadzaju bodmi (pdlmi) , v ktorych rotacna os pretina

/Q/ L5 referenént gulovu plochu). RovnobeZkami sa nazyvaju kruZnice

11 \ leziace vrovinach kolmych na os rotdcie a rovnik je geograficka

, rovnobezka maximalneho polomeru. Poludniky a rovnobezky urcuja
na referenénej gulovej ploche tzv. geograficku siet.




Stredova rovnica gulovej plochy
Ak je pevne uréend suradnicova sustava (Oxyz) v priestore E5 a su€asne bude dany bod S[m,n, p]
a polomer r. Ak lubovolny bod X[x, y, z] lezi na gulovej ploche, potom plati:

|ISX|=r

Ja-m?2+ @y -n?+@E-p?=r
Upravou (umocnenim) odvodime stredovii rovnicu gul'ovej plochy

(x=m)*+ (y—n)*+ (z—p)* =r? (2)
Naopak, kazdy bod X|[x,y,z], ktorého suradnice vyhovuju rovnici (1), lezi na uvazovanej gulovej
ploche.

Priklad
Urcte stredovu rovnicu gulovej plochy, ktord md stred S[0, —1,3] a prechddza bodom A[6,—1, —5].
RieSenie.
Pre polomer r gulovej plochy k(S, 1) vypoclitame:
r =154l =J(0-6)2+(-1—(=1))2+ (3 — (=5))2 = V36 + 0 + 64 = 10.
PouzZijeme (1) a dostaneme:
(x—0)2+ (y+1)% + (z—3)% = 100.

Priklad
Pomocou Pytagorovej vety a posunutia odvodte stredovu rovnicu gulovej plochy so stredom
S[m,n,p] a polomerom .

Riesenie.
Nech 0[0,0,0] a je zvolené &islo r > 0. Ak bod M|x, y, z] je bodom gulovej plochy x(0, ), potom
podla Pytagorovej vety (pouzitej v trojuholniku OM.; M, ) plati:

|OM,| = \/x2 + y?,

kde M,[x,y,0].

S,

0y
0y
.
Ny
Y
o)

=
<

Obr.5a,b

Nasledne z Pytagorovej vety pre trojuholnik OM,M odvodime
|OM|? = |OM,|? + |[M,M|?
r2 =x%+y?%+ 22
Posunutie 5:9 s vektorom 0S= (m,n, p) je definované rovnicami:

10



!

x'=x+m, y=y+n, zZ'=z+p
a plati:
x=x"—m, y=z'—n, z=y —p.
V posunuti 50_5, zobrazime gulovu plochu do gulfovej plochy s rovnicou (1) v tvare:

xX'—-m)?+ @O —n)?+( —-p)?=ri

Vseobecna rovnica gulovej plochy
Uvazujme gulovu plochu uréent stredovou rovnicou (3). Algebrickymi Upravami odvodime:

x-mP+ @ -n?+@z-p?=r?
x2+y2+2z2-2mx—-2ny—2pz+m?+n?+p2—1r2=0
x2+y?+z2+ax+by+cz+d=0
kde a=-2m, b=-2n, c=-2p, d=m?+n®+p?—12 pre a,b,c,d ER.
Rovnicu (5) nazyvame vseobecnou rovnicou gulovej plochy.
Nie kazda rovnica v tvare (5) je vSak analytickym vyjadrenim gulovej plochy.

Uvedieme dva jednoduché priklady:

(3)

a) rovnicax? + y?+ z? + 2x — 6y — 16z + 138 = 0 po upravach (na ,ipIné $tvorce”) ma tvar

(x+1%2+ (y—3)%+ (z—8)% = —64.

Nejde o vyjadrenie gulovej plochy, pretoie r?> = —64. Neexistuje bod s redlnymi stradnicami,

ktorého suradnice by vyhovovali uvedenej rovnici.

b) Rovnica x% +y? +z%2 + 2x — 6y — 16z — 64 = 0 taktieZ nevyjadruje gulovu plochu,
kedZe r? = 0. Existuje viak jediny bod s redlnymi stradnicami, ktorého stradnice vyhovuju

danej rovnici - bod S[—1, 3,8].

Skutocnost, Ze gulovu plochu v priestore E5 jednoznacne urcuju 4 body neleZiace v jednej rovine, je

algebricky zdévodnend rovnicou (5), resp. (3).

Koeficienty a, b, c,d € R su styri (vyberom na sebe nezavislé) redlne cisla. Ak ,, rozumne” stanovime

ich hodnoty (vypo¢tom odvodené r > 0), uréime gulovi plochu jednoznacne.

VSeobecnd rovnica gulovej plochy uréenej 4 bodmi [xy, vk, zi], k = 1,2,3,4, md rovnicu vyjadrend

determinantom: ’

x2+y?+z2 x y z
xf+yi+z o o oz
X5+yi+zy x, V2 1z
X§+y5+zi x3 y3 z3

2 2, .2
Xy +Yit+zi X4 Yi Zy4

U U U
Il
o

7 Weisstein, Eric W. "Sphere." From MathWorld--A Wolfram Web Resource. Originalny zdroj: Beyer, W. H.

(Ed.). CRC Standard Mathematical Tables, 28th ed. Boca Raton, FL: CRC Press, p. 227, 1987.
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Priklad

Urcte rovnicu gulovej plochy, ktord prechddza bodmi 0[0,0,0], A[3,0,0], B[0,4,0], C[0,0,3].

RieSenie.

a) Body A4, B, C a 0 nelezZia v jednej rovine. VSeobecna rovnica gulovej plochy bude v tvare (3),

preto za premenné Xx,y, z postupne dosadime suradnice danych bodov . Odvodime:

0[0,0,0] - 02+0%2+024+a.0+h.0+c.0+d=0 > d=0.
A[3,00] > 32+02+024+a.3+h.0+c.0+d=0 = a=-3

B[0,4,0] - 0%2+42+024+a.0+bh.4+c.0+d=0 = b=—4.
c

€[0,0,3] > 02+4+0%2+324+a.0+b.0+c.3+d=0 =
Rovnica gulovej plochy je
x2+y2+2z2—-3x—4y—3z=0,
z ktorej po Upravach ,na Stvorce” odvodime stredovu rovnicu:

(x—§>2+(y—2)2+(z—§>2=£.

2 2 4
Stred gulovej plochy je S E 2%] a polomerr = g

b) PouZijeme determinant.
|x% + y? + z*2
0
9
16
9
Rozvojom determinant podla 2. riadku dostaneme:

x% +y? + 22

1. (=1)5+2, 196

9
Nasledne rozvojom podla 1. riadku a pouZitim Sarrusovho pravidla odvodime:

O O WO R
[« e N e
W o O O N
N Y ey
Il
o

OO W R
o O
w

xz+yz+z2 x y z

9 3 0 0_
16 0 4 0
9 0 0 3
300 9 0 0 9
=?2+y2+z0).(-DYL0 4 o|+x.(—D2% |16 4 o|+y.(—1)I*3.]16
0 0 3 9 0 3 9
9 3 0
+z. (D16 0 4|=
9 0 0

= 36x% + 36y? + 3622 — 108x — 144y — 108z = 0.
Po Uprave
x2+y2+22-3x—4y—-3z=0.
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Poznamka k metdde rezov na gulovej ploche
Aplikovat metddu rezov na gulovd plochu znamena zistit, ¢i gulova plocha uréend rovnicou

x2+y?+z2+ax+by+cz+d=0:

a) prechadza bodom 0[0,0,0].
Ak je zaciatok suradnicovej sustavy bodom gulovej plochy, potom vSeobecna rovnica gulovej
plochy ma absolltny ¢lend = 0.

b) Zistime prieniky so suradnicovymi osami.
Ak bod X[x,,0,0], xo # O lezi na gulovej ploche, potom x, je redlnym rieSenim kvadratickej
rovnice x2 +ax,+d=0.
Analogicky sa zistia spolocné body gufovej plochy s osami oy, 0,.

c) Ak existuju neprazdne prieniky gulove]j plochy so suradnicovymi rovinami, resp. s rovinami
s nimi rovnobeZnymi, potom su to body alebo kruznice.
Ak rovina a:z = m,m € R pretina gulovu plochu v kruZnici, potom je kruZnica (ako rovinna
krivka) uréena prave dvomi rovnicami:

x2+y?+z2+ax+by+cm+d=0 astasne z=nm.
KruZnica v priestore Ej je urCenad ako parametrické rieSenie sustavy dvoch rovnic s tromi
neznamymi x, y, z.
CvicCenie

1. Napiste rovnicu gulovej plochy, ak je dany:
a) stred S[0,1,—1] a polomerr = 3,
b) stred S[0,1, —1] a prechadza zaéiatkom suradnicovej sustavy,
c) stred S[—2,1,0] a bod gulovej plochy A[0,3,—1],
d) priemer uréeny Useckou AB, kde A[—1,2,3],B[3,2,—1],

2. Zistite suradnice stredu gulovej plochy a jej polomer, ak je dana rovnica:
a) x24+y%2+22-3x+5y—4z=0,
b) x?>+y%+2z2—10x+8y—14z—10 =0,
) x24+y2+22-2y+4z-5=0,
d x> +y?+2z2—-2x+4y—10z+36 =0,
e) 4x?+4y?+4z2—-8x+24y—16z—25=0

3. Napiste rovnicu gulovej plochy, ktora prechadza bodmi
a) A[-1,-1,-1],B[1,1,1],C[-1,-1,1]a D[1,-1,1],
b) A[2,—4,2],B[—4,8,2],C[5,—1,14] a D[-7,—4,5].

4. Ur¢te hodnotu parametra a € R tak, aby rovnica x? + y? + z? — 2ax = 0:
a) predstavovala gulovu plochu,
b) nebola rovnicou gulovej plochy.

5. Aky je polomer gulovej plochy, ak gulova plocha uréend rovnicou x? + y2 + z2 + px + py +
pz = 0 s parametrom p € R prechadza bodom 0[0,0,0]?

6. Napiste rovnicu roviny kolmej k priamke AB, kde A[1,0,3],B[—2,1,0]., ktord prechadza
stredom gulovej plochy danej rovnicou x? + y2 + z2 —2x +y — 3z = 0.

7. Napiste rovnicu gulovej plochy so stredom S[4, —2,3], ktord na priamke xT_S = y__—ze = % =
t,t € R vytina tetivu dizky 12.

8. Uréte body priemeru gulovej plochy danej rovnicou x? + y% + z2 — 3 = 0, ktory leZi na

priamke p so smerovym vektorom § = (1,—1,1).

13



9. Napiste rovnicu gulovej plochy, ktora sa dotyka suradnicovych rovin a sucasne aj roviny «a
srovnicou 3x — 2y + 6z — 18 = 0.

10. Napiste rovnicu geometrického miesta bodov® X, pre ktoré plati: % =k, k>0k#1,ak

A[0,0,0], B[c, 0,0], ¢ # 0.

8 |de o analdgiu Apoldniovej kruZnice v rovine. Geometricky — gulovd plocha vznikne rotdciou Apoldniovej
kruznice okolo osi 0,.
14



Elipsoid

Elipsoid, rovnako ako gulova plocha, patri medzi zdkladné kvadratické plochy. Najprv si pomocou
afinnej transformdcie vytvorime intuitivnu predstavu o tejto ploche. Nasledne odvodime jej analytické
vyjadrenie vo zvolenej sUradnicovej sustave.

Stredova rovnica elipsoidu
Nech je dand gulova plocha k(0,7), 0[0,0,0],7 > 0, rovnicou

x2+y?+z2=r2

Gulovu plochu k(0, 1) v afinnom zobrazeni f: E; — E5 vyjadrenom rovnicami®

, a
x'=—x
b
P (5)
y ry
, C
z' =-2z,
r

kde a,b,c €ER: a>0,b > 0,c > 0, zobrazime do kvadratickej plochy, ktorej analytické vyjadrenie
odvodime nasledovne:

Xt +yttzt = (gx’)2 +(0y) + () =02

b c
(xN? ) (')? (6)
22 + b2 2 =1.

Plocha urcena rovnicou (7) pretina sdradnicové osi oy, 0y, 0, postupne v bodoch [+a, 0,0], [0, +b, 0]
a[0,0, +c].

So suradnicovym rovinami ma kvadraticka plocha s rovnicou (7) nasledovné prieniky:

N2 N2
a) rovinaz = 0 pretne plochu v elipse (’;2) + (3;2) =1,

’

"2 2
b) rovinay = 0 pretne plochu v opét elipse, avsak s rovnicou (9;—2) + % =1
c) rovinax = 0 pretne plochu tiez v elipse, urenej rovnicou

Ak a # b # ¢ # a, potom plocha nie je rotacnou plochou akou je gulova plocha k(0, ).

V pripade rovin rovnobeznych so stiradnicovymi rovinami dostaneme:
a) akuvazujemerovinuz =k, kde0 <k < c, k € R, rezom je tiez elipsa a plati:

&2 ) (k)2
2z T T =1

9V dal$om texte stotoznime pravotodivé siradnicové ststavy (Oxyz) a(0'x’y’z') tak,2e 0 = 0',x = x',
y =y’ az = z'. Kvoli nazornosti to v obrazkoch nebudeme zdérazfiovat.
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(x')?  )? k?
2z Tz Tl

"2 "2
(x") 4 ")

k K2\
a2(1—c—2) b2(1-c—2)

Ak parameter k € (0,c), potom su jednotlivé elipsy (ako rezy) navzajom podobné (majd
rovnaky pomer dizok ich polosi., t.j. a: b).

b) Rovina z = c sa plochy dotkne v jednom bode.
c¢) Rovinaz =k, k > c, k € R plochu nepretina v redlnej krivke.

d) Obdobna situacia nastane pre rezy rovinami
y=1[ 0<I<b a x=m, 0<m<a.

Afinnym zobrazenim (6) sme ziskali kvadraticku plochu, ktort nazyvame elipsoidom?°.

Obr. 6

Definicia
Kvadraticku plochu vyjadrent v suradnicovej sustave (Oxyz) rovnicou

(x-m)* (y—n)* (z—p)? (7)
a? b2 * c? ’
kde a,b,c € R,a > 0,b > 0,c > 0, nazyvame elipsoidom so stredom S[m, n, p] a polosami a, b, c.

a) Rovnica sa nazyva stredova rovnica elipsoidu.

b) Body so suradnicami [m * a, n,p], [m,n £ b,p], [m,n,p £ c] nazyvame vrcholy elipsoidu.

¢) Stred elipsoidu je stéasne aj bodom simernosti tejto plochy. Ak S[0,0,0], potom hovorime, Ze
elipsoid je v zdkladnej polohe.

Ak porovnavame dizky polosi, potom:

1. prea # b # c # a hovorime, Ze elipsoid je trojosovy.

2. Aka = b,a # cje elipsoid rotaénou plochou s osou rotécie o0,. Plochu nazyvame:
a) splostenym elipsoidom pre a > c,

b) pretiahlym elipsoidom pre a < c.

10 slovensko - anglicky: elipsoid — ellipsoid; rotacny elipsoid — spheroid; trojosovy elipsoid — triaxial ellipsoid;
splosteny elipsoid — oblate spheroid; pretiahly elipsoid — prolate spheroid
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Obr.74a,b

VSeobecna rovnica elipsoidu
Algebrickou Upravou stredovej rovnice odvodime:

(x-m)* (y—-n)* (z-p)?
a? + b2 +Zc2

b%c?(x —m)? + a’c*(y —n)? + a?b?(z—p)? =1

=1 /.a’b%c?*+#0

b2c?x? + a’c?y? + a?b?z? — 2mb?c?x — 2na’c?y — 2pa?b?z+m? +n? +p2—-1=0
Ak oznacime redlne koeficienty
A=b%?  B=ada%? C=a?b? D=-2mb%? E =-2na%c?
F = —2pa®b? E=m?+n?+p?-1,
potom
Ax?+ By?+Cz?+Dx+Ey+Fz+E =0. (8)

Vztah nazyvame vieobecnou rovnicou elipsoidu®?, ak 4 > 0,B > 0,C > 0. Nie kaZdd v3eobecnd
rovnica je analytickym vyjadrenim elipsoidu (obdobne ako pri gulovej ploche).
Z predpokladu, Ze v rovnici je A > 0, vydelime rovnicu koeficientom A. Odvodime:
2+B 2+C 2+D +E +F +E—0
Ty Tt T AT Y Tt T T
x2+Py?2+Qz>+Rx+Sy+Tz+U=0

Koeficienty P, Q, R, S, T a U urcuju rovnicu kvadratickej plochy jednoznacne. Z toho vyplyva, Ze elipsoid
je v priestore Ezurceny Siestimi nezdvislymi bodmi.

11V texte sme informativne ukdazali prechod od stredovej rovnice ku vieobecnej rovnici elipsoidu. Je zrejmé, Ze
vSeobecna rovnica je Specifickym pripadom rovnice (1). V dalSom texte uz nebudeme odvodzovat vSeobecné
rovnice ostatnych kvadratickych ploch, pretoZe v praxi sa najviac pouZivaju prave stredové rovnice (su
prehladnejsie - z vyjadrenia mozeme priamo identifikovat typ plochy).

17



Priklad
Rovnica elipsoidu je x* + 2y? + 3z% + 16y — 39z = 0. Urcte suradnice jeho stredu a dizku polosi.
Riesenie.
Postupne upravujeme:
x2+2y?+32z2+16y—392=0
x2+2(y?*+8y)+3(z2—132) =0

13
x2+2(y*+24.9) + 3(22 — 2.7.2) =0

) 5 y , .13 13\2  (13)°
x*+2(y°+24.y+4°—-4°)+ 3|z —2.—.Z+(—> —(—) =0

2 2 2
13\* 507
x2+2(y+4)2—32+3(z—7> —T=0
2+2( +4)2+3( 13)2—635
X y z >) =72
13
2 o+ar (2-37)
635 " 635 ' 635
4 8 12
Stred elipsoidu ma sudradnice S [0, —4, 173] a polosi su:
_ Y635 , _ [635 _ V1270 . _ [635 _ _ 1905
a==-h= s : Ty T T e

Obr. 8
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Cvicenie

1.

Napiste stredovu rovnicu elipsoidu so stredom S a polosami, ak:
a) S[0,10,5],a=2,b=12,c =3,

b) S[0,0,—5],a=1= b,c=9,
9S[-1,-3,-5].a=5b=16c=1.

Urcte stred a polosi elipsoidu, ak je dany rovnicou:

a) 3x2+3y?2+2z2-2z=0

b) 9x2 + 25y2 + 22522 — 18x + 50y + 1350z — 1834 =0

2 2 2
.. , v . v , . X z
Zistite, akd mnoZzina bodov je uréena rovnicou e + % + S =a a €R.
. . . . . x%  y?  Z? .
Urcte rovnicu rovinného rezu elipsoidu s rovnicou E+E+? =1, ak rovina rezu a ma

rovnicu:

a) x =25, b)z=0.

Uréte geometrické miesto bodov v priestore E;, ktorych sucet vzdialenosti od dvoch danych
bodov F;[0,0,c], F,[0,0 — c],c € R, c # 0 je konstantny a rovny 2a, kdea € R,a > 0.
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Hyperboloidy

Hyperboloid je kvadraticka plocha, ktord sa odliSuje od predchadzajucich pléch (gulova plocha,
elipsoid) tym, Ze nie je ohrani¢end. RozliSujeme dva druhy hyperboloidov. Postupne ich intuitivne
priblizime ako obrazy gulovej plochy v istej transformdcii a nasledne odvodime ich stredové rovnice.
Vseobecné rovnice uvadzat nebudeme, su analogické vSeobecnej rovnici elipsoidu.

Jednodielny hyperboloid
Nech je dand gulova plocha k(0, ), 0[0,0,0] analytickym vyjadrenim

x2+y2+z2 =12

Zobrazenie dané rovnicami*?

a
e )
, b
y —;y
c
z ' =i.—z
T

kdea,b,c € R: a>0,b > 0,c > 0 ai je imaginarna jednotka v obore komplexnych ¢isel C, zobrazi
gulovu plochu do jej obrazu. Odvodime analytické vyjadrenie obrazu:

x2+y?+2z2%= (gx’)z + (gy’)z + (igz’)2 = r?
(9;'2)2 N (};'2)2 B (ZC'2)2 1 (10)

Ukazeme, Ze rovnicu (11) méZu splniat suradnice x’, y’, z’ redlnych bodov.

V prvom rade, plocha urcena rovnicou (11) pretne suradnicové osi oy, 0,, postupne v realnych bodoch
[£a, 0,0], [0, £b, 0]. Os 0, plocha nepretina v redlnom bode, pretoze —(z")? = c?.

Prienikom plochy s osou 0, st imaginédrne body [0,0, +i.c].*®

Kvadratickd plocha ma nasledovné prieniky so suradnicovymi rovinami:

a) Aka # b, potom rovina z = 0 pretne plochu v elipse s rovnicou
Ak a = b, potom prienikom plochy s rovinou z = 0 je kruznica.

12 2
b) rovina y = 0 pretne plochu v hyperbole, ktorej rovnica je ) _ () =1,

a? c?
"2 "2
c) rovinax = 0 pretne plochu tiez v hyperbole s rovnicou (3;2) - (ZCZ) = 1.

V pripade rovin, rovnobeznych so stiradnicovymi rovinami, odvodime rovnice rezov nasledovne:

12 7obrazenie, ktorého matica ma koeficienty komplexné &isla, sa neda nazorne vizualizovat. Napr. bod gulovej
plochy so suradnicami [0,0, 7] sa zobrazi do imaginarneho bodu [0,0, i.c]. Imaginarnym bodom nazveme taky
bod, ktorého asponi jedna suradnica je vyjadrena komplexnym cislom.

13 Imagindrnym bodom bodom nebudeme venovat zvldstnu pozornost.
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a) rovinaz =k, kde 0 < k,k € R, pretne plochu v reze, ktorym je elipsa a plati:

(x")? N OO

a? b2 c2 1
xl 2 N2 k2
ERE
(x")? (v")?

=1.

+
2 2
a2 (1+k—2) b2(1 +—k2)
C C

Rezy su navzajom podobné elipsy.

Obr.94a,b

b) Ak zostrojujeme rezrovinou y =1, 0 <[l < b, potom prienikom je hyperbola:

"2 2 N2
COMONCOL

a? b2 c?
(x,)z (ZI)Z 12
a2 2 b
(x")? (z')?

2 12 - 2 12 N 1'
1-+ 1-+
“ ( bZ) ¢ ( b )
ktorej hlavné osi su rovnobeZné s osou o,.
¢) Rovinay = b pretne plochu v jednom bode.
d) Rez rovinou y = 1,1 > b je taktiez hyperbola s hlavhou osou rovnobeZnou s o,, pretoze
12
1-— »2 < 0.
e) Obdobn3 situacia nastava pre rezy rovinami rovnobeznymi so suradnicou rovinou Oyz.

Zobrazenim (9) sme odvodili rovnicu novej kvadratickej plochy, ktord nazyvame jednodielnym
hyperboloidom4,

14 Citatel ziska pomerne nazornu predstavu o tvare jednodielneho hyperboloidu. Stadi, ak sa pozrie obrazky, na
ktorych st chladiace veZe jadrovych elektrarni, resp. obr. 13.
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Definicia
Kvadraticku plochu vyjadrend v suradnicovej ststave (Oxyz) rovnicou
(x—m)? (y-n)*> (z—-p)* N (12)
a? bz 2z
kde a,b,c € R,a > 0,b > 0,c > 0, nazyvame jednodielnym hyperboloidom so stredom S[m,n,p]
a polosami a, b, c.

a) Rovnicu (12) nazyvame stredovou rovnicou jednodielneho hyperboloidu®.

b) Body so suradnicami [m + a, n, p], [m,n £ b, p], nazyvame vrcholy.

c) Stred jednodielneho hyperboloidu sucasne aj bodom sumernosti tejto plochy. Rovnako je
plocha simernad podla priamok, ktoré prechadzaju jeho stredom asu rovnobeiné so
suradnicovymi osami.

d) Ak S[0,0,0] a os plochy je totoZna so stradnicovou osou, potom hovorime, 7e jednodielny
hyperboloid je v zdkladnej polohe®®.

x2+y?—z2=1 2
Obr.104a, b
Rozlisujeme:

a) aka = b, potom ide o rotacnu plochu s osou rotacie 0,. Na obr. 11a je ukazka jednodielneho
rotacného hyperboloidu v zakladnej polohe
b) Ak pre a # b hovorime, Ze jednodielny hyperboloid je elipticky. Ukazka je na obr. 11b.

Priklad

Ukdzte, Ze kazZdy bod priamky uréenej bodmi A[—4,1,4], B[1,1,—1] leZi na jednodielnom rotaénom
hyperboloide s rovnicou x? + y% — z? = 1.

Riesenie. Rovnica priamky uréenej bodmi A, B je v parametrickom tvare:

X=A+t.(B-A),teR

15 Slovensko — anglicky: hyperboloid — hyperboloid; jednodielny hyperboloid — one-sheeted hyperboloid,

elipticky jednodielny hyperboloid - elliptical one-sheeted hyperboloid; rotaény hyperboloid — circular

hyperboloid;

16 v z4kladnej polohe su aj hyperboloidy, ktorych rovnice su:
2 y2

x 72 x?
__b_2+c_2_1 alebo _a_+_+__1

a?
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a plati
x=—4+(1-(-4).t =—4+5¢
y=1+1-1D.t=1
z=4+4+(-1—-4).t =4 -5t
Dosadime do vyrazu x2 + y? + z2.
x2+y?+z2=(-4+5t)?+12 - (4—-5t)?% =
= (16 — 40t + 25t%)? + 12 — (16 — 40t + 25t%)? = 1.

Z uvedeného vyplyva, Ze kazdy bod priamky AB lesi na kvadratickej ploche. Hovorime, Ze priamka

AB le¥i na jednodielnom hyperboloide.

Obr. 11

Pozndmka. Z riesenia prikladu vyplyva délezitd viastnost jednodielneho hyperboloidu - ide o tzv. priamkovu
plochu. Priamkovd plocha je plocha, ak kaZzdym jej bodom prechddza aspofi jedna priamka, ktord leZi v danej
ploche. Na obr. 13 je zndzornend cast jednodielneho hyperboloidu, ktory vznikol rotdciou tsecky AB, kde
A[2,3 — 1], B[2,—3,5], okolo osi o,.

Obr. 12
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Dvojdielny hyperboloid
Nech je dand gulové plocha k(0,7),0[0,0,0],7 > 0 analytickym vyjadrenim

x2+y?+z2=r2

Zobrazenie dané rovnicami

. a
x'=i-—=x
A (12)
' —j._
y=uy
, C
z' =-z,
r

kdea,b,c €R: a>0,b > 0,c > 0 ai je komplexna imaginarna jednotka, zobrazi gulovu plochu do
jej plochy s analytickym vyjadrenim:

x2+y?+2%= (i -gx’)2 + (i -Iy’)z + (ZZ’)Z =r?

b c
SO DGO (13)
T a2 p2 cz

UkdaZeme, Ze okrem imaginarnych bodov, existuju aj redlne body, ktoré leZia na danej ploche.

Prienikom plochy a sdradnicovych osi su imaginarne body [+i.a, 0,0],[0, +i. b, 0] a dva redlne body
[0,0, c].

Kvadratickd plocha s rovnicou (14) ma nasledovné prieniky so sdradnicovymi rovinami:

a) rovina z = 0 nepretina kvadraticku plochu v redlnych bodoch, pretoZe rovnica

(x)? () 1
T a2 T pz
nemd v R xR rieSenie.
@), @)
b) Rovinay = 0 pretne plochu v hyperbole, ktorej rovnica je v tvare — - + = =1,

c) rovina x = 0 plochu pretina plochu tiez v hyperbole s rovnicou
O @)

Sz T =L

Obr. 13
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Roviny, ktoré su rovnobezné so suradnicovymi rovinami, pretinaju plochu nasledovne:
d) rovinaz =k, kde —c < k < ¢,k € R, nepretne plochu, pretoze:

L@ O R

az b2 + c? =1
N )k
T az pz T 2
xl 2 N2
N0 N 0

@(i-z) »(-%)
Lava strana rovnice je zaporna pre vietky [x’,y'] € R xR, kym prava strana sa rovna 1.
e) Akz = tk, potom prieniky prislusnych rovin a plochy st dva body [0,0, *+c].
f) Akz =k, kde |k| > |c|, potom prienikom je vidy elipsa
OO

a? b2 + c2 1
) o) 1 (k)?
- a? - pz - c2
@) ) K
a? b2 ~ cz 1
(') CO

2 + 2
@(a-1) »(G-1)

Z uvedeného vyplyva, Ze kvadraticka plocha ma dve casti.

g) Ak zostrojujeme rezrovinou y =1, | € R, potom prienikom je hyperbola:

N RO

a? b2 c2 1
¥N2 ()2 12
(x")? (z')?

=1.

- Zy ' 2
a2(1+p> C2<1+ﬁ)

h) V pripade roviny x = m, m € R, rovina plochu pretina v hyperbole

(yl)Z (ZI)Z _ 1 mZ
2 Tz Tt
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_G® @)
b? (1 +Zl—22> 02(1 +7Z—22)

Zobrazenim (13) sme odvodili rovnicu novej kvadratickej plochy, ktord nazyvame dvojdielnym
hyperboloidom.

=1.

Definicia
Kvadraticku plochu vyjadrent v suradnicovej sustave (Oxyz) rovnicou
Cc-m? -n? -p)? (14)
R cz 7

kde a,b,c € R,a > 0,b > 0,c > 0, nazyvame dvojdielnym hyperboloidom so stredom S[m,n,p]
a polosami a, b, c.
a) Rovnicu nazyvame stredovou rovnicou dvojdielneho hyperboloidu®. Body so stradnicami

[m,n,p £ c] nazyvame vrcholy.

b) Stred dvojdielneho hyperboloidu sucasne aj bodom sumernosti tejto plochy. Rovnako je
plocha sumernd podla priamok, ktoré prechadzaji jeho stredom asu rovnobeZiné so
suradnicovymi osami. Nazyvame ich osami hyperboloidu.

¢) Ak S[0,0,0] a plocha md os totoZnu so suradnicovou osou, potom hovorime, Ze dvojdielny

hyperboloid je v zdkladnej polohe®®.

2

2 72 x

+ 1 + Z—l
5 =

Xy

36 16 ' 25 21 36
Obr.144a,b

17 Slovensko — anglicky: dvojdielny hyperboloid — two-sheeted hyperboloid alebo aj hyperboloid of two sheets;

18\ zakladnej polohe su aj dvojdielne hyperboloidy, ktorych rovnice su:

x? y?  z? x
4L 2 -1 | ——=—-==1.
Pl alebo "
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Ak porovnavame dizky polosi, potom:

a) pre a # b hovorime, Ze dvojdielny hyperboloid je elipticky.
b) Ak a = b, potom ide o rota¢nu plochu s osou rotacie o,.

Cvicenie

1.

NapiSte rovnicu jednodielneho hyperboloidu, ktory ma stred v bode S[—1,2,—5] a polosi
difoka =5,b = 2, ¢ = 1, ak ma os rovnobeZnu so stradnicovou:
a) osouoy, b)osouo,, c) osou o,.

Y . . , . x? 2z . .. .
Urcte prienik hyperboloidu daného rovnicou T + % -5 = 1 s rovinou a, ak jej rovnica je:

a) x=-5 Db)y=4 c)z=-3.

Aplikujte metddu rezov a zndzornite plochu, ak jej rovnica je v tvare:
2 2 2

x y z
a) —t+s-——=1,
) 3T E 5

XZ 2 z2
b) =+X-Z=-1.

49 16 1

Zistite stred a polosi hyperboloidu daného rovnicou:

a) —9x2? +25y% +9z%2 — 18x — 50y — 209 = 0,

b) 6x2—4y? —3z%2+24x+12z=0.

Akd mnoZina bodov je dana rovnicou:

a) x?+y?—3z2+15a% =0, kdea €R,

b) —2x%+y?+20x—az?+34=0, kdea € R —{0}.
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Paraboloidy
Paraboloidy su kvadratické plochy, ktoré (obdobne ako hyperboloidy) nie st ohrani¢ené. RozliSujeme
dva druhy paraboloidov. Postupne uvedieme ich definicie a odvodime rovnice.

Elipticky paraboloid

Nech je dand gulové plocha k(0,7),0[0,0,0],7 > 0 rovnicou
x2+y2+z2 =12

Zobrazenim f: E3 — E3 s rovnicami

a

!

x'=—x
b
' == (15)
y Tiy
z' = —r—zzz,

kdea,b,c € R: a > 0,b > 0,c > 0, zobrazi gulovu plochu do plochy s rovnicou:

T N2 T N2
2 2 2 _ (1 ') 2 — g2
x“+y“+z —(ax) +(by) re.z =r
CHNCA (16)
“az b2

Kvadratickd plocha uréena rovnicou (17) ma takéto prieniky so suradnicovymi rovinami:

a) rovina z = 0 sa dotyka kvadratickej plochy v bode 0[0,0,0].
CHR

b) Rovinay = 0 pretne plochu v parabole, ktorej rovnica je =7

o) _
b2 =Z.

c) Rovina x = 0 plochu pretina plochu tieZ v parabole, ktorej rovnica je

Roviny, ktoré su rovnobeZné so suradnicovymi rovinami, pretinaju plochu nasledovne:
a) rovinaz =k, kde 0 < k, k € R, pretne plochu v elipse s polosami av'k, bk, pretoze:
() ')

7 b_2:k /:k¢0
@2, 00 _,
ka? = kb%

b) Ak zostrojujeme rez rovinou y =1, l €R, potom prienikom je parabola svrcholom

[0t
GO O
2 b2 -
(f')Z_ , W2

Z — —
a? b2

c) V pripade roviny x = m, m € R, rovina plochu pretina tiez v parabole, ale s rovnicou
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(m? )
=z

a? b2
o, (m)?
b =X T

. . m?
ktorej vrchol je V, [m 0, ﬁ]

Odvodili rovnicu novej kvadratickej plochy, ktord nazyvame paraboloidom.

Obr. 15
Definicia
Kvadraticku plochu vyjadrent v suradnicovej sustave (Oxyz) rovnicou
(x—-m)* (y—n)? (17)
a? 2 TP

kde a,b € R,a > 0,b > 0, nazyvame eliptickym paraboloidom s vrcholom V[m, n, p].

a) Rovnicu nazyvame aj vrcholovou rovnicou eliptického paraboloidu?®.

2 2
b) Ak a = b, hovorime, Ze paraboloid je rotacny. V pripade plochy s rovnicou % + % = z sU rezy

rovinami z = k, k > 0, kruZnice, ktoré maju stredy na osi 0, a polomery r = avk.
¢) Ak je vrchol paraboloidu V[0,0,0] a plocha je uréend rovnicou v tvare (17), potom hovorime,

Ze paraboloid je v zdkladnej polohe®.

% Slovensko — anglicky: elipticky paraboloid — elliptic paraboloid;
20y zakladnej polohe st aj paraboloidy, ktorych rovnice su:

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
I A X E 4 E Yoz _ Yoz _ _
+==—-z a2+b2—y, a2+b2— v, +==x , = —x,
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Hyperbolicky paraboloid
Nech je dand gulové plocha k(0, 1), 0[0,0,0],7 > 0 analytickym vyjadrenim

x2+y?+z2=r2

Zobrazenie dané rovnicami

, a
X =—X
r
, b
y i.ry
I 1 2
z -2z
r

(18)

kdea,b € R: a> 0,b > 0, aije komplexnd imaginarna jednotka, zobrazi gulovi plochu do plochy s

analytickym vyjadrenim:

N2 N2
2 2 2 _ (., o) 2 — 2
x“+y“+z —(ax) +(l by) z.r T
=D ),
@z pz 7

Prienikom plochy a suradnicovych osi oy, 0y, 0, je len jeden bod 0[0,0,0].
Kvadratickd plocha s rovnicou (18) ma nasledovné prieniky so suradnicovymi rovinami:

a) rovina z = 0 pretina plochu v priamkach, ktorych rovnice odvodime nasledovne:

COR DL
@ T T
xl yl xl yl
) (s =0
<a b) <a+b>
x—,—y—,=0/\z=0 alebo x—’+y—’=0 ANz=0
a b a b

Obe priamky prechadzaji bodom 0[0,0,0].

"2
b) Rovinay = 0 pretne plochu v parabole s rovnicou (9;—2) =z
N2
c) Rovina x = 0 plochu pretina plochu tiez v parabole, avSak s rovnicou — o) _ z'.
b2

Vrcholom kazdej paraboly je bod 0[0,0,0].

Roviny, ktoré su rovnobezné so suradnicovymi rovinami, pretinaju plochu nasledovne:

d) rovinaz =k, kde k € R,k > 0, pretne plochu v hyperbole s rovnicou:

COMNCOR
a2 bz
COMNCD
a’k b2k '

(19)
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N2 N2
e) Akk < 0, potom hyperbola ma rovnicu: G + Oy _ 1.

a2k = b2k
f) Ak zostrojujeme rez rovinou y =1, | € R, potom prienikom je parabola:
(xr)z 12
az Ty
g) V pripade roviny x = m, m € R, rovina pretina plochu v parabole
B (yI)Z 3 mZ

b2 z a?

Obr. 16

Zobrazenim (17) sme odvodili rovnicu novej kvadratickej plochy, ktord nazyvame hyperbolickym
paraboloidom?..

Definicia
Kvadraticku plochu vyjadrend v suradnicovej sustave (Oxyz) rovnicou
(x—m)? (y-—n)? (20)
a2 bz P

kde a,b € R,a>0,b >0, nazyvame hyperbolickym paraboloidom svrcholom V[m,n,p]
a polosami a, b.

Rovnicu nazyvame vrcholovou rovnicou hyperbolického paraboloidu. Ak je paraboloid urceny
rovnicou v tvare (20) a sucasne V[0,0,0], potom hovorime, Ze je v zdkladnej polohe?.

21 slovensko — anglicky: hyperbolicky paraboloid — hyperbolic paraboloid.
22 |ntuitivne - hyperbolicky parabolid ma tvar v podobe “konského sedla“. V zakladnej polohe su aj dvojdielne
hyperboloidy, ktorych rovnice su:
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CviCenie

1. Urcte suradnice vrcholu a polosi paraboloidu daného rovnicou:
2
a) x%+ % =9y,
b) 9x2+y?—36x—36z+4 =0,
c) 4y?+3z?2—-720x—6z+3 =0,
2. Aplikujte metédou rezov a znazornite plochy z cvic¢enia 1.
3. Zistite suradnice vrcholu a polosi hyperbolického paraboloidu daného rovnicou:
a) 5x%2—y?—20x—-50z+20=0,
b) 25y2 —4z% —100x — 50y — 16z + 9 = 0.
4. Aka mnoZina bodov je urcena rovnicou:
a) x?2—y?=2az prea+ 0,a €R,
b) x2+y2+a=2z pre a# 0,a €R,
c) 16x2+16y%2—8az—a?=0 pre a# 0,a €R
5. Urcte mnoZinu bodov, ktoré maju od bodu F [0,0,%] a od roviny a s rovnicou z = —% rovnaké
vzdialenosti.
2 2 2 2 X2 2 2 ZZ 2 ZZ
—2tE=r TEtE=Y aTp=Y Tatpsrn mmaE=x
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Valcova plocha

Medzi kvadratické plochy patria aj valcové plochy. Nazornu predstavu o nich vytvorime na zaklade
definicie. Ndsledne odvodime rovnicu kuzZelovej plochy.

-

Q

Obr. 17

Definicia

Nech je dand kuZelosecka k leZiaca v rovine a a priamka p, ktord nie je rovnobeZnd s rovinou a. Dalej
nech bod X, je lubovolnym bodom kuzZelosecky k, ktorym zostrojime priamku m rovnobeznu
s priamkou q. MnoZina vsetkych priamok m uvedenej vlastnosti vyplria plochu, ktoru nazyvame
valcovou plochou (druhého stupria)®.

KuZelosecku k nazyvame riadiacou kuzeloseckou valcovej plochy 2.stupna, priamky m su priamky
valcovej plochy 2.stupnia.

V daldom texte budeme o valcovej ploche hovorit bez dodatku ,,2. stuptia“ 2.

Samotna kuZelosecka k mdze byt reguldrna krivka (elipsa; kruZnica; parabola; hyperbola) alebo aj
singularna (2 réznobezky; 2 rovnobezky; priamka; bod). Podla typu regularnej kuzelosecky rozlisSujeme
elipticku, kruhovu (rotacnu), parabolickt alebo hyperbolickt valcovu plochu.

V pripadoch, kedy je priamka p rovnobezna s niektorou suradnicovou osou, napr. 0,, je rovnica
valcovej plochy identicka s rovnicou kuzelosecky.

23 Slovensko — anglicky: valcova plocha — cylindrical surface; valec - cylinder.
24 Dodatok 2. stupria je ddleZity, ak by sme zovieobecriovali pojem valcovej plochy, kde riadiaca krivka k nemusi
byt kuzeloseckou. Napr., mohli by sme uvaZovat o krivke ako o grafe funkcie y = sinx v rovine z = 0.
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Nech vrovine z = 0 leZi parabola y2 = 2px,p # 0,p € R. Ak bod M,[xg,V,,0] je bodom danej
paraboly, potom kazdy bod M|[x,, Vo, Z;, ], pre lubovolné z,,, € R, priamky m valcovej plochy vyhovuje
rovnici y2 = 2px.

Obr. 18

Riadiaca kuzelose¢ka mdze byt umiestnena aj v inej siradnicovej rovine nez z = 0. Na obr. 19a je
rovinaa:x = 0; naobr.19b je a:y = 0.

Obr.194a, b

Zakladné prvky urditej valcovej plochy identifikovat jej rovnice, ak v tejto rovnici absentuje niektora
z premennych. UkdZzeme na priklade.
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Priklad
Zistite, aké plochy su urcéené rovnicami:
a) z24+2z—4x+1=0
b) 9y?—16z%+ 64z—18y —199 =0
c) x?+y?=2ax, kdea €R.
RieSenie.
a) Rovnica neobsahuje premennu y, preto ide o valcovd plochu s osou rovnobeinou s o,,.

Urcujuca krivka plochy je parabola s rovnicou (z + 1)? = 4x letiaca
v stradnicovej rovine Oxz s rovnicou y = 0. Vrchol paraboly je v bode V[0,0, —1].

z

Obr. 20
b) KedZe rovnica neobsahuje premennu x, rovnica urcuje valcovu plochu s osou rovnobeznou

-1?  (z-2)?
16
v stradnicovej rovine Oyz s rovnicou x = 0. Stred hyperboly je v bode 5[0,1,2].

s 0. Urcujuca krivka plochy je hyperbola s rovnicou =1, ktord lezi
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c) Vtomto pripade rovnica neobsahuje premennud z. Plocha je valcovou plochou s osou
rovnobeZnou so suradnicovou osou o,. Urc€ujuca krivka plochy je kruZnica uréend s rovnicou
(x —a)? + y%2 = a? pre a # 0, ktora leZi v rovine Oxy s rovnicou z = 0. Stred kruznice je
bod S[a, 0,0].
Ak a = 0, rieSenim je priamka — suradnicova os o,.

Obr. 22

Priklad

Rovina p prechddza osou o, a pretina elipticku valcovi plochu 4x? + 9y? = 36 v kruznici. Uréte
rovnicu roviny p.

RieSenie. Rovina p prechddza osou o,, preto jej rovnica bude v tvare 0x + by + ¢z = 0, kde 71 =

(0,b,c),b # 0,c # 0 je jej normalovy vektor.
Samotna os o, pretne valcovu plochu v bodoch A[3,0,0], B[—3,0,0] a usecka AB je nielen hlavnou
osou riadiacej elipsy, ale aj priemerom hladanej kruznice.

VedlajSia os riadiacej elipsy leZzi vrovine x = 0 aje kolmym priemetom zdruZeného priemeru
hladanej kruZnice. Vedlajsi vrchol C[0, —2,0] je kolmym priemetom bodu CO[O,—Z, ZCO] leZiaceho
v rovine p.

Z pravouhlého trojuholnika SCC, pomocou Pytagorovej vety vypocitame z; = ++/5 . Dosadime
suradnice bodu C, [0, -2, i\/g] do rovnice Ox + by + cz = 0 a odvodime

. + 5 [

pre YrE=
V5

Pz YV — 4=

36



Vo vyssie uvedenych ukazkach bola priamka g bola kolma na rovinu a. Nie je to viak nutné.

Ak priamka g nie je kolma na rovinu « , v ktorej leZi riadiaca kuzelosecka k, odvodime rovnicu valcovej
plochy nasledovne:

a) Zvolime na kuZelosecke k lubovolny bod X ,.

b) Smerovy vektor U priamky q bude aj smerovym vektorom priamky m. Priamka m prechddza
bodom X,.

¢) Zparametrického vyjadrenia priamky m vylicime parameter t.

d) Zrovnic priamky vyjadrime suradnice bodu X, adosadime ich do rovnice riadiacej
kuZelosecky. Po uprave ziskame rovnicu valcovej plochy.

Ukazeme na konkrétnom priklade.

Priklad

Urcte rovnicu parabolickej valcovej plochy s riadiacou krivkou
x24+2xy+y*—8x—12y+26=0

leZiacou v rovine z = 0 tak, aby smerovy vektor priamok plochy bol i = (1,1,2).

RieSenie. Ak bod X,[x,, Vo, 0] je bodom riadiacej krivky (paraboly), potom pre jeho suradnice plati:

x& + 2x0y0 + ¥4 — 8xy — 12y, + 26 = 0.
Priamka m, prechadzajica bodom X;;, ma symbolicku rovnicu
X=X, +tuteR.

Odtial vyplyva:
x=x9+ 1.t
y=y,+1.t
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Z
z=0+2.t $t=5.

Dosadime za t do rovnic pre x,y a po Uprave odvodime
z

xo=x_§
=y Z
yO_y 2'

(x—g)2+2(x—§)( —§)+( —%)2—8(x—§)—12(y—§)+26=0.

Nasledne

x2+y2+ZZ+2(xy_xz—yz)—8x—12y+1OZ+26=0.

Obr. 24

Pri valcovych plochach mézeme limitnymi uvahami ziskat aj pozoruhodné vysledky.

UvaZujme napr. rovnicu

X2 y?
_ 2
; + F =m-,
ktora vyjadruje elipticky valec s polosami ka, kb pre k € R — {0}.
2 2

Ak limitnem — 0 , potom ajma — 0 a si¢asne mb — 0. Dostaneme rovnicu —; + 2’—2 =0
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Geometricky to znamena, Ze valec ,limitne prechadza do priamky“ (osi 0,)25.

Analogicky, ak uvazujeme rovnicu

2 2
XY e
a? b2 ’
pre m # 0 vyjadrujucu hyperbolicky valec, potom limitnym prechodom m — 0 sa valec deformuje na
dve roviny (prechadzajuce asymptotami urcujucej hyperboly a rovnobeznymi s osou o,).

Ich rovnice odvodime nasledovne:

2 2
GG
Xy Xy
PR S

Pozndmka.
Ak mdme rovnicu z?> — m? = 0 pre m € R — {0}, vyjadruje tdto rovnica dve navzdjom rézne, ale rovnobezné,

roviny s rovnicami z = m,a z = —m.

Ak ide o rovnicu z*> + m? = 0, potom geometricky vyjadruje imagindrne roviny s rovnicami z = +i.m.
Ak je m = 0, ide o dve totoZné roviny urcené rovnicou z=0.

Cvicenie

1. Odvodte rovnicu valcovej plochy s uréujicou kruznicou x? + y? = 1 leZiacou v rovine z = 0,
ktorej os mé smerovy vektor s = (1,—1,2).

2. Odvodte rovnicu rotacnej valcovej plochy, ktord prechadza bodom M[2,—1,1] ajej os je
priamka urcéena rovnicou XT_I = y_—+22 = ? =t,t €ER.

3. Napiste rovnicu valcovej plochy s uréujicou krivkou x? = 2z leZiacou v rovine y = 0, ktorej
smerovy vektor bude § = (1,1,1).

4. Odvodte rovnicu valcovej plochy, ktora je opisand gulovym plochdam s rovnicami
x24+y2+2z2=25a(x—-2)2+ (y—1)?+2z? = 25.

5. Uréte rovnicu roviny, ktord valcovd plochu srovnicou 9x% + 25y2 — 225 =0 pretina
v kruZnici.

6. Do rota¢nej valcovej plochy s rovnicou x? + y? = 25 vpiste gulovu plochu tak, aby sa dotkla

roviny §+§+§= 1.

25V pripade, Ze pracujeme nad polom komplexnych &isel, odvodime (f + i%) . (f - i%) = 0. Ide o rovnice
a a

. .z , . . X . X . s , .7 s . . .
dvoch imaginarnych rovin s rovnicami " + l% =0a - l% = 0, ktoré sa pretinaju v realnej priamke — osi o,.
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KuZelova plocha

KuZelové plochy su dalsim prikladom kvadratickych pléch. Zavedieme ich definiciou a odvodime
rovnice.

Definicia

Nech je dand kuZelosecka k leZiaca v rovine a a bod V, ktord nepatri rovine a. Dalej nech bod X, je
lubovolnym bodom kuZelosecky k, ktorym zostrojime priamku m prechddzajucu bodom V. MnoZina
vsetkych priamok m uvedenej vlastnosti vypltia plochu, ktoru nazyvame kuZelovou plochou (druhého
stupria)®.

KuZelosecku k nazyvame riadiacou kuzeloseckou kuzelovej plochy 2.stupna, bod V' sa nazyva vrchol
kuZelovej plochy 2. stupnia, priamky m su priamky kuZelovej plochy 2.stupna.

V daldom texte budeme o kuZelovej ploche hovorit bez dodatku ,2. stupfia“ %.

Samotna kuZelosecka k moze byt regularna krivka (elipsa; kruznica; parabola; hyperbola) alebo aj
singularna (2 réznobezky; 2 rovnobezky; priamka; bod). Podla typu regularnej kuzelosecky rozliSujeme
elipticku, kruhovu (rotacnu), parabolickt alebo hyperbolicki kuzelovu plochu.

Ukazka je na nasledujucom obrézku. V rovine z = 0 leZi elipsa, na ktorej lezi bod X, [xg, o, 0]. Vrchol
kuzelovej plochy je bod V[0,0, z,]. Ak bod X, ,prebieha“ elipsu, potom mnozina priamok m vyplria
eliptickda kuzelovu plochu.

Obr. 25

26 Slovensko — anglicky: kuZelova plocha — cone surface; kuZel - cone.
27 Dodatok 2. stupfa je ddleZity, ak by sme zovieobectiovali pojem kuZelovej plochy, kde riadiaca krivka k nemusi
byt kuzeloseckou. Napr., mohli by sme uvaZzovat o krivke ako o grafe funkcie y = sinx v rovine z = 0.
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Ak v rovine a leZi riadiaca kuzelosec¢ka F(x,y) = 0 avrchol kuZelovej plochy V[vy,v,, v3] rovine a
nepatri, potom rovnicu valcovej plochy odvodime tymto postupom:

a) Zvolime na kuZelosecke k lubovolny bod X ,.

b) Vypocitame smerovy vektoru = V — X, priamky m.

¢) Zparametrického vyjadrenia priamky m vylicime parametert.

d) Zrovnic priamky vyjadrime suradnice bodu X, adosadime ich do rovnice riadiacej
kuZelosecky. Po uprave ziskame rovnicu valcovej plochy.

Ukazeme na konkrétnom priklade.

Priklad
Vrovine z = 5 lei kruznica x? + y? = 4. Napiste rovnicu kuZelovej plochy, ktorej urcujica krivka
je dand kruZnica a vrchol je v bode V[0,0,1].

Riesenie. Nech sa po kruZnici pohybuje lubovolny bod X, [x, vo, 5.

Obr. 26

Smerovy vektor priamky je
U=V-Xy,=1[00,1] = [x0,¥0, 5] = (=x0, =¥, —4)
a priamka m md symbolickd rovnicu X =V +t.uU, t € R, teda:
x=0—-t.xg
y=0-t.y,
z=1+t.(—4).
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Z rovnic pre z # 1vyjadrime:

_ z—1

t==7
_ Yy _ Yy
Yo = t z—-1
X 4x
xoz_zzz—l

Ked%e bod X, leZi na riadiacej kruznici, plati ~ x2 + y2 = 4.
Po dosadeni je vysledna rovnica kuzelovej plochy:

16x2% + 16y2 — 4(z — 1)? = 0.

Priklad

Vrovine x = 0 leZi priamka p, ktord s osou o,, zviera uhol a, a € (0, g) Napiste rovnicu kuZelovej

plochy, ktord vznikne rotdciou priamky p okolo osi o,.

Riesenie. RozliSime dva pripady.

a) Nech priamka p prechadza bodom A[0,r,0], kde r # 0. Pri rotécii priamky p okolo osi

0, prechadza priamka p bodom V[0,0,v], kde v = r.tana. Bod V je vrcholom rotacnej
kuZelovej plochy. Uréujicou krivkou je kruZnica so stredom S[0,0,0] leZiaca v rovine z = 0
a prechadzajica bodom A. Kruznica mé rovnicu x? + y2 = r2 (samozrejme v rovine z = 0).
Ak bod X,[xg,V0,0] je bodom uréujucej kruznice, povrchova priamka X,V plochy ma
parametrickd rovnicu

—_—

X=V+t.X,V
x=—t.x0
y=-tYo
z=r.tana+t.r.tana, t ER.
; , v _ _z _ _X — z—-r.tana
Z rovnic vyplyva, ze Xo=—7 Yo=—% t Erye—— pret # 0,7 # 0.

KedZe bod X, leZi na kruZnici, vyhovuju jeho stradnice jej rovnici a odvodime:
2 2 2 2
x“+y x“+y
2 2 2 2 o2
re=x{+yf=———=-=rtanfa——mm—.
0T Yo t? (z — r.tana)?
Rovnica kuZelovej plochy je v tvare

tan?a (x?2 +y?) — (z—r.tana)? = 0.

b) Ak priamka p prechadza bodom 0[0,0,0], potom je bod O aj vrcholom kuzZelovej plochy.
Urcujdcu kruznicu uréime v niektorej rovine, ktord bude rovnobeZna so suradnicovou
rovinou z = 0. Nech je to rovina s rovnicou z = m,m # 0.

Rovnicu priamky p uréime pomocou dvoch rovnic?:
x=0Az=tana.y

Vrovine x = 0 pretne priamka p rovinu z =m v bode C [O,%,m]. Bod C je bodom

urcujucej kruznice s rovnicou:

28 Geometricky - ide o rovnice dvoch rovin, ktorych prieseénica je priamka p.
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m 2
= ().
tan a
ktora leZi v rovine z = m.

Analogickym postupom ako v predchddzajucom priklade odvodime rovnicu kuzelovej plochy

v tvare?:
x?+y?—tan?a.z2 = 0.

Asymptoticka kuzelova plocha
Uvazujme jednodielny hyperboloid, ktory je dany rovnicou:

X2 y? g2 .
a2 b? 2 '

Vrovine z = m,m € R je rezom tejto plochy elipsa urcena rovnicou:

2 2 2
X y
F-I_b_ =1 +C_2
x2 y2
+ =1.
a2 - (c? + m?) b2 (c? +m?)
c? c?

Ak elipsa bude uréujicou krivkou kuZelovej plochy s vrcholom V[0,0,0], potom jej rovnicu odvodime
obdobne ako v rieSeni predchadzajuceho prikladu.

Smerovym vektorom povrchovej priamky plochy je U =V — Xy = (—xq, —Vo, —m), kde X, [xq, Vo, m]
je lubovolny bod uvazovanej uréujucej elipsy. Z parametrickej rovnice priamky VX, ziskame:

t=——, m=*0
x xm
Xp=——=—
0 t Z
__y_ym
Yo n 2
a plati:
I | _
a2 - (c? +m?) b2 (c? +m?)
c? c?

xZ y_g_cz+m2

a? b2 c?
x2m?2 22 , ,
72 z2 _C +m
a? b2 c?

29 yiysledok je v zhode s rieenim a) , ak polozime r = 0. Véimnime si, #e na hodnote m € R rie$enie nezavisi.
v .. p s, A ; , T . v , sy s
Navyse, v limitnych pripadoch hodnét r a a, ktoré sme v zadani vylUcili, je rieSenim pre r — 0 a sucasne a — 3

v . . Y ORT] , Y% T . o . , ’ v s
mnoZzina bodov osi 0,. V situacii, ked' r # 0 a stiéasne @ = S Ie limitnym pripadom rotac¢na valcova plocha.
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x y? 2+ m?
a?z2 ' b2z2 ¢?m?
x* y* L c+m?
a? + b2 c2m?2 0
2 2
X<y 1 1 (21)
_2‘|'—2—Z2 (—2+—2) =0.
a’ b m ¢
. .« . 1 . . «
Ak sa uvaiujeme, Ze limitne m — o, potom lim —= 0 adostavame rovnicu kuZelovej plochy
m-—-0o
v tvare:
2 2 2
X z
r 2 = 0.

Obr. 27

Ak by sme zopakovali Uvahy pre dvojdielny hyperboloid

2 2 2

X y° z

2T et

potom by sme odvodili rovnicu kuzelovej plochy v rovnakom tvare:
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Definicia

Asymptotickou kuZelovou plochou hyperboloidov urcenych rovnicami

2 2 2
X A
2 Y2
a’? b* c?
nazyvame kuZelovu plochu s rovnicou
x? y? z? 0 (22)

2 ez

Asymptotickd kuzelova plocha je teda ,spolo¢nou” plochou pre oba typy hyperboloidov.

Z geometrického hladiska, dvojdielny hyperboloid lezi vo vnutri asymptotickej kuzelovej plochy,

jednodielny leZi zvonku uvazovanej plochy.

Cvicenie

1. Odvodte rovnicu kuZelovej plochy s riadiacou kruznicou x? + y2? = 1 leZiaciu v rovine z = 0
tak, aby jej vrchol bol bod V[0,0,5].

2. Vrovine z=m, m > 0,m € R lezi parabola y2 = 2px, kde p < 0,p € R. Uréte rovnicu
kuZelovej plochy s vrcholom 0[0,0,0] tak, aby riadiacou krivkou bola dana parabola.

3. Napiste rovnicu kuZelovej plochy, ktord sa ma vrchol v bode V[0,5,0] a dotyka gulovej plochy
s rovnicou x2 + y?% + z% = 16.

4. Kuzelova plocha je opisana gulovym plocham s rovnicami x? + y2 + (z — 10)2 = 1a
x% + y? + z2 = 36. Ak je rovnica kuzelovej plochy? [Navod: VyuZite rovnolahlost 2 kruznic.
Uloha mé dve riesenia.]

5. Odvodte rovnicu kuZelovej plochy svrcholom V[0,0,c], ktorého uréujica krivka je elipsa
s rovnicou Z—z + Z—j = 1 leZiaca v rovine z = 0.

6. Aplikujte metédu rezov na kvadraticku plochu s rovnicou xy = z? a ukazte, Ze ide o kuZzelov
plochu.

7. Urcte rovnice hyperboloidov, ktorych asymptotickou kuZelovou plochou bude plocha

z rieSenia cvicenia €. 3.
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Vzajomna poloha priamky a kvadratickej plochy
Ak skimame vzajomnu polohu priamky a plochy, potom hlfaddme spolo¢né redlne body*.

Nech priamka p ma symbolicku parametrickd rovnicu:

X=M+t.1d, kde M[my, my,ms], i = (uy,up,us) #0,t €R.
Dosadime do rovnice (1) danej plochy a odvodime:

A(my + t.uy)? + B(my + t.uy)? + C(my + t.ug)? +
+D(my + t.uy).(my + t.uy) + E(my + t.uy).(mz + t.ug) + F(my + t.uy)(ms + toug) +
+G(my +t.uy) + Himy + t.uy) + I(mz + t.uz) + K = 0.

a.t?+b.t+c=0, (23)
kde a, b, ¢ si odpovedajuce koeficienty po prislusnych algebrickych Gpravach3..
V rieSeni mbzu nastat pripady:
a) dve realne rieSenia t; # t,. Prienikom plochy a priamky p su dva realne body odpovedajice
parametrom tq, t,.
b) Rovnica ma dvojndsobny redlny korenl t; = t,. Plocha md s priamkou p spolo¢ny jeden bod,
ktory nemusi byt dotykovym bodom. 32
c) Pre zdporny diskriminant kvadratickej rovnice su korene t;,t, su imaginarne. Plocha nema
s priamkou p redlne priesecniky.

d) Moze vsak nastat situacia, Ze a = b = ¢ = 0.V tomto pripade priamka p lezi na danej ploche.

Priklad

Zistite vzdjomnu polohu priamky a gulovej plochy, ak su dané rovnicami:

xTﬁzyTH:%:t,teR a x?+y*+z2—-12x—2y—4z+16=0.

Riesenie. Z kanonického tvaru rovnice priamky vyjadrime parameter t a dostaneme:
x=7t—-5 y=4t-3, z=-3t+8.
Dosadime do rovnice gulovej plochy:

(7t —5)2+ (4t —3)2 + (3t +8)2 —12(7t —5) — 2(4t —3) —4(3t +8) + 16 = 0

74t% — 222t +148 =0

30 Redlnym bodom nazyvame taky bod, ktorého stradnice su redlne &isla. Ak aspori jedna suradnica je komplexné
¢islo, hovorime o imaginarnom bode.
31 Kvoli nazornosti ich exaktné vyjadrenia neuvadzame.

32 priamka nemusi byt doty¢nicou, napr. moze ist o pripad priamky, ktord prechadzajuca len vrcholom kuzelovej
plochy, ....
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ty=1a t, =2
Priamka md s gulovou plochou dva priesecniky:
a) pret; =1jetobod A[x,, V4 24] = A[7.1 -5, 41-3, —3.1+8]=A4[2,1,5].
b) Akt, = 2, potom priese¢nik je bod B[xg, Vg, zg] = - = B[9,5,2].

Obr. 28

Priklad

Zistite vzdajomnu polohu priamky a elipsoidu, ak su utvary dané rovnicami:

x2 yz 72
=6+t,y=—6—-t,z=3 —+—=4+—=1.
X +ty Z a 36+16+9
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Riesenie. Dosadime parametrické rovnice priamky do rovnice elipsoidu a pocitame:

(6+0{+06—02 3?2

+—=1
36 16 9
i + ‘ +1=0
38 3
RieSenim kvadratickej rovnice je dvojnasobny koreri t; , = —6. Priamka sa dotyka plochy* v bode

Tlxr,yr,zr] =T[6 — 6,—6 4+ 6,3] = T[0,0,3].

Priklad

Zistite vzajomnu polohu priamky a elipsoidu, ak su utvary dané rovnicami

2 2

Z+i =1
16

y-8  z—-4
o 32

x x?
iy T—t,tER a £+

Obr. 30

Riesenie. Z kanonického tvaru rovnice priamky vyjadrime parameter t a dostaneme:
x = 3t, y=—4t+8, z=2t+4.
Dosadime do rovnice elipsoidu:

3t)2 (-4t +8)%? (2t + 4)?
B0° , ( 2, e
36 32 16

3 Priamka nie je jedinou dotyénicou elipsoidu v danom bode T. KaZda priamka leZiaca v dotykovej rovine
T elipsoidu v bode T je jeho dotycnicou.
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t?2—t+2=0.
Diskriminant kvadratickej rovnice s nezndmou t je zaporny, rovnica nema realne rieSenie. Priamka

dany elipsoid v realnych bodoch nepretina.

Moze viak nastat este pripad, kedy priamka lezi v danej ploche. Napr. hyperbolicky paraboloid dany
rovnicou
x2—y?2=z
obsahuje priamku PQ s parametrickymi rovnicami
x =t, y =t, z=0, t €R.
Dosadenim rovnic priamky do rovnice parabolidu odvodime: 0.t2=0.

Z toho vyplyva, Ze parameter priamky t € R mozZno zvolit fubovolne a kazdy bod priamky PQ lezi
v danej kvadratickej ploche.

Detailne tieto pripady analyzujeme v dalSej podkapitole.

Povrchové priamky jednodielneho hyperboloidu

Je zrejmé, Ze neexistuje priamka, ktorej kazdy bod by bol bodom gulovej plochy, resp. elipsoidu,
eliptického paraboloidu alebo dvojdielneho hyperboloidu. Na druhej strane, trividlnymi pripadmi, kedy
priamka lezi v danej ploche, st povrchové priamky valcovej plocha a kuzelovej plochy.

Na konkrétnych prikladoch sme ukazali, Ze v pripade hyperbolického paraboloidu a jednodielneho
hyperboloidu existuju povrchové priamky. Odvodime teda ich rovnice.

Uvazujme jednodielny hyperboloid dany rovnicou

2 2 2

x* y* z
a?  b?% 2

a upravujme ju nasledovne:

x2 72 2
a2z
(E+9-E-9=(14)-(-3) @
Z poslednej rovnosti vyplyvaju dve mozZnosti:

a) k.(§+§):l.(1+%)
y (25)

l'(E_E) =k.(1 _E)

b) m.(§+§)=n.(1—%)
(26)

(D)= (1+)

pre véeobecné parametre k,I[,m,n € R — {0}, kde kazda z rovnic predstavuje rovinu.
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Prienikom odpovedajucich si rovin je ich priesecnica — priamka leZiaca v danej ploche jednodielneho

hyperboloidu.

Priklad
Napiste rovnice povrchovych priamok jednodielneho hyperboloidu urceného rovnicou

2 2 2
x y z
T4l =g,

16 4 36

ktoré prechddzaji bodom P[4,1, —3].

RieSenie. Z rovnice hyperboloidu vyplyva,ze a =4,b = 2,c = 6.
1) UvaZujme moZnost A).

Ak povrchova priamka prechadza bodom P, vyhovuju jeho sdradnice aj rovniciam prislusnych rovin

a plati:

Po Uprave odvodime k = 31. Ak polozime3*[ = % potom k = 1.

Dosadime do rovnic A) a dostaneme sustavu dvoch rovnic s tromi nezndmymi:

1
LG50

LG-9-16-

x y z 1
27676 3
X 'y z
27z 1!

12 8
x=o 1
1
y:g+gt

z=0+t, tER.
2) VyrieSime es$te moZnost B).

Obdobnym rieSenim sustavy

nY=n (i)

(D= 15)

34 |de o parametrické rieenie, hodnotu | € R — {0} mozno zvolit lubovolne.
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vzhladom k nezndmym m,n po dosadeni suradnic bodu P za premenné x, y, z ziskame
m=n.

PoloZzime m = n = 1 a ziskame sustavu dvoch rovnic s tromi nezndmymi x, y, z tvare:

Obr. 31

Uvazujme o lubovolnom, ale pevne zvolenom bode Xg[xg, o, 0] urCujicej krivky (elipsy)

jednodielneho hyperboloidu v zakladnej polohe, ktory je dany rovnicou:

x2 yZ ZZ

2T el

Vypotitame stradnice smerového vektora i = (uy, Uy, u3) jeho povrchovej priamky prechédzajuicej

bodom Xj.
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Rovnica povrchovej priamky ma parametrické vyjadrenie:

X =x9+u;.t
y =Y tu,t
Z =1us.t, t ER.

Dosadime rovnice priamky do rovnice hyperboloidu a odvodime:

(xo +us.t)* (o +uz.)®  (us.t)?
2 + 2 - -
a b

c2

(G- ) B B (o)

a? b2

Bod X, [x0, 0, 0] patri uréujicej krivke (ploche), preto plati

x§ ¥
— + 5 =1 adostaneme:
a b?

() () - (2)) e (B 2

c a? b2

Vzhladok k tomu, Ze kazdy bod povrchovej priamky lezi na ploche, musi byt rovnica splnend pre
fubovolné t € R.

To nastane, ak sa koeficienty pri kvadratickom a sucasne aj linearnom ¢lene rovnaju 0, t.j.

)+ (- () o

c

2xqUq  2YoUy
a? + b2 =0

Ziskali sme sustavu dvoch rovnic s tromi nezndmymi uy, u,, u3, ktord ma parametrické rieSenie. Ak
poloZime u; = ¢, potom

(2 + () =1

2x0u;  2YolUy _

a? b? 0
_ a’y (28)
u, = —bz—x().uz,
pre xo #0
Dosadime a vypocitame:
5 2
- a2y0 U 2
) ()
a b
b 29
U, = iaxO, ( )
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pretoZe Jb2x¢ + a?y¢ = ab.

Nasledne eSte vypocitame:
2
a _ (30)
U, = yo.uzz---=+

_bzxo yO

S| Q

Z vysledku vyplyva, Ze bodom X, [x,, yo, 0] prechadzaju dve povrchové priamky.

Definicia
Nech X,[xo,Vo,0]je bodom jednodielneho hyperboloidu. Hovorime, Ze povrchové priamky

jednodielneho hyperboloidu uréeného rovnicou

2 2 2

x z
a2ty et
ktorych smerovy vektor je:
- <_Ey0 b C) (31)
b”"a’

su priamkami prvej osnovy (prislichajice bodu X,). Priamkami druhej osnovy (prislichajice bodu
Xy)nazveme povrchové priamky, ktorych smerovy vektor je

5= (B L) (32
= bYo: 0 0 CJ

Obr. 32

2 2
Ak sa bod X; ,,pohybuje” v rovine z = 0 po urcujucej elipse z_z + Z—Z = 1, vyplnia povrchové priamky

1., resp. 2., osnovy celu plochu jednodielneho hyperboloidu.
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Ak uvazujeme dva navzdjom rozne body X [x1, 1, 0], X5[x2, ¥, 0], t.j. [x1,y1] # [x2, y2], uréujicej
elipsy, potom im navzajom si odpovedajuce vektory X,X; a

— a b — a b — a b — a b
Uy =73V X ) Uz = (— 3V X2,C) TeSp. Uy =\ gV — X0, V2 =\ V2 — ;X2 C

su linedrne nezavislé. Z toho vyplyva, Ze odpovedajice povrchové priamky si mimobezné.

Obdobnymi dvahami mozno este ukazat, Zze fubovolnym bodom (nielen bodom urlujucej elipsy)
jednodielneho hyperboloidu mozno viest prave dve povrchové priamky. Odvodenie naznacime pre
hyperbolicky paraboloid v dalSej podkapitole.

Povrchové priamky hyperbolického paraboloidu
Nech je dany hyperbolicky paraboloid rovnicou

x2 yZ
—_—_———=7Z
a? b2 ’

na ktorom je pevne zvoleny lubovolny bod X, [x,, Vo, 2o taky, Ze [xo, Yo, Z2o] # [0,0,0].%

2 2
KedZe bod X, je bodom uvaZovanej plochy, pre jeho suradnice plati: % — Z—‘; = Z;.

Odvodime vztahy pre stradnice smerového vektora i = (uq, Uy, u3) tak, aby priamka
X =X, +t.4, tER
X =x9+tu
y=yy+tu,
z=2zy+tus

bola povrchovou priamkou hyperbolického paraboloidu.

Pocitame
(xo + t.u)?  (yo + t.uy)?
a2 - b2 = ZO +t. u3
L (uf  uj 2xpUy 20Uy xt  y¢ _ 0 (33)
@ p7) T \Ta T W) T T T
2 2
Bod X, patri ploche, preto Z—g - % —z9=0.

Ak ma byt priamka povrchovou priamkou, kvadraticka rovnica sa musi rovnat 0 pre kazdd hodnotu
premennejt € R. Z toho vyplyva:

35 Pripad, kde X,[0,0,0] sme analyzovali v kapitole o hyperbolickom paraboloide. Rie3enim su priamkyii =0

leziace v rovine z = 0.

SR
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uf  uj

—— <=0
a? b2
a sucasne
2xoU;  2YoUy 0
— —u; = 0.
a? b2 3

Sustava dvoch rovnic s tromi neznamymi uq, u,, u3 ma parametrické rieSenie.

PoloZime u; = 2¢, kde ¢ € R — {0} a odvodzujeme3:

2 2
a b a b
a sustava ma tvar:
a
u, = iguz

34
XoUy Yol _ (34)

a? b2

Obr. 33

a) Najprv nech U = +%u2.

Dosadime do druhej rovnice a dostaneme:

3 Volba parametra ¢ = 0 vedie k homogénnej slstave 2 rovnic s 2 neznamymi. Vtom pripade ma slstava

trivialne riesenie % = (0,0,0). Nulovy vektor neméZe byt smerovym vektorom priamky.
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Xo @ YoUz _

ab?c a®bc (35)

Uy = U =—F—
Xob — yoa l Xob — yoa

pre Xob — ypa # 0.

Smerovym vektorom povrchovej priamky hyperbolického paraboloidu pre vektor

. < a’bc ab?c ) a b 2 (36)
u= 2c ~( ),

xXob — yoa’ xob — yoa’ xob — yoa’ xob — yoa’ ab

kde c € R — {0}.
b) Ak uvaZujeme, Ze: u; = —%uz,
potom analogicky odvodime:
B ab?c _ a’bc (37)
Y2 = xXob + yoa’ = Xob + yoa

pre Xob + yoa # 0 a smerovym vektorom dal3ej povrchovej priamky hyperbolického paraboloidu
je vektor

. a’bc ab?c a ab 2 (38)

v = = J2¢ |~ ( = Ry )

Xob +yoa  xob + ypa Xob +yoa  xob +yga ab

kdec € R — {0}.

Ukazali sme, Ze kaidym bodom hyperbolického paraboloidu prechadzaju prave dve povrchové
priamky.

Definicia
Nech Xg[xo, V0,20l je bodom hyperbolického paraboloidu. Hovorime, Ze povrchové priamky
hyperbolického paraboloidu urceného rovnicou
X2 y?
—_— = Z,
a’? b?
ktorych smerovy vektor je:

. ( a b 2 )
u = ) ) R )
Xob — yoa xob —yoa ab
su priamkami prvej osnovy (prislichajice bodu X,). Priamkami druhej osnovy (prisltchajice bodu
Xy) nazveme povrchové priamky, ktorych smerovy vektor je

9_( a b 2)
v xXob + voa’  xob + y,a’ab
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Priklad

x2 y2

Hyperbolicky paraboloid je dany rovnicou = — —=— = z. NapiSte rovnice povrchovych priamok

25 16
prisluchajucich bodom:

a) MI[501],
b) N[-5,0,1].

c) Ukdzte, Ze priamka 1. osnovy prislichajuca bodu M sa pretina s priamkou 2. osnovy

prisluchajucou bodu N.
Riesenie. Z rovnice paraboloidu vyplyva, Ze a = 5,b = 4. Body, M, N su bodmi tejto plochy.

a) Najprv vypocitame rovnice povrchovych priamok bodu M.

o ( a b 2 ) _ ( 5 4 2 ) (1 11 )
“= Xob — yoa' xob —yoa'ab) \54-—0.5'54—05'54/ 7 \4'5'10
Rovnica priamky 1. osnovy prislichajica bodu M[5,0,1] je v tvare:

X=M+tu,kdet €R.

541
_O-I-l t

y=>uvTg
PR
7Z = 10

Vypod&itame smerovy vektor ¥

ﬁ_( a b 2)_( 5 4 2) (1 11)
Y= \Xob + yoa' xob+yea'ab)  \54+05 54+05'54 42’7510

Rovnica priamky 2. osnovy prislichajica bodu M[5,0,1] je v tvare:

X=M+k.v,6kdek €R.

—5+1k
X = 4
=0 1k
y_ 5'
—1-1-1 k
Z = 10

b) Analogickym sp6sobom vypocitame

_)_< a b 2 )_( 5 4 2) ( 1 1 1)
W= \Xob — yoa' xob — yoa'ab)  \—54—-05'-54-05'54)" "\ 2" 510

X=N+s.w,kdes € R.

x——S—Z.s
y = 5.5
=1+ !

zZ = 10.5

ﬁ_< a b 2 )_( 5 4 2) ( 11 1)
1= \Xob + yoa' xob+yoa'ab) \=54+05" —54+ 05’54 4°5°10
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X=N+h.G,kdeh €R.
1

x=-5-2.h
—O+1 h
=1+ ! h
zZ = 10 .

c) Najprv rieSme sustavu danu rovnicami

X=M+tu,kdet €R, X=N+h.G,kdeh €R.

V prepise do jednotlivych rovnic

x=5+l.t=—5—l.h
4 4
y=0+%.t=0+%.h=>
z=1+i.t=1+i.h.
10 10

Dosadime do prvej rovnice a vypocitame:

1
10= -3¢ = [[==20]

Priese¢nik — bod A ma suradnice

A51 201 2011 20)| = A[0,—4,-1
[5-+7 (-2002.(-20), 1+ 5. (~20)| = 4[0,~4,—11

Ak hlfadame prienik priamok

X=M+kv,kdkek€R aX=N+s.w,kdes €R,

potom obdobne vypocitame priese¢nik B[0,4, —1].

aZ
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Obr. 34

58



Pozn. Body MANB vytvéraju tzv. ,priestorovy “ Stvoruholnik (strany su usecky, ale nie vsetky Styri vrcholy su

v jednej rovine. Nachadzaju sa na ploche hyperbolického paraboloidu.

Obr. 35

Cvicenie

1.

Zistite vzajomnu polohu priamky a gulovej plochy, ak su dané rovnicami:

a) =22 =0=teR x2+yP 472 —12x—2y—4z+16=0

b) T2=2"=Z=tteR, x> +y?+2z%+28x— 22y +24z— 164 =0

Urcte rovnicu gulovej plochy, ktora na priamke xT_S = y_—_zﬁ = % =t tER vytina tetivu
dizky 12 a ma stred S[4, —2,3].

Najdite priesecnik priamkyg = y_—_48 = % =t,t € R a elipsoidu s rovnicou g + 5 + g =1.
Do kvadra srozmermi a,b,c je vloZeny elipsoid tak, Ze jeho vrcholy sa dotykaju stien.
Vypocitajte dlzku casti telesovej uhlopriecky kvadra, ktora lezi v elipsoide.

Vrovine x = 2 uréte rovnicu secnice elipsoidu s rovnicou g + 31’—2 + § =1 tak, aby bod

S[2,1,—1] bol stredom tetivy.

2 2

Najdite priesecnik hyperbolického paraboloidu s rovnicou % - y? =z a priamky s rovnicou
£=y_10=z+14=t,tER.
4 -5 11

- . , . Lo x2 Y2 Z2 . s
NapiSte rovnice povrchovych priamok hyperboloidu e —1, ktoré prechadzaju

bodom M[—6,2,4].
Uréte rovnice povrchovych priamok hyperbolického paraboloidu s rovnicou x? — y? = 4z,
ktoré prechadzaju bodom A[3,1,2].

2
Priamka uréena rovnicoux =y = z = t,t € R pretina valcovu plochu s rovnicou x% + yT =1.

Vypocitajte suradnice priesecnikov.
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Vzdjomna poloha roviny a kvadratickej plochy

Vzajomna poloha kvadratickej plochy a roviny moze byt rézna:

a) akrovina nema s plochou spolo¢ny bod, hovorime, Ze rovina kvadratickd plochu nepretina.
b) Ak rovina pretina plochu, potom rozliSujeme spolocny prienik — kuzelosecku:
e kuZelosecka je reguldrna (kruznica, elipsa, parabola, hyperbola),
e prienik je singularna kuZelosecka (bod, priamka, dvojica rovnobeziek; dvojica
réznobeziek).

llustraénymi prikladmi su rovinné rezy, napr. rotacnej, kuzelovej plochy.

Obr. 36 a-f

c) Rovina je dotykovou rovinou kvadratickej plochy.

Dotykova rovina kvadratickej plochy

Problematika uréenia dotykovej roviny kvadratickej plochy suvisi s pojmom doty¢nica ku krivke na
ploche. Najprv definujeme dotycnicu.

Definicia

Priamka t sa nazyva dotyénicou ku ploche v bode T|xy,Yo,20], ak je dotyénicou k nejakej krivke
leZiacej na danej ploche a prechddza bodom T.

UvaZujme nézorne, napr. ak na gulovej ploche s rovnicou x? + y? + z? = r2 le#i bod T[xg, Vo, Zo] ,
mozno bodom T astredom gulovej plochy S[0,0,0] preloZit rovinu «, ktord pretina gufovd plochu
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v krivke — kruznici k. Dotycnica t ku kruznici k, ktora leZi v rovine @ a prechadza bodom T, je stcasne
dotyénicou ku danej gulovej ploche®.

V definicii doty¢nice ku ploche sa uvadza blizSie nespecifikovany termin ,nejakej krivke na ploche”. Aj
v tomto nazornom priklade existuje nekonec¢ne mnoho rovin prechadzajicich bodmi S a T, ktorych
prienikmis gulovou plochou su kruznice. Kazda kruznica ma v prislusnej rovine vdanom bode T ,,svoju”
dotycnicu.

(8 55)

Obr. 37
Z uvedeného vyplyva, Ze dotyénic ku ploche v pevne zvolenom bode T danej plochy méze existovat
viac. Plati veta:

Veta
Vsetky dotycnice zostrojené v spolocnom bode danej plochy lezia v jednej rovine.
Dékaz vynechavame.

Definicia
Rovinu t, v ktorej leZia vsetky dotycnice t zostrojené v spolocnom bode T danej kvadratickej plochy
nazyvame dotykovou rovinou plochy vdanom bode T. Bod T sa nazyva dotykovym bodom.

Dotykova rovina plochy je teda urcend aspon 2 navzdjom réznymi dotycnicami, ktoré sa dotykaju
vybranych kriviek na ploche.

Pomerne nazorné predstavy o priestorovom ,rozloZeni“ dotykovej roviny a plochy ziskame, ak
uvazujeme o gulovej ploche, elipsoide alebo eliptickom paraboloide. V uvedenych pripadoch lezi
dotykova rovina zvonku danej plochy a ma s plochou spolo¢ny prave jeden (dotykovy) bod.

37 Dotyénica ako priamka v euklidovskom trojrozmernom priestore je uréend len parametrickymi rovnicami.
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Komplikovanejsia situdcia je v pripadoch, kedy uvazujeme o priamkovych plochach, napr. majme

2 2
hyperbolicky paraboloid (pozri Obr. 17). Ak je urceny rovnicou Z—Z - % = z, potom rovina z = 0 ho

, N v s . . . X X . , , .
pretina v dvoch réznobeznych priamkach. s rovnicami - —% =0 a - + % = 0. Priamky suU reznymi

krivkami® a st€asne aj doty&nicami®® v bode S[0,0,0].

V zmysle uvedenej vety, ide o dotykovu rovinu s rovnicou z = 0 a mame nazornu ukazku dotykovej
roviny kvadratickej plochy v bode, ktora pretina danu plochu v dvoch priamkach.*

Odvodime rovnicu dotykovej roviny za podmienok, Ze je rovnicou dana kvadraticka plocha a jej pevny
bod.

Uvazujme kvadratickd plochu uréent rovnicou
Ax* + By* + Cz* + Dx + Ey + Fz+ G = 0,

kde A4,B,C,D,E,F,G € R, [A,B,C] # [0,0,0]. Dalej zvolme bod T[x,, o, Z,] ako bod, ktory lei na
danej kvadratickej ploche a konstruujeme dotykovu rovinu T prechadzajucu bodom T

Ak zostrojime rovinny rez rovinou y = y,, potom rezom je kuzefosecka. KuZzelosecka ma doty¢nicu t,,.
Rovnica doty¢nice® v rovine y = y, je:

D F
Ax.xg + Cz. 2, +§(x+x0)+5(z+zo)+G+By§ + Ey, = 0.

. — . . . D F\ _. , .
Normalovy vektor n,, doty¢nice t,, ma suradnice n, = (Axo + > Yo Czy + 5) a je kolmy na smerovy
vektor dotycnice E’ Pre suradnice plati:

u, = (— (CZO +§),yO,AxO +§) .
K smerovému vektoru @) dotycnice mdzeme urdit asociovany vektor
Iy = (—(Czo +1),0,4x0 +2),
ktory leZi v rovine y = 0. Vektor 1, zostdva smerovym vektorom dotyénice ty.

Analogickou Uvahou dostaneme, Ze smerovy vektor dotycnice t,, ktora lezi v rovine x = x,, prechadza
bodom T a dotyka sa plochy T, je vektor:

— F E
UO = (O,_ (CZO +E>,By0 + E)

Normalovy vektor dotykovej roviny T je vektor @ = ug X vy a plati:

38 Suasne su obe priamky aj singularnym pripadom kuZeloselky.

39 Dotyénica ku priamke (resp. grafu linedrnej funkcie) v jej pevne zvolenom bode je s danou priamkou totozn3
priamka.

40 \olne povedané, v lubovolne malom okoli bodu S leZi ,&ast dotykovej roviny na jednej strane plochy.
Matematicky to nie je presné vyjadrenie, avSak na vytvorenie istej predstavy o priestorovej situdcii to postacuje.
41 pozri odvodenie rovnice: Vallo D. (2018). KuZzelose&ky. FPVal UKF v Nitre, Nitra

4
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~ D E F
n= (AxO +E,By0 +E,CZO +§>

Rovnica roviny T je v tvare:

D E F (39)
Ax0+5 x + By0+§ y+ CZO+E z+H=0.

Hodnotu absolutneho ¢lena H € R uréime z podmienky, ze bod T[x, ¥o, Zo] je bodom dotykove;j
roviny, t.j.:

D E F
(Ax0+§>x0+(3y0+5>y0+ (CZO +E)ZO +H - 0,

) ) , D E F
Axg + Byg + Czg +Ex0 +Ey0 +§ZO =-H

KedZe bod T[xg, Yo, Zo] je sicasne aj bodom kvadratickej plochy, plati:
AxZ + By + Cz% + Dxg+Eyy+ Fzy + G =0
ateda
Ax3 + By + Cz2 = —(Dxg + Eyg + Fzy + G).
Ciastkovy vysledok dosadime do rovnice

) ) , D E F
Axgy + Byg + Czg +Ex0 +Ey0 +§zo =-H

a ziskame

D E F
—(DXO +Ey0 +FZO + G) +EXO +§y0 +EZO =—H

D E F
§x0+5y0 +§ZO+G=H.

Rovnica dotykovej roviny* T je v tvare:
D E F D E F
(Axo +E)x+ (Byo +E>y+ (CZO +E>Z+§XO +5y0 +EZO +6=0

D E F (40)
Axxy + Byy, + Czz, +5(x+x0)+5(y+yo) +E(z+zo)+6 = 0.

Priklad

2 2
Odvodte rovnicu dotykovej roviny T ku eliptickému paraboloidu s rovnicou ;C—S + 311—6 = z vjeho
bodoch:

42 porovnajte vysledok s geometrickym vyznamom diferencialu funkcie dvoch premennych, napr. v literature
Kluvanek 1., Migik L, Svec M. (1959). Matematika pre $tidium technickych vied I, SVTL, Bratislava.
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a) 0[0,0,0],

b) T[3,5,7].
RieSenie. Z rovnice paraboloidu dostaneme:
A_ﬁ' B—E,C—D—E—G—O,F——l.

a) Plocha prechadza bodom 0[0,0,0] = O[xo,yo,zo] preto rovnica dotykovej roviny je tvare:

1 1
o x0+— y0+OzO+ (x+0)+ (y+0)——(z+0)+0—0

z=0
Dotykova rovina je sdradnicova rovina uréena rovnicou z = 0.

b) Suradnicu z, bodu T[3,5, z,] vypoéitame z rovnice paraboloidu:
32 52
=+ —=..=769/400.
% =75 16 /
Dosadime do vzorca pre rovnicu dotykovej roviny:

e N R P D+ (/+5) 1( +769)+o—o
25" % Y “200 T2 Y 7 %00 =

66x + 250y — 4002 - 769 = 0.
Dotykova rovina je rovina ur¢ena uvedenou rovnicou.

Priklad

2 2
Urcte rovnicu dotykovej roviny T ku elipsoidu s rovnicou % + 32/—5
s rovinou «a urcenou rovnicou 25x + 18y + 105z = 0.

Riesenie. Ak ozna¢ime dotykovy bod T[x,, vy, Zo], potom pre dotykovu rovinu 7 plati:
1 1 1
—XXg +=— +—zz,—1=0.
g1 X0+ 350 F 357%
Podla zadania st roviny T a @ rovhobeZné, preto normalovy vektor 71 = (%,%,%) dotykovej rovin

T je asociovanym vektorom k normalovému vektoru n, = (25,18,105).
Existuje k € R — {0} také, Ze

0

=2 = k.25
81

Yo

2 = k.18
25
20 _ k105
36

Z rovnic vyplyva:
xo = k.25.81, y, =k.18.25, 2z,=k.105.36.

Bod T patri elipsoidu, preto dosadime jeho suradnice do rovnice plochy:

(k.25.81)2 N (k.18.25)2 N (k.105.36)?
81 25 36 -

2
zZ ;. v s
+ = 1, ktord je rovnobeznd

y
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2 1 -

~ 455625 =*e7s
Z vysledku odvodime pre stradnice bodu T[xy, o, Zo]:
2 28 2 28
S R e
Dotykové roviny, rovnobezné s danou rovinou a, su dve:
1 2 7
Ty = ﬁx+%y+gzi 1=0.

Obr. 38

Priklad
Urcte rovnicu dotykovej roviny t ku hyperboloidu s rovnicou

x N z= N
9 36 4
ktord prechddza priamkou s rovnicou
x—3 y z
===—-=t, t€ER
3 3 1

RieSenie. Priamka p md parametrické vyjadrenie:

x=3t—-9, y=3t z =1, t €R.
Priamka p pretne plochu hyperboloidu v dvoch bodoch, ktorych suradnice vypocitame rieSenim
sustavy:
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Odvodime:

_ 2 2 2
(3t—9) +(3t) _t__l

9 36 4
19 ' Y
1~ 6 4 2 — 6 -
Priese¢niky priamky p s hyperboloidom su:
[1 19 19] [ 117 17
2! 2 ) 6 ) 2’ ) .

VSeobecna rovnica dotykovej roviny T je v tvare:

X. X y.yo_Z.Z():l
9 36 4 ’

kde T[xg, Yo, Zo] su suradnice dotykového bodu roviny Ta hyperboloidu (zatial ako nezname).

KedZe dotykova rovina t prechddza priamkou p (podmienka v zadani), leZia body P, Q v tejto rovine
aich suradnice vyhovuju rovnici roviny. Dosadime a ziskame sustavu dvoch rovnic stromi
neznamymi:

1 19 19

2x0+ 7 Yo fzo_

=1

36 4

1 17 17
—2% 7 Yo gZo L

+
9 36 4
Sustava ma parametrické rieSenie.
Ak poloZime z; = s,s € R, potom vypocitame:

x0:—1.

Z parametrického vyjadrenia pre dotykovy bod T[xg, Yo, 2ol = T[—1,4 + 35,5],s € R vyplyva, Ze
bod T leZi na priamke, ktord prechadza bodom A[—1,4,0] a ma smerovy vektor 1 = (0,3,1).

Dotykovy bod je sucasne bodom plochy, preto plati:

X5 Yo 7 _
9 36 4
—-1)2 (4+3s)% (s)
=D +( ) (s) —1
9 36 4
_ 2
573
avypocCitame T [—1,6,%]. Dotykova rovina ma rovnicu —g + % — g —-1=0.
Cvicenie
1. Zistite vzdjomnu polohu gulovej plochy s rovnicou x? + y2 + z? = 144 a roviny:
a) 2x+3y—z4+6=0 b)x4+y+2z—-30=0 c)2x+3y—z4+6=0

2. Najdite stred a polomer kruZnice ur¢enej sustavou:
x2+y2+2z2—-10y =0
x+2y+2z—19=0.
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3. Gulova plocha prechddza bodom O[O, 0, O] a sucéasne kruznicou, ktord je prienikom gulovej

plochy x? +y2 4+ 22 =16 aroviny 3x —2y + 6z —8 = 0. uréte rovnicu tejto gulovej
plochy.

4. Napi$te rovnicu dotykovej roviny ku gulovej ploche srovnicou (x —1)% + (y +3)? +
(z + 2)? = 36, ktora prechadza bodom T[3,1,2].

5. Napidte rovnicu dotykovej roviny ku gulovej ploche srovnicou (x +3)2+ (y—7)%+

(z + 4)? = 49, ktord je rovnobeZnd s rovinou 2x — 6y + 3z — 5 = 0.

(x—1)2 +y_2+ (z+1)?
25 16 9

6. Napiste rovnicu dotykovej roviny elipsoidu s rovnicou =1, ktora
prechddza bodom M|[1,?,—1].
2 2
7. Odvodte rovnicu dotykovej roviny paraboloidu s rovnicou x: + % = z, ktord je rovnobezna

srovinoux —y+2z+2=0.

*Pre narocnejsich

Rotacné kvadratické plochy
Rotacné kvadratické plochy su Specialnym pripadoch kvadratickych ploch.

Nech mame v euklidovskom priestore E; zvolent rovinu a a v nej priamku o. Otd€anim roviny a okolo
priamky o sa kazdy bod M € a pohybuje po kruznicovom obluku k, ktory:

a) leZivrovine kolmej na priamku o,
b) ma stred na priamke o
c) apolomer sa rovna vzdialenosti bodu M od priamky o.

Ak v rovine « lezi krivka g, opisuje (analogicky) kazdy bod tejto krivky g kruznicovy obluk, resp. celu
kruZnicu. Celd krivka pri otoéeni o urity uhol*® opise ¢ast rotagnej plochy, resp. celd plochu 2.

Priamku o nazyvame osou rotacie, krivku g polmeridian a rovinu @ nazyvame rovinou meridianu.
Prienik roviny a s rotaénou plochou (pri otoceni krivky g okolo osi rotacie o o plny uhol) sa nazyva
meridian (v niektorej literature aj ako poludnik). Body polmerididnu g pri otoceni o plny uhol opisuju
kruZnice, ktoré nazyvame rovnobezkami rotacnej plochy P.

PoloZme suradnicovy systém tak, Ze osou rotdcie o je suradnicova os o0,, rovina meridianu a ma
rovnicu y = 0 a polmeridian g je uréeny implicitnou rovnicou F(x, z) = 0.

Ak M|[x,y,z] je v rovine z = z, bodom rovnobezky rota¢nej plochy Pa jeho vzdialenost od rotacne;j
osi 0 sarovna:

r=.x%+y?

Polmeridian g obsahuje vrovine y = 0bod M,[x,,0,2], ktory ma vrovine z = z, rovnaku
vzdialenost r od osi 0, pri¢om plati:

|x0| = ‘[xz + yz a sucasne F(xOIZO) =0.

Z toho vyplyva, Ze rovnica rotacnej plochy P, ktora vnikne otdéanim polmerididnu g okolo osi 0, o plny
uhol je plocha s rovnicou:

P+ T7%2) =0 (1)

43 Uhol otoenia mdze mat rdoznu velkost. PIny uhol mé velkost 360°, resp. 27 rad.
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Priklad

V rovine s rovnicou y = 0 leZi elipsa

2

2
X Z v . v . . P .
o + T 1. Urcte rovnicu rotacného elipsoidu, ktory vznikne

rotdciou danej elipsy okolo osi 0,.

2 2
Riesenie. Ak bod M,[x,,0,z,] je bodom merididnu (danej elipsy), potom Z—g+%= 1. Pre
lubovolny bod M|x, y, z] rotaénej plochy plati:

Xo = +yx%2+y? asialasne zp =z

Dosadime a dostaneme rovnicu rotacného elipsoidu:
2 2
xO n ZO -1
25 16

X2+y2 ZZ
=1
25 ' 16

Rotacnd plocha je splosteny elipsoid.

Kvadratické plochy definované vzdialenostou

Definicia gulovej plochy uvadza, Ze ide o mnoZinu bodov v priestore. Ich vzdialenost od pevne
zvoleného bodu — stredu gulovej plochy je konstantna. Mozno povedat, ze gulova plocha bola
definovana pomocou vzdialenosti.

Uvazujme obdobne — skimajme mnozZinu bodov v priestore, ktoré maju od daného geometrického
Utvaru konstantnu vzdialenost.

a) Nech je danarovina @ rovnicou ax + by + cz + d = 0 a nech je pevne zvolena vzdialenost r.
Pre mnozinu bodov M[x,y, z] v priestore, ktoré maju od roviny @ konstantna vzdialenost
plati**:

lax + by + cz + d| _

va? + b? + c?
lax + by + cz+ d| = v.\Ja? + b? + ¢?
ax+by+cz+dtvia?+b?+c?=0 (42)

Ide o singularnu kvadraticku plochu, ktora pozostava z dvoch réznobeZnych rovin.*
b) Nech je dana priamka p rovnicou X = 0 + t.u, kde 0[0,0,0],% = (0,0,1) a nech je pevne
zvolena vzdialenost . Pre mnozinu bodov M[x,y, z] v priestore, ktoré majui od priamky p

konstantnu vzdialenost r, plati:
Jxi+yi=r

* Vzdialenost r bodu M[x,, yo,zp] od roviny  a:ax+by+cz+d =0 jedandvztahom:

r _ laxg+byg+czy+d|

va?+b?+c?

% Pre Uplnost - mali by sme eSte dokazat, zZe kazdy bod, ktorého stradnice vyhovuju odvodenej rovnici,
ma od roviny a vzdialnenost r. Vypocet ponechdvame na Citatela.
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X2 +y% =2
MnoZina bodov je rota¢na valcova plocha.

c) Nech je dany bod V[v,0,0], kde v € R,v # 0 a dand je aj priamka p rovnicou X = 0 + t.1,
kde 0[0,0,0],u = (0,0,1). Uréime mnoZinu bodov M|x,y, z], ktoré maji od bodu V aod
priamky p konstantny pomer vzdialenosti. Ak pomer oznacime k, kde k € R,k > 0, potom

plati:

\/(x—v)2+y2+zz B
Jx2 + y?

Jx —v)2 4+ y2 + 22 = kJx2 + y?

(x—v)2+y2+2z2=k*(x*+y?)

k

x2+2vx +v? —k%2x?2 +y? —k?y? + 22 =0

x2(1-kH)+2vx+y?(1-k®)+2z2+v?2=0 /:(1-k?»)#0

72 v?2

-z 1oz 0

x?+2 x+y?+

v
1—k?

I . +( ! )2+ A ( ") =0
YT TR TG ) Y T e T ik U k) T
v )2+ 2, 72 ( vk )2_0
1—k2) TV T T U —k2) T

v 2
X++—3 2 2
( 1—k2) n y z -1 (43)

2 2t 72
() () e

(x+

Najprv analyzujme rovnicu pri podmienke v # 0.

Ak 0 < k < 1, potom plocha je rotacny elipsoid. Ak k > 1, potom plocha je jednodielny

hyperboloid. V oboch pripadoch je stred S [1_”7, 0,0].

Ak k = 1, potom odvodime:

\/(x—v)2+y2+zz_

Nese

1

2 v

z
—=Xx—=
2v 2
Rovnica predstavuje parabolickd valcovu plochu, ktorej urcujuca krivka je parabola v rovine
y=0.

Uvazujme v = 0.
Ak k € (0,1), potom dostaneme:

Jx2 +y? 422 _
Jx2 + y?

69



ZZ

1—k?

x?+y%+ = 0.

Rovnici vyhovuju len sdradnice bodu 0[0,0,0].

Pre k =1 zase odvodime rovnicu z = 0 a rieSenim je mnoZina bodov stiradnicovej roviny
Oxy.

2
V pripade, 7e k > 1, rovnica x? + y? + Z_=0 je rovnicou rotacnej kuzelovej plochy

1-k2
s vrcholom V[0,0,0].

Stru¢ne k homogénnej rovnici plochy
Ak do vieobecnej rovnice F(x,y,z) = 0 kvadratickej plochy

a11%% + Ay, Y% + a332% + 2a1,xy + 2a13%Z + 20,37 + 204X + 2054V + 20342 + Agy = 0,
zavedieme homogénne suradnice?®

X1 X2 X3 (44)
X=p.—, =p.—Z=p.—
P X2 y=p X2 p X2

kdep#0, x; €R, i =1,2,3,4,
potom dostaneme rovnicu kvadratickej plochy v tzv. homogénnych stradniciach.
Plati:
A1 X2 + Appx2 + A33X2 + 2a1,X1 %5 + 2013%1X3 + 2053X5X3 + 2014X1 X4 + 2054X2X, + 2034X3%, + Agaxi =0,

(45)
Co zapiseme symbolicky: F(xq, X, X3,x4) = 0, (pripadne F(X) = 0).

alebo pomocou adjungovanych linearnych foriem F;(x;, x5, x3,x4),i = 1,2,3,4 prisluinej
kvadratickej formy a to v tvare:

Fi(x1,X2,X3,X4) = Qq1X1 + Q12X + Qq3X3 + Q14X
Fy(x1, X3, X3, X4) = Qq2X1 + Ag2X5 + Ap3X3 + ApaXy (46)
F5(x1, X3, X3,X4) = q3X1 + A3X; + A33X3 + A34%,
Fy(x1,X2,X3,X4) = QuaXq + ApaXp + A34X35 + AgsXs.
Navyse plati:

F(X) =x1 - F;(X) + x3* F,(X) + x5 - F3(X) + x4 * Fu(X). (47)

Determinant z koeficientov adjungovanych linearnych foriem sa nazyva determinantom kvadratickej
plochy #’ a patri medzi tzv. invarianty plochy, ktoré majd vplyv na jej vlastnosti.

a1 Q12 Q13 Qg4
Q12 Az A3 Qpg (48)
Q13 dz3 (33 Q34
Q14 dz4 Q34 Q44

46 Pozri : Rektorys K. a kol. 1981. Piehled uZité matematiky, SNTL Praha, str. 189
47 Determinant oznaé&ime len ako A. Z dévodu prehladnosti vynechdme bezne pouZivané ozna&enie |A]|.
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Uvazujme, ze determinant A = 0. To znamenj3, Ze sUstava

A11X1 + Q12X + A13X3 + A14%4 = 0
A12X1 + AypXy + A3X3 + Agaxy = 0 (50)
A13X1 + Ap3Xy + A33X3 + A34x, =0
A14X1 T ApaXy + A34X3 + Agexy =0

ma netrividlne rieSenie®® a existuje bod X[x;, x,, X3, x4], pre ktory plati:
0 = xl " Fl(X) + xZ * Fz(X) + .x3 " F3(X) + X4 " F4(X) = F(X)

Bod X [x1, x5, X3, X4] je bodom kvadratickej plochy a nazyva sa singularnym bodom. Plocha, ktora ma
aspon jeden singularny bod, nazyva sa singularnou kvadratickou plochou.

Ak A = 0, potom rozlisujeme hodnost prislusnej matice. Mozno dokazat:

a) ak je hodnost matice tri, potom je kvadratickd plocha kuzelova alebo valcova kvadraticka
plocha.

b) Ak je hodnost matice dva, potom je kvadratickd plocha zloZzena z dvoch navzajom réznych
rovin.

c) Ak je hodnost matice jedna, kvadraticka plocha je jedna rovina.

V pripadoch, kedy je Ze A # 0, kvadratickd plocha nema singuldrny bod a nazyva sa regularnou
kvadratickou plochou.

Ako bolo naznacené, zavedenie homogénnych sudradnic ma viaceré vyznamy:

a) vypocty su prehladnejsie a jednoduchsie vzhfadom k homogenite rovnic,
b) exaktnejsie urcenie spolocnych prienikov Utvarov (aj s nevlastnymi prvkami rozsirenej
euklidovskej roviny).

Napriklad, priesecniky kvadratickej plochy s nevlastnou rovinou vyhovuju ako rieSenie sustavy rovnic:
F(xq,x2,%3,24) =0
x4 = 0.
Odvodime rovnicu
11X + Appx% + A33X%3 + 201X X5 + 2a13X,X3 + 20a53%,%3 = 0, (51)

ktora predstavuje regularnu kuzelosecku alebo dve navzajom rozne priamky.

Invarianty a semi-invarianty kvadratickej plochy
Ak predsa len uvazujeme kvadraticku rovnicu troch premennych v tvare:

11X + az5y% + a332% + 2a45xy + 2a13XZ + 2453V7Z + 204X + 2024 + 20347 + ayq = 0,

kde a;; € R,i,j = 1,2,3,4, [ay, az;,as3] # [0,0,0], potom okrem determinantu A

48V homogénnych suradniciach usporiadana $tvorica [0,0,0,0] nie je povaZovana za bod.
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zavedieme dalsie nasledovné deterninanty:

aj; Qi Ag3 (52)
13 = A4_4_ = |A12 Q22 QA3
a3 dz3 dAzz

I = |a11 a12| |a11 a13| |a22 a23| (53)
2 A1 Ay ai3 dsz az3z Qs3

I = a1 +a, +as; (54)
a11 Q12 QAq4 a11 Q13 Q14 Ap2 Qdz3 Qs (55)

S3=D33+ Dyy + Dy = |Q12 Q2 Q4|+ |A13 (33 A34|+ [d23 d33 d34

A14 A4 Qgq A14 434  Qgg A4 Q34 Qg
5 = |a11 a14| |a22 a24| |a33 a34| (56)

2 A14  QAgq Az4  QAgs azq  Qgs

Determinanty Iy, I3, 1, a I su tzv. invarianty (hodnoty, ktoré sa pri posunuti alebo otoleni plochy
nezmenia); S, S3 nazyvame semi-invarianty (hodnoty sa nezmenia pri otoceni plochy). Na zaklade
hodnét jednotlivych determinantov vieme rozhodnut o type kvadratickej plochy®.

Kvoli dplnosti uvddzame len prehladnd tabulku®.

C. Hodnoty invariantov a semi- invariantov Mnozina bodov
I, >0
1. I;.13>0 elipsoid
I, <0
I,>0
2. I;.13>0 prazdna mnoZina (imagindrny elipsoid)
I, >0
I;#0 [>0
3, 11.13 > 0 bOd
I,=0
I, >0
aspon jedno z &isel I,, I;.15 je | ) )
4. zéporné jednodielny hyperboloid
5. 1, <0 dvojdielny hyperboloid

4 vypodlet uvedenych determinantov v minulosti sldZil k rychlemu uréeniu druhu kvadratickej plochy. V star$ej
literature Citatel ndjde odvodené vzorce na urcenie stredu, resp. vrcholu, kvadratickej plochy (ak existuju), ako
aj vzorce pre rovnice osi plochy, transformacné rovnice zobrazeni (otocenie, posunutie) na zobrazenie do
zakladnej polohy za Géelom uréenia di?ok poloosi a pod. Pri pouZiti prostriedkov 3D grafiky a systémov CAD,
resp. CAS, tento vypoctovy pristup pomaly straca na vyzname.

0 Tabulka je ¢iasto&ne prevzatda z publikacie: Rektorys K. a kol. Pfehled uZité matematiky. SNTL Praha 1981.
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aspon jedno z Cisel I,, I;.13 je
zaporné
14 = 0
aspon jedno z Cisel I,, I;.13 je Lo
6. z4porné kuZelova plocha
7. I3=0 I, <0 elipticky paraboloid
8. I, #0 1,>0 hyperbolicky paraboloid
I,>0
9. z elipticka valcova plocha
.S535<0
10 ILb>0 prazdna mnozina
) 1,.5;>0 (imaginarna elipticka valcova plocha)
I
2#0 I, >0 ,
11. I3=0 _ priamka
I,=0 53 =0
I, <0
12. 2 hyperbolickd valcova plocha
53 = 0
I, <0
13. z dve ré6znobeZné roviny
S3#0
13 =0
14. I, = S;3+0 parabolickd valcova plocha
12 =
15. I3 = S, <0 dve rovnobezné roviny
16. I,=0 S, =0 rovina
17 I; = S 50 prazdna mnoZina
' $53=0 2 (imagindrne rovnobezné roviny)

Uvedieme ilustracny priklad.

Priklad
Zistite, akd kvadratickd plocha je uréend rovnicou
3x2 —2y2 —z%2+xy—2xz+3yz+3x—2y+z=0.

Riesenie. Z rovnice plochy vyplyva, Ze:

3 1
a1y = 3,83, = =2,a33 = —l,a;; = E»a13 =-1,a,3 = E,a14 = E'a“ =—1,a3, = E.a44 =0.
Jednotlivé invarianty a semi-invarianty maju hodnoty:
19
14 = 13 = 0, 12 = _17’5‘2 = —1,53 = —7

Podla tabulky ide o dve navzdjom ré6znobezné roviny. Rozkladom rovnice by sme dostali:
(x+y—z+1).Bx—-2y+2z)=0.
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Cvicenie

1.

x%  z?

Napiste rovnicu kvadratickej plochy, ktora vznikne rotaciou elipsy s rovnicou — +— =1
a [
leZiacej v rovine y = 0, ak rotuje okolo osi o,.
2 2
Napiste rovnicu kvadratickej plochy, ktord vznikne rotaciou krivky s rovnicou x—z — Z—Z =1
a c

leZiacej v rovine y = 0, ak rotuje okolo:

a) osio,, b) osi o,.

Aka je rovnica plochy, ktord vznikne rotaciou paraboly s rovnicami az = y? leZiacej v rovine
x = 0 okolo osi 0,7

Uréte mnoZinu bodov, ktoré majd od roviny s rovnicou x = 2a a od bodu F[a, 0,0], kde a #
0,a € R pomer vzdialenosti rovny V2.

Odvodte rovnicu mnoZiny bodov, ktoré leZia v rovnakej vzdialenosti od bodu F[—a, 0,0] a od
roviny x = a, kdea # 0,a € R.

Uréte rovnicu kvadratickej plochy, ktorej body maji od bodu F[1,1,1] rovnakd vzdialenost
ako od roviny s rovnicou g + % + g =1.

— 2 _ 2 —_n)2
m) +(y n) +(Z p)

a? b2 c?

ZapisSte rovnicu elipsoidu € = 1 v homogénnych suradniciach.

Napiste rovnicu asymptotického kuzela v homogénnych sudradniciach.
Zistite, aku plochu urcuje rovnica:

a) x24+y?+z24+2xy+2xz—2yz—x—y—z+1=0,

b) xy+xz+yz—1=0,

c) yoy+2)—x(x+2z)+xy=0,

d) 3x2—5y%—2z%—2xy—2xz+ 6yz + 22x — 42y + 10z — 16 = 0.
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Otdzky na zamyslenie

1.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
25.

Bod M[xy, Yo, Zo] leZi na gulovej ploche uréenej stredovou rovnicou
(x—-m)?+ @y -—n)?+(z-p?=r

Aky vztah plati pre stradnice bodu M v pripade, Ze je vonkajsim, resp. vnutornym, bodom
gulovej plochy?
Su suradnice stredu gulovej plochy rieSenim jej rovnice?
V ¢om sa bude odliSovat rovnica gulovej plochy, ktora bude sustredna s gulovou plochou

x2+y?+z24+ax+by+cz+d=07?
Akd je stredova rovnica gulovej plochy, ktord sa dotyka suradnicovych rovin? Uvazujte
o polohe gulovej plochy vo vsetkych 6smich oktantoch.
Akym utvarom je elipsoid, ktorého polosi su navzdjom rovnaké Cisla?
Elipsa je definovana ako mnoZina bodov v rovine E,, ktorych sucet vzdialenosti od dvoch
danych ohnik je konstantny. MoZno uvaZovat analogicky o ohniskach vSeobecného elipsoidu?
Elipsoid je ureny Siestimi nezavislymi bodmi. Kolko z nich nesmie lezat v jednej rovine?
Jednodielny hyperboloid v zakladnej polohe ma os totoZnu so suradnicovou osou o,,. Aka je
jeho rovnica, ak ma byt rota¢nou plochou?
Kolko osi sumernosti ma dvojdielny hyperboloid?
Kolkymi nezavislymi bodmi v priestore E5 je urCeny elipticky paraboloid?
Ako sa zmeni pocet urcujucich bodov v priestore E3, ak paraboloid bude rotacnou plochou ?
Kolkymi nezdvislymi bodmi v priestore E3 je uréeny hyperbolicky paraboloid?
Moze byt hyperbolicky paraboloid rotacnou plochou?
MobZe smerovy vektor osi valcovej plochy leZat v jednej rovine s urcujlcou krivkou?
MobZe byt urcujucou krivkou valcovej plochy aj priamka?
Valcové plocha ma v rovine z = 0 uréujlcu kruZnicu s rovnicou x? + y2 = r2 prer > 0. Aka
je limitna mnoZina bodov pre r — 07?
Je kuzelova plocha priamkovou plochou?
Aky je rozdiel medzi kuzelom a kuzefovou plochou?
Ak je riadiacou krivkou kuZelovej plochy elipsa leZiaca v rovine z = 0, mdze byt plocha
rotacna?
Gulova plocha ma s priamkou spolo¢ny jediny bod. Je tato priamka jedinou dotycnicou ku
ploche?
Priamka pretina rotacny paraboloid vo vrchole a iné priesecniky s plochou nema. Aka je to
priamka?
Kedy su povrchové priamky jednodielneho hyperboloidu prislichajice dvom r6znym bodom
plochy mimobezné?
Ak rovina pretina gulovu plochu, v akej najvacsej vzdialenosti od tejto roviny leZi stred danej
gulovej plochy?
Aka je najmensia vzdialenost roviny od stredu daného elipsoidu, ak rovina elipsoid nepretina?
Aky tien vrhd gulova plocha na dotykovu rovinu, ak je osvetlend rovnobeznymi IUémi so
smerom S. Rozli$te pripady, ak smers je s dotykovou rovinou:
a) kolmy, b) rovnobeiny, c) roznobeiny.
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