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Par slov na uvod...

Tedria mnozin je matematicka disciplina, ktord sa venuje studiu mnoZzin, vztahov medzi prvkami mnozin
a aplikaciam v réznych matematickych odboroch. Svojim rozsahom ma Siroké pouZitie, pretoze kazda
sucasna matematicka disciplina ma svoje zaklady v tedrii mnozin.

Z toho dovodu je dblezité, aby kazdy buduci ucitel matematiky mal aspon zakladné vedomosti z tedrie
mno#in. Vedomosti a poznatky, ktoré presahuji be?né obsahové avykonové Standardy iSVP
z matematiky (najma tematického okruhu Logika, dovodenie, dokazy) pre stredné skoly.

PredloZzena ucebnica je obsahovo a koncepcne orientovana pre potreby frekventantov rozsirujuceho
Studia matematiky na FPVal UKF v Nitre, ktori si rozSiruju svoju pedagogicku sp6sobilost v kurzoch
dalSieho vzdeldvania.

Je pochopitelné, Ze v jednom semestralnom kurze nemozno predlozit Uplny vyklad tedrie, ktory by bol
plnohodnotne doplneny vietkymi dékazmi viet a ich désledkov, ako aj ilustraénymi prikladmi a inymi
hodnotnymi detailmi.

Koncepcia vSak umoznuje pokracovat samostatnym studiom literatury, je doplnend o nazorné obrazky,
mnohé rieSené priklady a cvicenia.

Treba zdoraznit, ze dblezitymi predpokladmi Uspesného Studia su tri faktory:
a) dobre ovlddat stredoskolské zaklady matematiky,
b) ucit sa vidy ndzorne a vytvarat si konkrétne predstavy spojené s ucivom,
c) byt v studiu vytrvaly a mat zodpovedny pristup.

Verim, Ze publikécia bude dobrym pomocnikom pri Stddiu zdkladov tedrie mnozin.

V Nitre, 26. oktébra 2025.

Autor



1 Vyrokova logika

1.1 Vyroky

Vyrokom sa rozumie vyslovené alebo napisané tvrdenie, zvd¢Sa oznamovacia veta, o pravdivosti ktorej
ma zmysel uvazovat. Vyrok je pravdivy prave vtedy, ked' tvrdi fakty v zhode so skuto¢nostou. Ak tomu
tak nie je, hovorime o vyroku, Ze je nepravdivy.

V okamihu formulovania vyroku nie sme viazani povinnostou vediet, ¢i je vyrok pravdivé alebo
nepravdivé tvrdenie. Zhodneme sa viak vtom, Ze mbZze nastat len jedna z moznosti — vyrok plati (je
pravdivy) alebo vyrok neplati (je nepravdivy). Ak nevieme rozhodnut o pravdivosti vyroku, nazyvame ho
hypotézou.

Priklady vyrokov:

“

,Prirodzené Cislo 5 je mensie ako prirodzené &islo 20. —vyrok je pravdivy

,Kazdé prirodzené Cislo je parne. “ — vyrok je nepravdivy, pretoze napr.
¢islo 5 nie je parne. Vo vyroku sa
pozZaduje sa, aby kaZzdé prirodzené cislo
bolo pdrne. Postacuje teda jeden
pripad, ktory ,narusi“ vSeobecnu
formuldciu.

,Prvoclisel v tvare p,p + 2 je nekonetne mnoho.” - vyrok je hypotézou. Existuju
prvociselné dvojice, napr. ,3,5“ alebo
,11,13“ , resp. ,17,19“, ,29,31".
Aktudlne vSak nevieme, ¢i ich je
nekonec¢ne mnoho alebo len konecny
pocet.

1«

Kazda slovna formulacia nie je vyrokom, napr. otazky alebo rozkazy: ,Prsi? “, ,Prines noviny!“. Ide o
také formuldcie, ktoré samy o sebe (samonosne) nie sU ani pravdivé, a ani nepravdivé (napr. kde je
miesto, na ktorom ma prsat; prsi dazd alebo listie zo stromov na jesen; ... a pod. ).

Vyroky, ktoré sme uviedli ako priklady, mali matematickd podstatu. V celom texte sa venujeme len
takymto vyrokom a oznacujeme ich malymi tlatenymi pismenami, napr.

"

e vyrok q: ,Prirodzené Cislo 5 je mensie ako prirodzené Cislo 20.
e vyrokr: ,Kazdé prirodzené &islo je parne.

Ak ovyroku vieme, Ze je pravdivy, priradujeme mu pravdivostnd hodnotu 1, inak mu priradujeme
hodnotu 0. Zapisujeme jednoducho: h(q) = 1, resp. h(r) = 0.

VSeobecne, oznacenia ako q,7,s,.. mdzu oznaCovat nielen vyroky, ale aj vyrokové premenné
(premenné, ktoré zastupuju vyroky).

Z oznamovacich viet vieme wvytvorit slvetia pomocou réznych spojok. Zjednoduchych vyrokov
(vyrokovych premennych) pomocou vybranych, tzv. logickych spojok ,,... a...” ; ,... alebo ...”; ,ak ..,
potom...“; ... vtedy a len vtedy, ked...” vytvdrame tzv. zloZzené vyroky. Ich ndzvy, oznacenie a priklady

su uvedené v tabulke.

“«



Tab. 1

Nazov Spojka | Znacka Ukdazka zapisu | Konkrétny priklad - slovny
konjunkcia a A qnAT ,Prirodzené Cislo 5 je mensie ako
citame : ,qar” prirodzené Cislo 20 a kazdé prirodzené
Cislo je parne.”
alternativa alebo \% qVvr ,Prirodzené Cislo 5 je mensie ako
Cvfltame :,q alebo | prirodzené  &islo 20  alebo  kazdé
r prirodzené &islo je parne.”
implikacia ak ..., = q=>r LAk prirodzené Cislo 5 je menSie ako
potom citame : ,ak q, | prirodzené &islo 20, potom  kazdé
potom r” prirodzené &islo je parne.”
ekvivalencia = qgoer ,Prirodzené Cislo 5 je mensie ako
vtedy citame :,q vtedy | prirodzené Cislo 20 vtedy a len vtedy, ked'
alen alen vtedy, ked'r” | \ 254¢ prirodzené &islo je parne.”
vtedy,
ked...

Vyraz, ktory vznikol z konec¢ného poctu jednoduchych vyrokov, vyrokovych premennych (pripadne uz zo
zloZzenych vyrokov), logickych spojok a zatvoriek, nazyvame vyrokovou formulou.

Zlozeny vyrok, resp. vyrokova formula je tiez vyrok a my mdieme uvaZovat o jeho pravdivostnej
hodnote. Vysledna pravdivostna hodnota zavisi len od pravdivostnych hodnét jeho zloZiek. Hovorime,
Ze ide o extenzionalny spbsob tvorby zloZenych vyrokov, resp. vyrokovych formul.

Napr. konjunkcia g Ar z Tab. 1 je nepravdivy vyrok; alternativa q V r je pravdivy vyrok; zloZzené vyroky
q =1 ,q © rsuobanepravdivé.

Rozhodnut o pravdivosti zloZeného vyroku nam pomaha tabulka pravdivostnych hodnét Tab. 2 Prvé dva
stlpce uvadzaju vietky 4 moznosti pravdivostnych hodnét zloziek.

Tab. 2

q|r | grr | qVr q’
111 1 1 0
110 0 1 0
011 0 1 1
010 0 0 1

Pripadne, ak oznacime h(q) = a, kde a € {0,1}, h(r) = b, kde b € {0,1}, potom plati:
Tab. 3

qVvr q
a+b—ab 1—a

q|r | ghrr
alb a.b

Vsimnime si, Ze v pripade zloZenych vyrokov:

e konjunkcia je pravdiva len v pripade, Ze obe zlozky su pravdivé,

e alternativa je pravdiva, ak aspon jedna zo zloZiek je pravdiva. Na rozdiel od slovenského jazyka,
alternativa sa v matematike nepouziva vo vylu¢ovacom zmysle.

e Implikacia je nepravdiva len v pripade, Zze ,1 = 07,

e ekvivalencia je pravdiva, ak obe zlozky maju rovnaku pravdivostnu hodnotu.
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Vyrokova formula obsahujlca ako premenné znaky vyrokov, ktord sa stane pravdivym vyrokom , ak za
premenné dosadime [ubovolne pravdivé alebo nepravdivé wvyroky, sa nazyva tautoldgiou.
K najznamejsim tautolégiam patria:

° qVq'@l

° q/\q’(:)()

e (qar)e= (rAg)

e (qvr)e vy

e (@Ar)Vse ((qVs)A(rvs))
e ((g=2nAr=35)e@=5)
e (qene(@=2nrr=q)

1.2 Negacie vyrokov

V Tab. 2 a Tab. 3 posledny stipec uréuje pravdivostni hodnotu negovaného vyroku q. Negaciou vyroku
rozumieme priradenie opacnej pravdivostnej hodnoty pévodnému vyroku. V pripade konkrétneho
vyroku ide o takud slovnu formuldciu, ktord zmeni obsahovy vyznam na opacny, napr.

“

e vyrok q':,Nie je pravda, ze prirodzené ¢islo 5 je mensie ako prirodzené &islo 20.
e vyrok q': ,Prirodzené ¢islo 5 nie je mensie ako prirodzené &islo 20.“
e vyrok q': ,Prirodzené Cislo 5 je va&sie alebo rovné ako prirodzené Cislo 20.“

Z uvedeného vyplyva, Ze negaciou vyroku netvorime zlozeny vyrok. Pre negdcie zlozenych vyrokov platia
tieto zakladné pravidla (tautologie):

e (@Ar) = (q'vr)
(qvr) < (@ A1)
(@=>r) = @nr)
(gen) e ((@rr)vig an)

Napr. negacia implikacie: ,Ak je 5 je prvocislo, potom 52 + 1 je delitelné ¢islom 13. “ by znela: ,, Cislo 5
je prvocislo a sucasne 52 + 1 nie je delitelné ¢islom 13.“

1.3 Vyrokova forma
Vyrokovou formou® nazyvame taky jazykovy vyraz, ktory obsahuje jednu alebo viac premennych.

Napr.: veta , On je student.” je oznamovacou vetou, ale nie je jasné, koho myslime pod pojmom , on“.
Nejde teda o vyrok, pretoZe nema zmysel hovorit o pravdivosti, ¢i nepravdivosti tvrdenia, kym za
premennu ,,on“ dosadime konkrétnu osobu. Ak uvaZzujeme o skupine oséb {Jan, Matej, Alica} a vieme,
Ze len Matej studuje, potom veta ,Matej je Student.” je pravdivym vyrokom, ktory vznikol z uvedenej
vyrokovej formy.

V matematike sa premenné oznacuju malymi pismenami, preto su bezné vyrokové formy ako napr. :

e vyrokova forma s jednou premennou x: XER: —1<x<1,
e vyrokova formas tromi premennymi x,y,z:  x,y,z € R:x? + y?> + z2 =9,

Vyrokovd formu s jednou premennou x zvycajne oznacujeme ako V (x); vyrokové formy premennych
X, ¥, Z,U,7,..zase ako V(x,y,z,u,v,..).

1V $kolskej matematike sa niekedy oznacuju aj pojmom vyrokové funkcie.
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Ak dve vyrokové formy maju rovnaky obor premennych, mbézeme pomocou znamych logickych spojok
vytvarat zloZzené vyrokové formy, napr.:

ak V1 (x) je vyrokova forma (x € R: —1 < x < 1) a V,(x) je vyrokovéd forma x € R: x? = %, potom ich

konjunkcia Vi (x) AV, (x) jevtvare (x ER: —1<x<1)A (x €ER:x? = i)

Dosadenim konstant za premenné vzniknu z vyrokovych foriem vyroky, napr.:

1 L,
prex = —- dostaneme pravdivy vyrok

(-2er—1s-t<i)a(-ters (-1) -2
2 = 2 2\ 2) 4

a pre x = 0 by sme mali vyrok nepravdivy (konjunkcia ako zloZzeny vyrok je nepravdiva, pretoze 0% # %).

1.4 Kvantifikatory
Ako sme uviedli, dosadzovanim pripustnych konstant za premenné, sa z vyrokovych foriem vytvaraju
vyroky.

Daldim spésobom, ako zvyrokovych foriem vytvarat vyroky je tzv. kvantifikicia pomocou tzv.
kvantifikatorov.

Tab. 4
Kvantifikator | Vyznam kvantifikatora Ukazka
kazdy [ubovolny kazdé redlne Cislo
asponn n a viacej aspon 5, t.j., 5,6,7, ...
najviacn n amenej najviac 3, t.j. 0,1,2,3
prave n presne n, nie viac a nie menej | prave 2, t.j. 2

V matematickych vetach a tvrdeniach sa beZne pouzivaju tzv. tri zakladné kvantifikatory:

Tab. 5

Kvantifikator | Oznacenie Kvantifikovany vyrok Negdcia kvantifikovaného vyroku

vseobecny 4 Vx€M:V(x) dx € M:V'(x)
¢itame: ,Pre kazdé (lubovolné) x | citame: ,Existuje x z mnozZiny M také, Ze neplati
z mnoziny M plati V (x).” V(x).”

existenény 3 Jx €M:V(x) Vx€M:V'(x)
¢itame: ,Existuje x z mnoZiny M také, ze | citame: ,Pre [ubovolné x z mnoziny M neplati
plati V(x).” V(x).”

jednoznaéne =1 Jlx € M: V(x) ¢itame: ,Pre Ziadne x z mnoziny M plati V(x)

existeném'/ gitame:  Existuje prave jedno x alebo“pre aspon dva prvky x zmnoZiny M plati
z mnoziny M také, ze plati V(x).” V().

V jednom vyroku mdze byt pouZitych viac kvalifikdtorov, pricom ich poradie ovplyvriuje obsahovy
vyznam vyroku, napr.:

e vyrok o existencii neutralneho prvku e v grupe (G,*) znie:
Existuje prvok e v grupe (G,*) taky, Ze pre lubovolny prvok a z grupy (G,*) plati:
exa=ax*e=a.
Vyznamovo je neutralny prvok e ,spolocny” pre vietky prvky a grupy (G,*) .
Zapisali by sme: JeeG,Va€EG:iexa=ax*e =a.



e Zmenou poradia v zapise
VaeG,deeG:exa=ax*xe = aq.
sa zmenil obsah tvrdenia,
t.j. ku kazdému prvku a moze existovat jeho , 0sobitny” neutralny prvok, pricom neutrdlne
prvky prisldchajuce réznym prvkom mnoZiny G nemusia byt navzajom identické.

1.5 Cvicenia
1. Rozhodnite o pravdivosti vyrokov:
a) Ane N:gje parne Cislo.
b) Vx € N:x? + x + 41 je prvocislo.
c) Vx,y€EN,Ing€Z:x+ny=y
d Vx,yEN:(xENAy€EN)=>(x—yEN)
2. Zistite, ¢i zlozeny vyrok je tautoldgia:
a) p=>q) e @A)
b) ®=>q) = (@' =>p)
) (p=aqAlr=s)=(pAr)=(qAs).

3. Vytvorte negdcie vyrokov z cvicenia 1.
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2 Mnoziny

2.1 Intuitivny pohlad na mnoziny
V mnohych knihdch sa mnoZina chape intuitivne ako sthrn istych, jednotlivych a dobre rozliSitelnych

objektov - prvkov, ktoré patria do nejakého, jasne vymedzeného celku, napr. mnozina zamestnancov
patriacich do vybranej firmy; mnozina jablk v ko$iku; a pod.

Samotné slovo ,suhrn” nie je matematicky, a ani logicky pojem. PouZiva sa ako vysvetlenie, doplnenie
predstavy o celku zloZzeného z jednotlivych ¢asti. V beZnej praxi Casto pracujeme so sihrnmi, ktoré maju
konecny pocet prvkov a fixujeme sa na predstavy o kone¢nom pocte veci.

Matematické pojmy ¢asto pracuju s nekonec¢nym poctom veci a prichddza k zdanlivym zvlastnostiam,
ako je napr. Galileova Uvaha:

Oznac¢me N suhrn (mnozinu) vietkych prirodzenych ¢iseln = 1 a oznaéme N, suhrn (mnozZinu) vsetkych
druhych mocnin prirodzenych &isel v tvare n?.

N 1 2 3 4 5 n

Od~====-o
Oa-==-==-9
Od~====-o
Oa-==-==-9
Od~===~-o
Odl-=—==-

N, 1 4 9 16 2!

ot

Obr. 1
Evidentne, mnoZina N obsahuje prvky, ktoré nie su obsiahnuté v mnoZine N,. Naviac:

e priradenien — n? je jednoznaéné (rézne prirodzené &isla maju rozne druhé mocniny)
e asuUcasne kazdy prvok mnoZiny N, (druhd mocnina) ma svoj tzv. ,vzor “ z mnoziny N, ktory sa
Ciselne rovna VnZ2.

Tymto spésobom sme vzdjomne ,sparovali“ prvky oboch mnozin N, N,. Z toho plynie logicky zaver, Ze
tieto mnoZiny musia byt rovnako pocetné. Ak posudzujeme situaciu z pohladu skdsenosti s kone¢nym
poctom veci, ide o paradox.

Paradoxnych prikladov v intuitivnej tedrii mnoZin je viac, napr.:

UvaZujme mnoZinu (suhrn) vsetkych muZov urcitého mesta, v ktorom Zije jeden holi¢. Tento
holic strihdg vSetkych muZov, ktori sa nestrihaju sami. Otdzka - kto ostrihd tohto holica?

Ak sa ostrihd sam, strati reputdciu - uZ nebude holicom, ¢o strihd ,,nesamostatnych”,
Ak sa neostrihd, tak opdt strdca ,pédu pod nohami”, pretoZe (z povahy jeho pracovnej
cinnosti) mal by strihat prave on.

V redlnom Zivote sa dilema vyriesi jednoducho — holi¢ovi sa udeli vynimka. V teérii mnozin ide o spor,
ktory poukazuje na nevhodnost intuitivneho pristupu k tedrii a zvoli sa axiomaticky pristup.

2.2 Axiomaticky pristup k tedrii mnozin

Axiomaticky pristup k (akejkolvek matematickej) tedrii spociva vo vymedzeni tzv. individui - teda
predmetov, ktoré samé o sebe nie sU mnozinami, ale predstavuju veci, predmety, ¢i prvky, ktoré su
dobre rozlisitelné a tvoria sa z nich mnoziny.
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Pojem ,mnozina“ je v zvdc¢sa vzdy zakladnym, nedefinovanym pojmom, pricom sa vymedzuje aj vztah
»byt prvkom® mnoziny.

Axiomaticky systém vidy definuje tzv. zakladné pojmy a zdkladné vztahy. Sucasne sa pouZivaju rézne
symboly, napr. symbol incidencie €, symboly rovnosti =, logické symboly (AV,=,&,V,3) adalsie
symboly podla potreby, napr. zétvorky { },( )....

Samotné tvrdenia o mnoZindch, ktoré nedokazujeme a povaZzujeme ich za ,zjavne” pravdivé vyroky,
nazyvame axiomy. Axidomy sa zatrieduju do réznych skupin (napr. axiémy rovnosti mnozin, axiomy
extenzionality, axidma nekonecnosti, ... ) a spolocne vytvaraju tzv. axiomaticky systém.

Od axiomatického systému sa vyzaduje, aby jeho sustava axiom bola:

e nezavisld — Ziadna axidma nevyplyva z ostatnych axiém,

e Uplnd — kazdé tvrdenie v prislusnej tedrii bolo moiné pomocou axiom (pripadne z nich
odvodenych viet) dokdzat alebo vyhlasit za nepravdivé,

e bezspornd — pomocou axiom nie je moZné dospiet k tvrdeniu, ktoré je sicasne pravdivé
i nepravdivé. Vyluc€uje sa tym existencia protirecivych tvrdeni.

Existuju ré6zne axiomatické systémy pre tedriu mnozin. Podla toho, ako sa na zaciatku zvolia zakladné
pojmy a zakladné vztahy, odvija sa logickd vystavba celej tedrie, napriklad, mézeme postupovat
pomocou zavedenych individui a za zakladné pojmy sa zvolia pojmy ,mnoZina“ a byt ,,prvkom mnoziny“.
Rozlisia sa tzv. mnoziny prvého, druhého a tretieho stupria a axiomami sa zavedu ich vlastnosti, resp.
existencia. Napr. jednou z axiom by bolo tvrdenie:

,Existuje nekonecnd mnozina.”

K najpouzivanejsim axiomatickym systémom tedrie mnozin vsak patri tzv. Zermelo-Fraenkelov
axiomaticky systém. Ma tiez dva zakladné pojmy ,mnoZina“a , byt prvkom mnoZiny”, pricom ako axiémy
pouZiva (okrem iného, aj tieto) tvrdenia:

,Dve mnoZiny sa rovnaju prdve vtedy, ked maju tie isté prvky.”
,Existuje aspon jedna mnoZina.”

,Nech A, B si mnoZiny. Potom existuje mnoZina M, ktorej prvkami su préve mnoZiny A, B. “

Vybudovanie tedrie mnozin od pomocou axiomatického systému je matematicky korektné, avsak
¢asovo a priestorovo naro¢né, preto ho vynechavame. Citatela, ktory sa problematiku hlbsie zaujima,
odkazujeme na literatiru uvedenu na konci kapitoly.

2.3 Mnoziny
Byva zvykom, Ze mnoziny oznacujeme velkymi tlacenymi pismenami a ich prvky malymi tlacenymi
pismenami. Napr. skuto¢nost, Ze , prvok x parti do mnoZiny M*“ zapiSeme x € M.

V pripade, Ze ,prvok x nepatri do mnoZiny M*“, zapisujeme x & M. Niekedy tieZ hovorime, Ze ,prvok x
nie je prvkom mnoziny M.“

MnoZinu moZzeme oznacit [ubovolnym velkym tlatenym pismenom, ale vybrané mnoziny majud svoje
Standardne pouzivané oznacenie, napr.:
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e mnozZina prirodzenych &isel? sa oznacuje N,
e mnozina celych Cisel ako Z; raciondlnych &isel ako Q; iracionalnych cisel ako I a konecne
mnoZinu realnych ¢isel oznaujeme pismenom R.

Ak mnozina obsahuje aspon jeden prvok, hovorime, Ze je neprazdna. Napr. zapis
M ={a,b,c, 1}

znamena, Ze prvky a, b, c a 1 patria do mnoziny M. MdZeme povedat, Ze mnoZina M je Stvorprvkova.
Sucasne plati dohoda, Ze na poradi zapisania prvkov v mnoZinovych zétvorkach (teda v { }) nezalezi.

MnoZina, ktord nema prvky, sa nazyva prazdnou mnozinou, napr. ukdzkami prazdnych mnozin su:

e mnozina A realnych &isel x, pre ktoré plati: x? < 0, t.j. zapisané
A={x€R; x> <0}
e mnozina B prirodzenych ¢isel n > 1, pre ktoré plati: n + 1 < n, t.j.
B={neN;n+1<n}

Prazdnu mnozinu zvykneme znacit vyhradenym symbolom @. Mohli by sme teda zapisat A = @ alebo
B =0.

Zvlastnostou mnozin je skuto¢nost, Ze prvkom mnoziny méze byt ind mnozina, napr. zapis

P ={{1},{1,2},0}.

znamend, Ze trojprvkovd mnozina P ma prvky: jednoprvkovi mnozinu {1}, dvojprvkovd mnozinu {1,2}
a prazdnu mnozinu @. Z tohto dévodu zapis

K = {¢}
uvadza, Ze ide o jednoprvkovd mnozinu K, ktorej prvkom je prazdna mnozina @.

Kvoli prehladnosti (v pripadoch, kedy prvkami nejakej mnoZiny su opat iné mnoZiny) pouzivame radsej
pojem systém mnozin. Povieme teda, 7e P = {{1}, {1,2}, @} je systém mnozin. Z ddvodov axiomatického
pristupu k mnozinam, pojem systém mnoZin nemozno vzdy povazovat za mnozinu, najma pre pripady,
ak by islo:

e 0 mnozinu vSetkych mnoZzin,
e jednoprvkovli mnoZinu, ktora by obsahovala len samu seba.

Ako sme uZ naznacili, mnoZiny mozno urcit:

e vymenovanim prvkov, ¢o zapisujeme pomocou mnozinovych zatvoriek,
napr. W =1{1,2,3,4,5}.
Obcas sa pouziva tento typ zdpisu pouzije symbolicky pre mnoZiny, ktoré nemaju konecny pocet
prvkov, napr. pre mnozinu obsahujucu 0 a vSetky prirodzené Cisla
N, ={0,1,2,3, ... }.
si treba uvedomit, Ze nejde o uréenie mnoziny vymenovanim (vSetkych) jej prvkov.
e Charakteristickou vlastnostou V(x) (vyrokovou formou), ktoré maju vsetky prvky z vopred
urcéenej (stanovenej) mnoziny.

2 Podla stucasnych $tandardov, medzi prirodzené &isla sa zaraduje aj &islo 0. Pre Géely tohto udebného textu
nepovazujeme Cislo 0 za prirodzené Cislo.
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Napr. ak mnoZina E je mnozinou vsetkych prirodzenych Cisel, ktoré su vacsie ako 5 a suUcasne
mensie alebo rovné ako 11, vopred uréenou mnozinou je mnozina prirodzenych cisel N
a charakteristickou vlastnostou je 5 < n < 11. Zapisali by sme:
E={vneN;5<n<11}
Ak by sme chceli mnozZinu E urcit vymenovanim prvkov, zapisali by sme
E ={6,7,8,9,10,11}.

2.4 Grafické znazornenie mnozin

MnoZiny sa graficky zndzorfiuji pomocou mnoZinovych diagramov (nazyvané aj Vennove diagramy),
ktoré su v rovine zakreslené pomocou kruhov, ¢i inych ovalnych obrazcov umiestnenych do vopred
ohranic¢enej oblasti, reprezentujucej tzv. zdkladnd mnoZinu (ak je vopred uréena).

Vymedzenie zédkladnej mnoZiny ma vyznam, pretoze rovnaka charakteristickd vlastnost V(x) moze urdit
v roznych zakladnych mnozinach rézne vysledky, napr. ak V(x) = x%2 + 5x — 6 = 0, potom

e My={x€N;x*-5x+6=0}={1},
e Mp={x€R; x>-5x+6=0}={1,-6}.

V pripadoch, kedy je mnoZina uréend vymenovanim prvkov, znac¢ime do ovdlom ohranicenej oblasti tieto
prvky grafickymi znackami (napr. *, m, ...) s prislusnym popisom. Napr.:

M
£ e

Vistych pripadoch byva vopred uréend tzv. zdkladnd mnozina, ktorU znazorriujeme ohrani¢enou
oblastou formou obdfinika avnej vyznacujeme jednotlivé mnoziny. Napr. pre mnoziny U =
{a,b,c,d,e, f,g,h},H ={a,b,c}aG = {a,e, f} by sme nakreslili diagram:

*h a v

e

H *d

*g

Z grafického vyjadrenia vieme, Ze a € H asucasnea € G, e & H, pripadned & H asucasned € G. ...
Ak by sme obdznik nekreslili, potom sa predpokladd, 7e zékladna mnoZina je celd nékresiia.

V literatlre mozno najst aj ina formu mnoZinovych diagramov. Predchadzajlci priklad by sme znazornili:

H | U
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2.5 Mnozinova algebra

Jednym zo zakladnych pojmov v tedrii mnozin je vztah , byt podmnoZinou danej mnoziny“.

Definicia (inkltzia mnozZin)

MnozZina A sa nazyva podmnoZinou mnoziny B prave vtedy, ked kazdy (fubovolny) prvok mnoziny A je
aj prvkom mnoziny B.

Zapisujeme: ACBoVx(x€eA=>x€B)

MnoZina A sa nazyva podmnozinou® mnoziny B; mnoZina B sa nazyva aj nadmnoZinou mnoziny A.

Z definicie vyplyva, Ze moze nastat pripad, kde A je podmnoZinou mnozZiny B a sucasne existuju prvky
zmnoziny B, ktoré nepatria do A. Vtakom pripade presnejsie hovorime, Ze mnoZina je vlastnou*
podmnoZinou (¢astou) mnoziny B a zapisujeme A C B.

o B

K zndmym prikladom patri mnozina prirodzenych Cisel N, ktora je vlastnou podmnoZinou celych ¢isel Z.

A

{123,.}=NczZ={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,..}

Ak A je podmnozinou mnoZiny B, ale nie vlastnou podmnoZinou, potom ponechdvame pévodné
oznalenie A € B.

Z definicie inklizie mnoZin taktieZ vyplyva:

e Pre kazdd mnoZinu A plati: A € A.
Dovod: vyrok v tvare implikacie Vx(x € A = x € A) je tautoldgia.
Tuto vlastnost nazyvame reflexivnostou inklizie mnozZin.

Z definicie inkldzie mnoZin plati, Ze @ S A. Prazdna mnoZina nemé prvky a podla definicie
Vx(x ed = x €A
mame implikaciu, ktord je tautoldgiou (pre fubovolné x mame bud ,0 = 1“ alebo ,0 = 0%, ¢o
su ako implikacie pravdivé vyroky).
e Sucasne z reflexivnosti inkluzie vyplyva aj skutoc¢nost, ze @ € @ .
e Pre kaZzdé tri mnoziny A, B, C plati:
((ASBYA(B<SO)=>(AcO).
Hovorime, Ze inklUzia mnoZin je tranzitivna.

Priklad
Mnozina M = {a, b, c}. Urcte vietky jej podmnoZiny.

RieSenie. Prazdna mnoZina @ je podmnozinou kazdej mnoziny.

3V niektorej literatdre aj &astou mnoziny B.
4V niektorej literatlre sa pouZiva pojem aj prava ¢ast mnoziny B.
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Jednoprvkové podmnoziny st {a}, {b}, {c}.

Dvojprvkové st podmnoziny {a, b}, {a, c} a {b, c}.

Na koniec je potrebné uvazovat aj o mnozine M = {a, b, c}, lebo kazdd mnozina je podmnozinou
samej seba.

Ak oznac¢ime P (M) mnozinu vietkych podmnozin mnoziny M, potom podmnozin je 8 a plati:

PM) = {®,{a}, {b}, {c}, {a,b},{a,c}, {b,c},{a b, c}}.

Vo vSeobecnosti, ak uvazujeme n —prvkovd mnozinu M a mame urcit pocet jej podmnoZin, potom
dostaneme:

. , v M - Ly v, n
jednu prazdnu podmnozinu, ¢o zapiseme kombinacnym?® &islom (0)

e njednoprvkovych podmnozin, ktorych pocet vyjadrime kombinacnym cislom (711)

M , vy v Sy gy n
Pocet 2 —prvkovych podmnozin urcuje kombinacéné ¢islo (2),

n
pocet k —prvkovych podmnozin urcuje kombinacné Cislo (k)’

M , v v oy n
e pocet n —prvkovych podmnozin zase kombinac¢né Cislo (n) =1

Suctom kombinacnych cisel

(o) + () + )+ -+ () -+ ()=

=(5) 110+ (7).t 4 () 12 e () 1R R e (1) 1010

a pomocou binomickej vety® odvodime, Ze celkovy pocet podmnozin n — prvkovej (koneénej) mnoziny
je vyjadreny vztahom

a1+ =2"
MnozZinu vietkych podmnozin danej kone¢nej n —prvkovej mnoZziny M nazyvame potenénou mnoZinou
(mnoZiny M) a zapisujeme ako P(M). PocCet jej prvkov zapiS$eme pomocou zatvoriek: |[P(M)| = 2™.

Definicia (rovnosti mnozin)
MnoZina A sa rovna mnozine B prave vtedy, ked
A € Basucasne B C A.

Zapisujeme: A=B(:)Vx((xEA:xEB)/\(xEB:xEA))

MnoZiny povaZzujeme za rovné, ak obsahuju tie isté prvky. Nie je vSak nutné, aby boli uréené rovnakou
zakladnou mnozinou, Ci charakteristickou vlastnostou. Napr.:

A={x€eR; x*=0}={x€Z;3x=x}=B ={0}.

Na ukdzke sme sa o rovnosti mnozin presvedcili vymenovanim jej prvkov, t.j. prvku 0. Teda, ak su prvky
mnoZin jasne vymedzené, resp. dobre rozliSitelné, dblezita je inkluzia kazdého prvku jednej mnoZiny

5> Kombinacné ¢islo (Z) urcuje pocet kombinacii k —tej triedy z n prvkov, kde k = 0,1, 2, ... n.
Plati: (Z) =—" _ Tie¥sa definuje, 7Ze 0! = 1! = 1.
k! (n—k)!
6 R Pl A (M n p,o0 n n-1 p,1 n n-k pk n 0 1, — n
Bmommkaveta.(o).a .b +(1).a .b* + +(k).a .b* + +(n).a .b" =(a+b)
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vdruhej mnoZzine (a samozrejme naopak). Nie je podstatnd forma jeho zapisu, ak ho vieme
interpretovat, napr.:

A=1{2,9,1+5}={2,V81,6}=B.
Ak sa mnoziny A4, B odlisuju v aspon jednom prvku, hovorime, Ze st rézne. Z toho vyplyva, Ze mnozina
obsahujuca nejaké prvky je r6zna od prazdnej mnoziny.

Rovnost dvoch mnoZin je reflexivna a tranzitivna vlastnost. Naviac, pre [ubovolné dve mnoZiny plati:
VA, B:((A=B) = (B = 4)).

(Ak sa mnoZina A rovnd mnozine B, potom sa aj mnozina B rovna mnoZine A.). Hovorime, Ze rovnost
mnozin je symetricka vlastnost.

Definicia (zjednotenie mnozin)

Zjednotenim dvoch mnoZin A a B nazyvame mnozinu vSetkych prvkov, ktoré si prvkami aspon jednej
zmnozin A a B.

Zjednotenie mnozin A, B zapisujeme A U B a plati:

xX€EAUB &S (x€A VxERB)

Poznamendvame, Ze v definicii zjednotenia dvoch mnozin A, B sa uvadza ,vsetkych” prvkov, t.j. v
zjednoteni nie je moZné vynechat niektoré prvky jednej mnoziny:

e AkA={ab,c},B=A{ef, g} potomAUB ={a,b,cd,ef, g}

e AkA={ab,c},B=1{ab,g} potomAUB ={a,b,c,g}. Anivtomto pripade sme prvky a, b
zmnoziny B v zjednoteni nevynechali. ReSpektovali sme zdsadu, Ze pri uréeni mnoZiny
(vymenovanim prvkov) sa prvky uvadzaju (zapisuju) v zatvorkach len raz.

Naviac plati:

e Ak A = @ aB jelubovolnd mnoZina, potom @ U B = B.
e Prelubovolné mnoZiny A4, B plati:
AUB=BUA.
Hovorime, Ze pre zjednotenie mnozin plati komutativny zékon,” ktory vyplyva z tautoldgie
(qvr) e (rve.
o AkA4,A,,..,4,,n € NsimnoZiny, potom ich zjednotenie je mnoZina A vietkych prvkov, ktoré
sU prvkami aspof jednej z mnozin 4;,i = 1,2, ..., n.

Zapisujeme:
n
A = U Ai
i=1

e Pomocou pravidiel negovania vyrokov vieme, ¢o znamengd, ak x € A U B. Plati:

7V relevantnej literature sa ¢asto uvddza, Ze zjednotenie je symetrickd bindrna operacia. Nie je to Uplne korektné,
pretozZe je problém s formalnou definiciou bindrnej operacie na mnozine.

Bindrnou operaciou na mnoZine M sa rozumie zobrazenie, ktoré dvom prvkom mnoziny M priradi opat prvok
mnoziny M.V pripade zjednotenia (dvoch mnozin A, B ako operacie) je otazka, akd je mnozina M, z ktorej
vyberame prvky A, B?

Bolo by potrebné v definicii namiesto pojmu mnoziny M uvadzat ,systém mnozin M“. Inak by sme vo vSeobecnosti
predpokladali, Ze M je ,mnoZina vSetkych mnozin“. Ta vSak neexistuje (paradoxy intuitivneho chapania mnozin).
Analogicka situdcia je aj s prienikom, rozdielom, symetrickym rozdielom a kartezidnskym suc¢inom mnozin.
Napriek uvedenému, v sulade s bezne dostupnou literatirou, budeme obcas pouzivat pojem ,operdcia” na
mnoZzindach.

17



(x¢ AUB) o (x€eAUB) o (x€eAvxeB) o (x¢ ANx & DB)

Definicia (prienik mnozin)

Prienikom dvoch mnozin A a B nazyvame mnozZinu vSetkych prvkov, ktoré si prvkami mnoziny A
a sucasne aj mnoziny B.

Zjednotenie mnozin A, B zapisujeme A N B a plati:

xXEANB &S (x€A ANx €EB)
Naviac plati:

e Ak prienik dvoch mnozin A, B je prazdna mnozina, hovorime, Zze mnoziny A, B su disjunktné.
Ak A = @ a B je lubovolna mnoZina, potom @ N B = @. Prazdna mnoZina a lubovolna mnoZina
B su vidy disjunktné.

e Prelubovolné mnoziny A, B plati:

ANB=BNA.

Pre prienik mnozin plati komutativny zékon, ktory vyplyva z tautoldgie (g A1) & (r A q).

o AkA4 Ay, .., A, n € N simnoZiny, potom ich prienik je mnoZina A vsetkych prvkov, ktoré su
prvkami kazdej z mnozin 4;,i = 1,2, ..., n.

Zapisujeme:
n
A= ﬂAl
i=1
e Pomocou pravidiel negovania vyrokov odvodime vysledok pre x € A U B. Plati:
(x¢ AnNB)o (x€eANB) ©(x€eAAx€EB) o (x¢ AVx ¢B)
Okrem komutativneho zdkona plati aj asociativny a distributivny zékon.

Veta (asociativny zakon). Pre fubovolné tri mnoziny A, B, C plati:

a) AUB)UC=AU(BUC)
b) AnB)NnC=An(BNC)

Dékazy asociativneho zakona pre pripady a), b) vyplyvaju z prislusnych tautologii.

Priklad
Overte platnost asociativneho zdkona na mnoZindch
A={ab,c},B={cdeflaC=1{beg}

RieSenie. Postupujeme tak, Ze najprv urcime Ciastkovy vysledok v zdtvorke A U B andsledne
prevedieme zjednotenie s mnoZinou C.
AUB ={a,b,c,d,e, f},(AUB)UC ={a,b,c,d,e,f,g}

V druhom kroku zmenime postup. Najprv vykoname zjednotenie B U C (zapisané v zatvorke)
a nasledne ciastkovy vysledok zjednotime s mnoZinou A.

BuUucC ={b,c,d,e f,g},AU(BUC)={ab,cd,e,f,g}
Porovnanim zistime, Ze mnoziny sa rovnaju.

Pre prieniky mnoZzin je postup analogicky
e ANB={c}, ANB)NC=0
e BNnC={},AnBNC)=0
Veta (distributivny zékon). Pre [ubovolné tri mnozZiny 4, B, C plati:
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a) AnN(BUC)=ANB)U(AnO0)
b) AU(BNC)=(AUB)N(AUOC()

Dékaz a) Zacneme podla definicie prieniku a pouZijeme tautoldgie.
Pre lubovolny prvok x € A N (B U C) plati:
x€ AN(BUuC) e (xeArxe(BUl) e (xeEAAN(xEBVxE()) S
& ((xeArxeB)V (xeAdrxel) e (x€ANB)V (xeAN()) &
©x€(ANB)U (ANn0)

Dokaz tvrdenia b) sa vykona analogicky. [

Priklad
Overte platnost  distributivneho  zdkona AU (BNC)=(AUB)N(AUC)na mnoZindch
A=1{1,2,3,4},B={1,3,4}aC={1,2,4,5}.

RieSenie. Pre lavu stranu rovnosti plati:
BncC={14}, AU(BNC)=1{1,234}
Prava strana rovnosti:
AuB={1,234}, AuC={1,2,3,45}, (AUB)Nn(AucC)=1{1,23,4}
Porovnanim oboch strdn rovnosti zistime, Ze mnoziny sa rovnaju.

Definicia (rozdiel mnoZzin)

Rozdielom dvoch mnoZzin A a B nazyvame mnozinu vsetkych prvkov, ktoré su prvkami mnoziny A
a sucasne nepatria do mnoziny B.

Rozdiel mnoZin A, B zapisujeme A — B a plati:

xXEA—BS (x€A ANxEB)
Naviac plati:

e Ak A jelubovolnd a neprazdna mnozinaa B = @, potom A — @ = A.
e Pre rozdiel mnozin vo vieobecnosti neplati komutativny zédkon, t.j.:
A—B # B —A.
e Pomocou pravidiel negovania vyrokov vieme, ¢o znamena, ak x € A — B. Plati:

xg A—B)eo(x€eA-B) e (xeAAx¢B) o (x¢ AVx€EB)
Definicia (doplnok mnoZiny)

Nech U je vopred uréend zédkladna mnozina. Ak mnozina A € U, potom doplnkom mnoziny A v mnoZine
U nazyvame mnozinu U — A.

Doplnok mnoziny A v zakladnej mnozine U zapisujeme A

xEAe (xeU Ax g A)

Z definicie vyplyva, Ze:
e prekazdy prvok plati: x ¢ A © x € A.

e Prazdna mnoZina je podmnozinou kazdej mnoZziny, a preto 0 =U.
e Doplnok zakladnej mnoziny U je prazdna mnozina @ = U.
e Prelubovolnd podmnozinuA C U plat: AUA=U,ANA = Q.
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Priklad
Urcte doplnok mnoZiny A v mnozinach U, E, H ak
A={ab,c},U={ab,cdef,g}, E={ab,c},H={123}.

RieSenie. Doplnok mnozZiny A v mnozine U:
Ay=U-4A={def, g}
Doplnok mnoZiny A v mnozine E:
Ar=E—A=0.

Nema zmysel uréovat doplnok mnoziny A v mnozine H, pretoze mnozina A nie je podmnozinou
H. Definicia vyzaduje, aby sme urcovali doplnok mnoZziny, ktord je podmnozinou zakladnej mnoziny.

Doplnok mnoZiny A sa urcuje vzhladom na zakladni mnozinu U.

Definicia (symetricky rozdiel mnoZin)

Symetrickym rozdielom dvoch mnozin A a B nazyvame mnozinu prvkov zjednotenia
(A— B)u (B— A).

Symetricky rozdiel mnozin A, B zapisujeme A + B a plati:

xEA+B(:>((xEA Ax¢&€B)V(x€EB /\erA))

Prvok x patri do symetrického rozdielu dvoch mnozin vtedy a len vtedy, ked patri prave do jednej
z danych mnozin.

Naviac plati:

e Prerozdiel mnoZin vo vSeobecnosti plati komutativny zakon, t.j.:
A+B=B-+A.
e Pomocou pravidiel negovania vyrokov vieme, ¢o znamena, ak x € A + B. Plati:

(x¢ A~B)o (x€A+B) o ((x€EAAXEB)V(XEB Ax ¢ A)) &
o ((xeArxegB)N(xeB AxgA)) o (xEAVXEB)A(x¢BVxeA)) &
& ((xgAvxeB)AN(xeéB)V(xgAVXEB)A(xEA)) &
S ((xeArxeB)V(x€eEBAxEB))V((xEAAxEA)V(XEBAXEA)) S
& ((xeArxeéB)V(xeD))V((xePV(xEBAXEN))
©xgANx¢éB)V(xeEBAxeA) e ((xgANB)V(x € ANB))
Pre zjednotenie, prienik, rozdiel, symetricky rozdiel mnozin platia vety, napr.:

Veta. Pre [ubovolné tri mnoziny A, B, C plati:

a) A—(BUC)=(A—-B)n(A-0C)
by A—(B—C)=(A-B)Uu(AnC)
) (A—-B)—-C=A4-(BUC)

d A=B)nC=ANC)=(BNnC0O)
) A=B)NnC=(ANnC)+-(BNC)

()

e
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Dékaz e) PouZijeme tzv. incidenénl tabulku. Ide o analdgiu tabuliek pravdivostnych hodnot pri
dokazovani tautoldgii, ale s vynimkou: ak prvok x patri do mnoziny A, zapiSeme do prislusného riadku
znak ,,€”;, v opacnom pripade znak , &".

Dalej postupujeme podla definicii, napr. v 2. riadku a v stipci A + B je znak €. Dévod: Ak prvok x € 4,
X € B, nembZe byt splnend definicia symetrického rozdielu, t.j. (x EA Ax € B)V(x € B Ax & A).

V stlpci pre (A = B) N C je v 2. riadku tie? znak &, lebo prvok x nie je v A + B a nie je ani v C.

Obdobne uvazujeme pre ostatné riadky.

& MnoZiny ava strana rovnosti Prava strana rovnosti
"|A| B | C|A+B | (A+-B)nC NC | BNnC | (AnC)=(Bn<0()
1. | e | e | € ¢ ¢ S € ¢
2. | €| e | ¢ ¢ & & & &
3. € ¢ € € E € %3 €
4. 1 e | & | & € ¢ & ¢ ¢
5.1 ¢ | € | € € € ¢ € €
6. | e | € | ¢ € ¢ %3 3 ¢
7.1 & | & | € & ¢ ¢ ¢ ¢
8 | & | & | ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

Vidime, 7e v kazdom riadku pre stipce (A+B)NC,(ANC) <+ (B N C) je zhoda v znakoch. Ide teda
o rovnost mnozin a veta je dokdzand. Analogicky sa dokazuju zvysné vety.

2.6 Grafické znazoriovanie mnozinovych operacif

Pomocou Vennovych diagramov méZeme symbolicky zndzornit aj niektoré operdcie na mnoZinach,
napr. ako vidno na obrdzkoch.

Ak to nie je nutné, prvky jednotlivych mnoZin nevyznacujeme. To vSak nevyluuje moznost, Ze by

niektord z naznacenych mnozin A, B mohla byt prazdna.
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A+ B ANB

U

2.7 Rozklad neprazdnej mnoZiny
Neprazdnu mnoZinu prvkov mozno rozloZit na tzv. triedy. Kli€ovymi pojmami v definicii su prienik
a zjednotenie neprazdnych podmnozin.

Definicia (rozklad neprazdnej mnoziny)

Rozkladom neprazdnej mnoziny M nazyvame neprazdny systém neprazdnych podmnoZzin mnoZziny M,
z ktorych

e kazdé dve su navzdjom disjunktné
a sucasne

e zjednotenie vietkych podmnozZin je mnoZina M.
Neprdzdne podmnoziny, z ktorych sa rozklad sklada, nazyvame triedami rozkladu.
Z definicie vyplyva, Ze kazdy prvok mnoZiny M je:

e zaradeny do nejakej triedy,
e nembZe sa sUcasne nachadzat v dvoch réznych triedach.

Priklady rozkladu neprazdnej mnoziny:

a) v beinom Zivote uvaZujme o zakladnej Skole a jej Ziakoch. Samotni Ziaci Skoly predstavuju
neprazdnu mnozinu M a neprdzdny systém neprazdnych podmnoZin je reprezentovany
klasickymi Skolskymi triedami. Vtomto pripade su Skolské triedy aj triedami rozkladu
mnoziny M.

Overime to jednoducho:
e Podmnoziny su podla definicie neprazdne, lebo nema zmysel evidovat Skolsku triedu
bez nejakych Ziakov.
e Naviac, kazdy Ziak je zaradeny len do jednej Skolskej triedy,
e zjednotenim vsetkych skolskych tried dostaneme mnoZzinu vsetkych Ziakov.

Poznamendvame, Ze jedna neprdzdna mnozina M mdze mat viacero (réznych) rozkladov, napr.:
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b) Mnozina M ako mnoZina prirodzenych ¢isel N = {1,2,3,4,...,n,n + 1, ...} mdZe byt rozloZena
na dve triedy (parne a neparne Cisla):

o N,=1{2,4,6,..,2n,..}
e N,={1,35,..,2n+1,..}

Evidentne plati: N, # @ # N,, N, N N, = @ asucasne N, U N,, = N. Rozklad mnoziny N by
sme zapisali ako systém tried S = {Np,Nn}.

c) Mnoizina prirodzenych ¢isel N = {1,2,3,4, ..., n,n + 1, ...} moZe byt rozlozend na triedy:

e N; ={n € N;nnie je prvocislo}
e N, ={n € N;njeprvodislo}

Plati: Ny # @ # N,, N; N N, = @ asucasne N; U N, = N. Tento rozklad mnoziny N by sme
zapisali ako systém tried Sy = {Ny, N, }.

Priklad
Uvazujme mnozZinu T = {a, b, ¢, d} a jej podmnoZiny. Zistite, ¢iide o rozklady mnoZiny T, ak:
a) Tl = {a, C}, TZ = {b}, T3 = {d};
b) Hy={a},H, ={b},H3 = {c},H, = {d},
c) Gy={ab,c},G, =1{b},G3 ={d}.
Riesenie.
a) Ide o rozklad mnoziny T, pretoze:
o T=0,
e T, #0, T, + @, T; #0
e T,NT, =0, T, NT; =0, T,NT; =0
Tym sme overili, Ze podmnoZziny st po dvoch (lubovolné dve) disjunktné.
e asutasneT{ UT,UT; =T
Zapiseme rozklad ako  §; = {Ty, T, T5}.

b) Plati:
o T+0,
e Hi#0, Hy+09, H; + @, H,#0
e H,NH, =0, H,NH; =0, H,NH,=@®, H,NH;=79,
H,NnH, =@, H;NH,=0® (supo dvojiciach navzajom disjunktné)
e asucasneH; UH,UH3;UH, =T (ich zjednotenie je mnozina T).
Zapiseme rozklad ako 8§, = {Hq, H,, H3, H,}.

c) Vtomto pripade nejde o rozklad mnoziny T, pretoze G, N G, = {b} # @. Je poruena jedna
z podmienok definicie. Nejde o rozklad v zmysle definicie.

Rozklad mnoZiny mozno zaviest aj opacne, tj. mame uréené mnoziny, ktoré splfiaju podmienky
definicie, napr.:
e mnoZina Z, je mnozinou celych Cisel, ktoré po deleni ¢islom 3 maju zvysok 0
Zy=1{..,—-3,03,6,9,..}
e mnozina Z; je mnoZinou celych Cisel, ktoré po deleni ¢islom 3 maju zvysok 1
Zy=1{..,—-2,14,7,10, ..}
e mnoZina Z, je mnoZinou celych Cisel, ktoré po deleni ¢islom 3 maju zvySok 2
Zy=1{..,—1,2,5,8,11,..}
MnoZiny Zy, Zy1, Z, su triedami rozkladu, pretoZe su:
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e neprdazdne,
e po dvoch navzajom disjunktné,
e azjednotenim Z; U Z, U Z3 je celd mnoZina Z.

Systém mnozin

S3 = {21'22'23}

je rozkladom mnoziny celych cisel Z (tiez neprazdnej).

2.8 Cvicenia

1. DandjemnozinaA = {a,b,c,d}. Vytvorte vietky podmnoZziny s tromi prvkami.

2. SU dané mnoziny A = {1,2,3,4,5},B = {1,2,3,4},C = {1,243} a D = {1,2}. Ktoré z
uvedenych vztahov su pravdivé, a ktoré nemaju zmysel?
a) B je podmnozina 4,
b)B = C
cC c B
dDecC

3. Nakreslite Vennov diagram pre Styri mnoZziny, kde A je mnoZina majitelov aut, mnoZzinu B je
mnoZzina majitelov chat, C je mnozina chovatelov psova D= je mnoZina turistov.
V diagrame vyznacte:
a) prvok p — Cloveka, ktory vlastni chatu a psa, ale nemad auto a nie je turistom,
b) prvok g — ¢loveka, ktory je turistom a ma chatu, ale nevlastni auto, a ani psa,
c) prvok r — ¢loveka, ktory ma auto, aj chatu a psa, ale nie je turista.

4. Mame zdvaZzia hmotnosti 1g,2g,5g a 10g. Urcte, kolko r6znych hmotnosti s nimi méZete
odvazit, ak poZivame rovnoramenné vahy.

5. DanésumnozinyA = {2,3,5,7,11},B = {1,2,4,8},C = {1,3,5,7,9}. Utvorte postupne:
ANBAUBA—-BB—-A4A+Ca(A+B)U(B + ().

6. Zakladnd mnozina je E = {2,4,6,8,10,12,14,16,18,20}. Utvorte doplnok mnoZiny v mnozine
E, ak:
a)A = {248},
b)B = {10,12,20,8},
c) A — B, kde A, B si mnoZiny zo zadania a), b)
d) A U B, kde A, B su mnoZiny zo zadania a), b)
e) @ prazdnej mnoziny.

7. Vspolo¢nosti, kde kazdy ovlada asponi jeden cudzi jazyk, 15 fudi hovori anglicky, 12 po nemecky
a 7 obidvoma jazykmi. Kolko 0s6b je v spoloc¢nosti, ak v spoloénosti nikto iny jazyk neovlada?

8. Mnozina P = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,12}. Zistite, ¢i ide o rozklad mnoZiny P, t.j. CiplatiA U B U

C=PAANBNC=0,ak

a) podmnozina A je mnoZina vsetkych parnych Cisel,

b) podmnozZina B je mnoZina vSetkych nepdarnych Cisel,
c) podmnozina C je mnoZzina vsetkych Cisel delitelnych 6.
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3 Kartezidansky sucin mnozin
Kartezidnsky sucin mnozin je jednym z klti€ovych pojmov v tedrii mnozin.

Definicia (usporiadana dvojica prvkov)
Nech a, b su dva prvky. Systém mnozin {{a}, {a, b}} (obsahujuci dve mnoziny — jednoprvkovi mnozinu
{a} a dvojprvkovi mnozinu {a, b}) nazyvame usporiadanou dvojicou prvkov a, b.

Usporiadani mnoZinu zapisujeme zjednodusene [a, b], priCom prvok a nazyvame prvou zlozkou
usporiadanej dvojice; prvok b druhou zloZzkou usporiadanej dvojice®.

Treba si uvedomit, Ze plati:

e na poradi zloZiek zalezi. Zapisy [a,b] a[b,a] vzmysle definicie neuruji rovnaku
usporiadanu dvojicu, pretoze:

[a,b] = {{a}, {qa, b}}
[b,a] = {{b},{a b}}

Vidime, Ze dva systémy mnoZin [a,b],[b,a] sa nerovnaju, pretoie sa liSia
v jednoprvkovych mnozZindch. Napr. pragmaticky, bod v euklidovskej rovine so
suradnicami [1,3] je rézny od bodu [3,1].

e Usporiadand dvojica bola definovana ako systém mnozin. Ma to dbévod. V definicii
usporiadanej dvojice prvkov nie je predpoklad, Ze a # b. Napr. v euklidovskej rovine
existuju body ako [1,1], [0,0], [-5,-5], ...

Ako to zapiSeme? KedZe systém mnoZin (sam o sebe) nemusi byt mnozina, mdéZzeme
v pripade rovnosti zloZiek a =b formdlne zapisat [a,a] = {{a},{a, a}}, resp.
{{a}, {a}}.

e 7 praktickych dévodov pouzivame pre usporiadané dvojice prvkov len zépis v hranatych

zatvorkach a plati:

[a,b] =[c,d] ©® (a=cAb=Ad)
(usporiadané dvojice prvkov sa rovnaju vtedy alen vtedy, ked sa rovnaju ich
odpovedajlce si zlozky).

Definicia (kartezidansky sucin)

Nech 4, B st dve neprazdne mnoziny. Mnozinu usporiadanych dvojic [x, y], kde x € A,y € B nazyvame
kartezidnskym sdéinom mnozin A, B.

Zapisujeme:

AXB={[x,yl;x € A,yE€ B}
Poznamendvame, Ze:

e Ak A je konecnd mnozina a ma n prvkov, mnozina B je tieZ konecna s po¢tom prvkov
m, potom kartezidnsky suc¢in ma n.m prvkov, ktoré su uréené ako usporiadané dvojice.

e Pre karteziansky sucin vo véeobecnosti neplati komutativny zakon, t.j. : A X B # B X A.
Predpoklad neprazdnych mnoZin A, B (uvedeny v definicii) je nutny. Ak by sme
akceptovali, 7e A=@ AB # @,potom AXB =0 atiez BXA =@ (neexistuju
usporiadané dvojice, ak je jedna z mnozin kartezidnskeho sucinu prazdna).

8V (analytickej) geometrii hovorime o stradniciach bodu a pod.
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e definicia umoZriuje, aby sme uvaZovali A = B. Vtedy hovorime o kartezidnskom sucine
na mnoZine A.

UkaZzeme na nasledujucom priklade.

Priklad
Uvazujme mnoziny A = {a, b, ¢}, B = {1, 2}. Urcte kartezidnsky sucin:
a) AXB,
b) B XA,
c) AxA
d BXB

RieSenie. Vypiseme vietky moznosti. Prva zloZka budu postupne prvky mnoziny A, kym druhd zlozka
,prebieha” postupne prvky mnoZiny B:
a) AxB={[a1][a?2][b 1] [b2][c,1] [c 2]},
b) BxA={[1,a][1,b]1c][2al]l20b]I2c]}
c) AxA={[aa]lab]lac]lballbb]lbcllcallcbllccl}
d) BxB={[11][12] [21][22]}
Kvoli prehladu (pri vacsom pocte prvkov) je vhodné urcit usporiadané dvojice tabulkou.

B/B 1 2
1 [1,1] | [1,2]
2 [2,1] | [2,2]

Niekedy je vyhodné znazornit karteziansky sucin graficky.

Priklad
Zndzornite graficky kartezidnsky stuc¢in A X B, ak A = {a, b, c}, B = {1, 2}.

RieSenie. Vymenovanim vsetkych dvojic dostaneme
AxB ={la,1],[a, 2] [b,1],[b,2],[c, 1], [c, 2]},.

a) Kartezidnsky sucin najjednoduchsie zndzornime tak, Ze usporiadané dvojice vyznacime ako
uzlové body Stvorcovej mriezky.

Na horizontdlu vyndsame prvky mnoZiny pre prvu zlozku, na vertikdlu zase prvky pre druhd
zlozku usporiadanej dvojice.
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v prvku mnoziny B.

b) Druhy spdsob je pomocou orientovanych Sipok, ktoré zacinaju v prvku z mnoziny A a koncia

Veta. Zjednotenie, prienik, rozdiel asymetricky rozdiel mnoZin je distributivny vzhladom ku

kartezianskemu sucinu mnozin, t.j. pre fubovolné tri mnoziny A4, B, C plati:
a) AUB)XC=(AXxX0OuU(BxC)
b) ANnB)XC=(AXC)Nn(BxXC)
c) A—-B)xC=(AxC)—(BxC)
d (A+B)XC=(AxC)+(BxC)

Dékaz pre tvrdenie a). Postupujeme formalne. Na lavej strane rovnosti je mnozina (A U B) X C, ktora

je mnozinou usporiadanych dvojic [x,y] a plati: x € AU B, y U C. Rozpiseme teda:
[x,y]E(AUB)XC & (x e AUB ANyeC) e ((xeAVxEB) Ay€e() &
(:)((xEA/\yEC)V(xEB/\yEC))@
o ([x,y]eAXCVIx,y]eBX(C) &
S [x,yle (AxC)u (B xC)

KedZe ide o tautoldgie, rovnost mnozin je dokdzand. Zvysné tvrdenia sa dokazuju analogicky.

Priklad
Overte, ¢i plati rovnost mnoZin (A X B) UC = (AU C) X (B U C) pre mnoZiny
A ={a,b},B={1,2},C ={c}

RieSenie. Urcime mnoZinu z lavej strany rovnosti:
(A xB)uC ={[a1] [a 2] [b1],[b,2]} U C = {[a, 1] [a 2] [b,1],[D,2] c}

Vysledna mnozina pozostava z usporiadanych dvojic [a, 1], [a, 2], [b, 1], [b, 2] a prvku c.

Teraz uréime mnoZinu na pravej strane rovnosti. Plati:

AUC ={a,b,c}
BucC ={12,c}
Zostavime tabulku a zapiSeme ako mnoZinu
AU C/B uc 1 2 c
a [a,1] | [a,2] | [a,c]
b [b,1] | [b,2] | [b,c]
c [c,1] | [c,2] | [cc]

28



Vidime, Ze rovnost neplati — na pravej strane rovnosti je mnozina, ktorej prvky su len usporiadané
dvojice, kym mnozina na lavej strane obsahuje aj samostatny prvok ¢ € C.

(AuC)x(BUC) ={la1l]lla?2]lac], [b1][b,2],[b,cl, [c 1] [c 2] [c cl}

Na zaklade konkrétneho prikladu mozeme tvrdit, Ze vysSie uvedend vetu nemozno obratit. Teda,
kartezidnsky sucin nie je distributivny vzhladom na zjednotenie. Analogicky to plati pre zvysné tvrdenia.

3.1 Cvicenia

1.

A

Utvorte kartezidnsky su¢in A X B, ak A = {a,b,c,d},B = {x,y,z}.

St dané mnoziny A = {1,2,3,4,5}a B = {x,y}. Ukdite,72e AX B # B X A.

Utvorte kartezidnsky su¢in A X B X C,ak A = {a,b},B = {1,4,5},C = {4, m}.

Hadzeme 2 hracimi kockami, modrou a ¢ervenou. Aké su vSetky moznosti, ktoré mézu padnut?

Graficky zndzornite karteziansky su¢in M x M, ak M = {1,2,3,4,5}.

3.2 Odporucana literatura

Haupt, D. (1984). Kartezidnsky sucin. In. MnoZinovy pocet zrozumitelne. (pp. 69-72). Alfa Bratislava

Jelinek, M. (1977). Relacia a karteziansky sucin dvoch mnozin. In. Relacie a funkcie. (pp. 35-39), ed. Nové
smery v Skolskej matematike, SPN Bratislava
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4 Relacie
Relacia je novy a dolezity pojem v tedrii mnozin. Definuje sa pomocou kartezidnskeho sucinu a to
nasledovne:

Definicia (relacia)

Kazdu podmnoZinu D kartezianskeho suc¢inu mnozin A X B nazyvame reldciou medzi prvkami mnozin
A, B.

Zapisujeme Standardne ako podmnoZinu:

DS AxB={[xyl;x€A,yeEB}.
Z definicie vyplyva, Ze:

e relacia je mnoZinou, ktorej prvky su usporiadané dvojice,
e relacia ako podmnozina moze alebo nemusi byt vlastnou podmnozinou.
e Pre [ubovolny karteziansky sucin plati
PcAXxBaAXBCSAXB.
To znameng, Ze (podla definicie) prazdna mnoZina a karteziansky sucin su relacie medzi
prvkami mnoZin A, B. Hovorime im trividlne relacie.

Urcenie podmnoziny (daného kartezidanskeho sucinu) je zavislé na tom, aké kritéria si zvolime, resp. su
vopred definované. Napr. na konferencii je skupina oséb, ktora hovori réznymi svetovymi jazykmi- podla
tabulky

osoba / angli¢tina | nemcina | francuzstina
jazyk

Peter * *

Dominika *

Mikulas *

Zuzana * *

Ak pomocou prvych pismen ozna¢ime mnoZinu oséb 0 = {p,d, m, z}, mnozinu jazykov | = {a,n, f},
potom kartezidnsky sucin O X J su dvojice:

MnoZzina O

Peter o
0/] ¢ " f p Mnozina J
p_| [pal | [pnl | [pf] -~
d [d, a] [d, Tl] [d, f] Domlnlkaé
m | [ma] | [mn] | [mf]
z | [za] | [zn] | [zf] Mikuls
m
Zuzana o
A

Ak z kartezidnskeho sucinu O X J vyberieme podmnoZinu

D ={[p,al[d,a], [z a],[p,n],[m,n] [z f]},

potom mame reldciu, ktord by sme mohli nazvat ,0soba ovidda cudzi jazyk”. Graficky znazornené:
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MmnoZina O

Peter

p Mnozina J
Dominika angliétina

d a

. neméina
Mikulas n
francuzstina
S

Zuzana

z

Priklad
Vrcholmi stvorca ABCD st urcené priamky a = AB,b = BC,c = CD,d = DA,e = AC,
f = BD. Urcte kartezidnsky sucin P X P na mnozZine P = {a, b, c,d, e, f}. Vymenovanim prvkov a
graficky urcte reldciu:
a) K danu geometrickym vztahom , byt kolmy“,
b) F danu geometrickym vztahom ,byt rovnobeZny“.

RieSenie. MnoZinu P X P urcime tabulkou

p / i a b c d e f
a | [aa] | [ab] | [ac] | [ad] | [ae] | [af]
b [b,a] | [b,b] | [bc] | [bd] | [be] | [bf]
c [c,a] | [e,b] | [c,c] | [e,d] | [ce] | [cf]
d | [da] | [db] | [dc] |[dd] |[de]| [df]
e le.a] | [e,b] | [e,c] | [ed] | [ee] | [ef]
f Vfial [ [f,b] | [f,c]l | [f.d] | [fiel | [f f]

Podla obrézku (vlastnosti stvorca) uréime vztahy medzi priamkami.
Reldcia K je podmnoZina takych dvojic priamok, ktoré su na

,D c CL seba kolmé:
' K ={la,b],[b,cl [c,d] [d, a] le f],
[b,al,[c,b],[d,c],[a,d],[f, el}
) e Dvojice sme vyberali podla vztahu , byt kolmy“.
d h b Napr. [a,b] € K pretoze a L b, atiez sme vybrali dvojicu
[b,a], leboajb L a...apodobne ostatné.
Vi Dvojica [a, c] € K, lebo priamky a, ¢ si rovnobezné. ... a tieZ
#A ; sme nevybrali dvojicu [b, b], lebo priamka nemdze byt kolma
a sama na seba, atd.

Relacia F urcena vztahom , byt rovnobezny” je :

F ={[a,c],[c,a],[b,d],[d,b] }
Dvojica [a, a] do relécie F nepatri. Priamky a a a nie si rovnobezné (samy so sebou), su totozné.
Graficky (Cervenou a zelenou farbou ) sme zvyraznili uzlové body ako dvojice, ktord patria do relacie:
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Relaciu vieme urcit aj pomocou definicie, napr. definujeme reldciu na mnoZine:

Definicia (relacia ,,deli“)
Nech je dany karteziansky suc¢in M X M na neprazdnej mnozine M.

Hovorime, Ze relacia D € M X M s ndzvom ,deli“ je definovand na mnoZzine M, ak pre [ubovolné prvky

X,y zmnoziny M plati:

prvok x ,del

Relaciu ,deli“ zapisujeme pomocou znaku ,, | “ nasledovne:

Vx,yEM, Ik e M: x|y @ k.x=y

prvok y z mnoziny M, ak existuje taky prvok k z mnoZiny M, Ze:

Priklad
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RieSenie. a) Najprv si ujasnime, ktoré prvky su v relacii , deli”.
V definicii relacie ,,deli” sa uvadza, Ze musime preverit [ubovolné prvky x,y z mnoZziny M. Prehladne
to ukazuje schéma (vyberieme prvok x a k nemu ,skisame” vSetky moznosti pre vyber prvku y) :

Nech je dand mnoZina M = {1, 2, 3,4, 6,12}. Urcte reldciu D ,deli" na kartezidnskom stc¢ine M X M.
a) vymenovanim prvkov,
b) graficky.

xTr —
PO NN
o NN,
L NS
R o e
b \ AN
° ® ‘o e
3 4 6 12
€T —
A
R \‘\:\
R . \‘ Sso
/ RN
° e o e
3 4 6 12
xr =12
‘,"'/:' SR
Rty S Y AR
R NN
" ‘l ‘\ \\ \~-
. % e e
3 4 6 12

32




Napr.

Ak poloZzime x =1,y = 1, pytame sa, Ci existuje také ¢islo k z mnoziny M, aby platilo
y=kxe1l=k1

Riesenim rovnice je Cislo k = 1, ¢oje prvok z mnoziny M . Povieme, Ze , 1 deli 1“a zapiSeme

1|1.

Ak poloZzime x = 1, y = 2, pytame sa, Ci existuje také ¢islo k z mnoziny M, aby platilo
y=kxe2=k1
Riesenim je k = 2, ¢o je opat prvok z mnoziny M . Povieme, Ze , 1 deli 2“ a zapiSeme 1]2.

Takto postupujeme pre dalsie prvky y = 3,4,6,12 a zistime, Ze plati: 1|3, 1|4, 1|6, 1]|12.
Ciastkovy zaver:  Cislo 1 deli kazdy prvok mnoZiny M a v reldcii budd dvojice:
[1,1],[1,2],[1,3],[1,4],[1,6],[1,12].

Ak poloZzime x = 2, y = 1, pytame sa, Ci existuje také Cislo k z mnoZiny M, aby platilo
y=kxe1l=k.2

Riesenim rovnice je Cislo k = 1/2, ¢o nie je prvok z mnozZiny M . Povieme, Ze ,2 nedeli 1.

Ak poloZzime x = 2, y = 2, pytame sa, Ci existuje také Cislo k z mnoZiny M, aby platilo
y=kxeo2=%k2

Riesenim je k = 1, o je opéat prvok z mnoziny M . Povieme, ze ,2 deli 2“ a zapiseme 2|2.

Takto postupujeme pre dalsie prvky y = 3,4,6,12 a zistime, Ze plati: 2|4, 2|6, 2|12.
Ciastkov{/ zaver:  Cislo 2 deli prvky 2,4,6,12 z mnoziny M a v reldcii budu dvojice:
[2,2],(2,4],[2,6],[2,12].

Ak polozime x = 3,y = 1, pytame sa, Ci existuje také ¢islo k z mnoziny M, aby platilo
yv=kxe1=k.3

RieSenim rovnice je Cislo k = 1/3, Co nie je prvok z mnoZiny M . Povieme, Ze ,3 nedeli 1.

Ak polozime x = 3,y = 2, pytame sa, Ci existuje také ¢islo k z mnoziny M, aby platilo
yv=kxe2=k3

RieSenim je k = 2/3, ¢o nie je prvok z mnoZiny M . Povieme, Ze ,3 nedeli 2“.

Takto postupujeme pre dalsie prvky y = 3,4,6,12 a zistime, Ze plati: 3|6, 3|12.
Ciastkovy zaver: Cislo 3 deli prvky 3,6,12 z mnoZiny M a v relacii budu dvojice:
[3,3],[3,6],[3,12].

Ak poloZime x = 4,a postupne preverime vsetky y € M. Zistime, Ze 4|4, 4|12.
Ciastkovy zéver: Cislo 4 deli prvky 4,12 z mnoZiny M a v relacii budu dvojice: [4, 4], [4, 12].

Ak poloZzime x = 6,a postupne preverime vsetky y € M. Zistime, Ze 6|6, 6|12.
Ciastkovy zaver: Cislo 4 deli prvky 4,12 z mnoziny M a v reldcii budu dvojice: [6, 6], [6,12].

Nakoniec, poloZzime x = 12,a postupne preverime vsetky y € M. Zistime, Ze 12|12.
Ciastkovy zaver: Cislo 12 deliiba 12 z mnoZiny M a v relécii bude dvojica: [12,12].

Relacia ,deli “na mnoZine M = {1,2,3,4,6,12} ako podmnoZina kartezidnskeho sucinu M X M je:

D ={[1,1],[1,2],[1,3],[1,4],[1,6],[1,12],[2,2], [2,4], [2,6],[2,12],(3,3],
[3,6],[3,12],[4,4], [4,12],]6,6],[6,12],[12,12]}
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b) Graficky relaciu zndzornime vyznacenim prislusnych uzlovych bodov alebo pomocou
orientovaného grafu a Sipok (vyznacujeme len tie Sipky, ktoré dvojice su v reldcii):

M M
19 o1
M M x M
e o o o o o 2 2
12

4e ° 4
e @O o . ° °
2
@ o . ° °
. 6o 6

1 2 3 4 6 12 M
DCMXM 12 e 12

V pripadoch, Ze ide o relaciu na (jednej) mnozine, byva zvykom prvky na lavej a pravej strane
stotoznit. Nasledne (kvoli ndzornosti) vhodne rozmiestnime prvky mnoziny M do roviny. Prislusné
Sipky ponechdme, ale prisp6sobime ich tvar, napr. dvojicu 1 — 1 zakreslime ako slucku a pod.:

4.1 Reldcia na mnozine
Vyssie uvedeny priklad je ukazka relacie na mnoZzine.

Pripominame, Ze relacia na mnoZine M je podmnozinou kartezidnskeho stucinu M X M, t.j. sucinu,
v ktorom nie su zastUpené dve r6zne mnoziny (napr. A X B). To znamen3, Ze ,uvazujeme” o vztahu
(relacii) dvoch prvkov z jednej mnoZiny M a taka relacia mdze mat rézne vlastnosti.

Definujeme ich nasledovne:

Definicia (vlastnosti relacie na mnozine)
Nech je dany kartezidnsky suc¢in M X M na neprazdnej mnoZine M.

a) Hovorime, Ze relacia D € M X M na mnozine M, je reflexivna,

ak pre fubovolny prvok x z mnoziny M plati: [x,x] € D.
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Uvedieme ilustracné priklady a kontrapriklady.

Reflexivna je napr. reldcia ,deli“, pretoZe pre kazdy prvok z mnoziny M = {1,2,3,4,6,12} plati,
ze dvojice v[1,1],[2,2],13,3], [4,4],[6,6],[12,12] patria do podmnoziny D.Na grafickom
zndzorneni hned vidno, kedy je relacia na mnozine reflexivna — su vyznacené prvky na
uhlopriecke (lavy dolny roh — pravy horny roh) alebo kazdy prvok z mnoZiny ma sluéku.

M M X M

e e o o o O
12

e o e o+ @ -
6

e @ o @ o o
4

@ o @ e o o
3

e @ ¢ o o o
2

@ ¢ o ¢ o o
1

Reldcia K , byt kolmy“ na mnoZine priamok P = {a, b, c,d, e, f} nie je reflexivna. Mnozina K
neobsahuje prvky vtvare [x,x] pre lubovolné x € P (Naviac, z geometrického pohladu -
priamka nemoze byt kolma sama na seba.).

Hovorime, Ze relacia D € M X M na mnoZine M, je symetricka,
ak pre lubovolné prvky x,y z mnoziny M plati implikacia: [x,y] € D = [y, x] € D.

Symetrickd je napr. reldcia ,byt kolmy“ na mnoZine priamok P = {a,b,c,d,e, f}, pretoze
s kazdou usporiadanou dvojicou [x,y], ktora sa nachddza v podmnoZine K, najdeme v tejto
podmnozine K aj usporiadanu dvojicu [y, x].

Na uzlovom grafickom znédzorneni vidime, Ze v relacii vyznacené prvky su symetricky rozlozené
okolo uhlopriecky (prvky uhloprie¢ky mézu, ale nemusia byt v reldcii).

Ak by sme zostrojili alternativny orientovany graf reldcie K pomocou Sipok (na obrazku vpravo),
smerovali by Sipky medzi prvkami dvojcestne (tam — spat). Naviac, ,cely orientovany graf”“ ma
,0S siumernosti®.

P xP d

e
L] . L ] L] ° °

d -a s [rg— (S
. @ L [ ] ° °

c
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Symetricka je aj relacia F , byt rovnobezny” na mnozine priamok P = {a, b, c,d, e, f}.
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Relacia D ,deli“ na mnozine M = {1,2,3,4,6,12} nie je symetrickd. Ak vezmeme (na ukazku)
dvojicu [2,4], ktord je v podmnoZine D, potom dvojicu [4,2] v podmnoZine D nendjdeme.
Jeden ,exemplarny pripad” staci k tomu, aby sme povedali, Ze relacia nie je symetricka (netreba
preverovat vSetky moznosti).

Hovorime, Ze relacia D € M X M na mnoZine M, je asymetricka,
ak pre lubovolné prvky x,y z mnoziny M plati implikacia: [x,y] € D = [y, x] & D.

Relacia D ,deli“ na mnozine M = {1,2,3,4,6,12} nie je asymetrickd. Ak vezmeme (na ukdazku)
dvojicu x = 2,ay = 2, t.j. usporiadanu dvojicu [x,y] = [2,2], ktord je v podmnoZine D,
potom dvojicu [y, x] = [2,2] sa taktiez nachddza podmnoZine D.
Definicia poZaduje vybrat lubovolné prvky x,y zmnoZiny M, ,nezakazuje” moznost vybrat
jeden prvok z mnoziny ,,opakovane”.
Opat, jeden ,,exempldrny pripad” staci k tomu, aby sme povedali, Ze reldcia nie je asymetricka
(a netreba preverovat vsetky moznosti).
Priklad relacie ,deli“ na mnoZzine M = {1,2,3,4,6,12} zéroveri ukdzkou, Ze existuju relcie na
mnoZzine, ktoré nie su symetrické a nie su ani asymetrické.
Uvazujme mnozinu M ={1,2,3,4,6,12} a definujme reldciu U, na mnoZine M s nazvom
»dvojnasobok” tak, Ze ,prvok x je dvojndsobok y“. Reldcia U, ma prvky

U, ={[21],[4.2],[6,3],[12,6] }.

Graficky
12
M M x M s
e e o o e
12 4 6
e o o o e O L ] [ ]
6
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3

1 2 3 4 6 12 pg ®
C M x M
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Reldcia ,dvojnasobok” je asymetrickd - dovod: ak vyberieme [ubovolnd usporiadand dvojicu
z mnoZiny U, , v mnoZine U, nendjdeme taku usporiadanu dvojicu, ktord by oproti povodnej
mala ,vymenené poradie zloziek”, napr. zvolime si [2,1] € U,, ale usporiadand dvojica [1,2] sa
v mnoZine U, nenachddza. Obdobne je to s ostatnymi dvojicami z mnoZziny U,.

d) Hovorime, Ze reldcia D € M X M na mnozine M, je antisymetricka,
ak pre [ubovolné prvky x,y z mnoziny M plati implikacia:
(Ix,y] €D Aly,x] €D)= (x=1y)

e Reldcia D ,deli“ na mnozine M = {1,2,3,4,6,12} je antisymetricka.

e Na uzlovych grafoch vidime, kedy je reldcia symetricka alebo antisymetricka. Ak ignorujeme
slucky na vrcholoch grafu a zameriame sa len na Sipky. Ak su medzi vrcholmi dve Sipky, ide
zrejme o symetrickl reldciu. Ak je medzi vrcholmi len jedna Sipka, zrejme je relacia
antisymetricka.

Zaujimavy je vztah medzi asymetrickou a antisymetrickou relaciou. Sformulujeme ako vetu.
Veta. Kazda asymetricka reldcia je aj antisymetricka.
Dbkaz. Vyplyva to zo skutocnosti:

Ak je relacia asymetricka, nemdze byt spineny predpoklad z definicie antisymetrickej relacie, t.j. [x, y] €
D Aly,x] € D.Predpoklad ma pravdivostni hodnotu 0.

Implikacia ([x,y] €D Aly,x] €D)= (x=1y)
ako (vyrok) je implikaciou v tvare , 0= 1 “alebo,0 = 0“ a teda pravdivym zloZzenym vyrokom. [ |

Poznamendvame, Ze obratené tvrdenie (kazda antisymetrickd reldcia je aj asymetrickd), neplati.
Prikladom je prave relacia ,deli na mnoZine M.

e) Hovorime, ze reldcia D € M X M na mnozine M, je tranzitivna,
ak pre [ubovolné prvky x,y,z z mnoZiny M plati implikacia:
([x,y] € D Aly,z] € D)= ([x,z] € D)

e Relacia D ,deli“ namnozine M = {1,2,3,4,6,12} je tranzitivna.

e Relacia K s ndzvom ,byt kolmy“ na mnoZine priamok ($tvorca) P = {a,b,c,d, e, f}, ktord ma
ako prvky usporiadané dvojice

K ={la,b],[b,c],[c,d] [d,al [e flIb al lc bl [d ] [ad] [f, el},

nie je tranzitivna. VSimnime si napr. prvky a, b, c.
V reldcii je dvojica [a, b], aj dvojica [b, c], ale dvojica [a, c] sa v mnoZine K nenachédza (ani
nemoze; priamky a, ¢ sU rovnobezky). Opat jeden exemplarny pripad postaci k tomu, Ze dand
relacia nie je tranzitivna.

f)  Hovorime, Ze relacia D € M X M na mnoZine M, je trichotomicka,

ak pre lubovolné prvky x,y z mnoziny M plati implikacia:

(x#y)=([x,y] €DV[y,x] €D)
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e Trichotomicka reldcia je taka, Ze na jej grafe je medzi lubovolnymi dvoma navzdjom roznymi
prvkami mnoziny M aspon jedna Sipka. Vidime, napr. Ze relacia byt kolmy“ na mnoZine priamok
Stvorca nie je trichotomicka, pretoZe priamky a, e nie su v relacii (nie su na seba kolmé).

Priklad

Uvazujme mnoZinu N = {1,2,3, ...,n, ...} vSetkych prirodzenych C&isel. Definujeme na nej reldciu V

s ndzvom , byt ostro mensi“ takto:

Hovorime, Ze prvok ,x je ostro mens$i ako prvok y“, ak existuje také prirodzené cislo ny, Ze plati:
y=x+ng

Zistite vlastnosti reldcie (reflexivna, symetrickd, asymetrickd, antisymetrickd, tranzitivna,

trichotomicka).

RieSenie. Ak uvazujeme karteziansky sucin N X N, potom mame vsetky usporiadané dvojice, kde prva
a aj druhad zlozka je prirodzené Cislo:

N x N ={[1,1],[1,2],[1,3], ...,[1,n], ...,
[2,1],[2,2],[2,3], ..., [2,n], ...,
[3,1],[3,2],[3,3], ..., [3,n], ...,

[n,1],[n,2], [n,:3], wo nn], [n,n+1] ..,

Podmnozinou V, t.j. reldcia V. N X N je mnozina usporiadanych dvojic, kde prva zlozka je mensia
ako druhd zloZka:

v ={[12],[1,3],..,[1,n], ...,
[2,3],...,[2,n], ...
[3’ 4]' !: ’5]’ ) [3' n]’
[ﬁ,n +1]..,

Doévod: mnozina V obsahuje napr. dvojicu [1,2], pretoZe existuje ¢islony = 1 € N také, Ze plati:
1+1=2
Obdobne, napr. dvojica [3,5] € V, pretoZe existujenyg =2 € N: 3+2 =25, ... atd.

Reldcia V' ma vlastnosti:
a) nie je reflexivna.
D6vod: neobsahuje usporiadané dvojice [n,n],n € N. Napr.: usporiadand dvojica [1,1]
nepatri do reldcie V, pretoze 14+ 0 =1 adislo 0 € N. Analogicky ostatné usporiadané
dvojice.
) Relécia nie je symetricka. Napr. dvojica [1,2] € V, ale [2,1] & V (,exemplarny pripad”).
) Reldcia je asymetricka. Plati implikacia: Vn,m € N: [n,m] €V = [m,n] ¢ V
d) Reldcia je antisymetricka. Dovod: kazda asymetricka relacia je aj antisymetricka.
) Reldcia je tranzitivna.
UvaZujme tri fubovolné prirodzené &isla p, q,r také, Ze p < g < r. To znamena, Ze v reldcii
su usporiadané dvojice [p, ql, [p, 7], [q, ]
Z toho, ze [p,q] € V vyplyva: In; E N:p + n; =q.
Analogicky, ak [q,7] € V vyplyva: 3n, € N:q + n, =r.
Pocitame:
r=q+n,=p+n +n,>r=p+ng,
lebo suctom dvoch prirodzenych ¢isel ny a n, je opat prirodzené Cislo, ktoré sme oznacili ako
nz. Rovnica
r=p+n;
znamena, Ze (podla definicie) [p,r] € V a pre lubovolné p, q,r € N plati implikacia:
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(Ip.ql €V AlgrleV)=IprleV
f) Relacia je trichotomicka.
Ak vezmeme dve rozne prirodzené Cisla, jedno z nich je vacSie nez to druhé a prislusné
usporiadana dvojica bude v mnozine V.

V literatire mozno najst eSte dalSie vlastnosti relacie na mnozine, napr. ireflexivna reldcia alebo
atranzitivna reldcia. V definiciach tychto relacii nejde o negaciu pdvodnej definicie.

e Reldcia D namnoZine M jeireflexivna, ak pre Ziadne x € M neplati [x, x] € D.
e Reldcia D namnozine M je atranzitivna, ak pre kazdé x,y,z € M plati implikacia

([x,yl €D Alx,y] € D) = ([x,z] € D)

4.2 Relacia ekvivalencie
Zavedieme novy pojem — reldcie ekvivalencie.

Definicia (relacia ekvivalencie)
Relacia D € M X M na mnozine M, ktord je sucasne
reflexivna, symetrickd a tranzitivna

sa nazyva reldciou ekvivalencie.
Uvedme niekolko prikladov relacie ekvivalencie.

e Nech mnozina A predstavuje vrecko, v ktorom su jednofarebné farebné gulocky a to biele alebo
Cierne. Relacia D ,byt rovnakej farby “ je reldciou ekvivalencie na mnoZine A, pretoZe D je:
a) reflexivna — napr. biela gul6cka je biela; Cierna guldcka je zase len Cierna,
b) symetrickd — napr. ak gulé¢ka x ma rovnaku farbu ako gul6¢ka y, potom aj guldcka y ma
rovnaku farbu ako x
c) tranzitivna — ak guldcky x, y maju rovnaku farbu a guldcka y ma rovnaku farbu ako gulocka
z, potom aj x, z sU rovnakej farby.

e UvaZujme mnozZinu A = {-3,—2,—1,+1,+2,+3,+4}. Hovorime, Ze dva prvky a,b € A su
v reldcii D ,,md rovnaké znamienko”,
ak st oba prvky sucasne kladné alebo stcasne zaporné, t.j.
(@a>0Ab>0)V(a<0Ab<O).

Kartezidnsky sucin A X A uréime tabulkou a v nej vyzna¢ime modrou farbou prvky v relacii D
(nebudeme ich opatovne vypisovat).

A/A -3 -2 -1 +1 +2 +3 +4

-3 [-3,-3] | [-3,—-2] | [-3,—1] | [-3,+1] | [-3,+2] | [-3,+3] | [—3,+4]
-2 [—2,-3] | [-2,—-2] | [-2,—1] | [-2,4+1] | [-2,4+2] | [-2,4+3] | [—2,+4]
-1 [—1,-3] | [-1,=2] | [-1,—1] | [-1,+1] | [-1,+2] | [-1,+3] | [—1,+4]
+1 [+1,-3] | [+1,=2] | [+1,—-1] | [+1,+1] | [+1,4+2] | [+1,43] | [+1,+4]
+2 [+2,-3] | [+2,-2] | [+2,—-1] | [+2,+1] | [+2,4+2] | [+2,43] | [+2,+4]
+3 [+3,—-3] | [+3,—-2] | [+3,—1] | [+3,+1] | [+3,+2] | [+3,+3] | [+3,+4]
+4 [+4,-3] | [+4,-2] | [+4,—1] | [+4,+1] | [+4,+2] | [+4,+3] | [+4, +4]
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Reldcia D ,,ma rovnaké znamienko” (ako podmnozina A X A) je ndzornejsia. Z uzlového grafu
vidime, Ze reldcia je reflexivna a symetrickd, z grafu orientovanych Sipok zase, Ze je tranzitivna.

D

Reldcia D ,,ma rovnaké znamienko” je relaciou ekvivalencie.

Nech A je mnozina vSetkych kladnych zlomkov %, kdea,b € N.
Na kartezianskom sucine A X A definujeme reldciu D ,,rovnost zlomkov “ takto:
Hovorime, Ze dva zlomky %, 2 sarovnaju, ak plati: a.d = b.c.
Zapisujeme:
Va,b,c,d € N: E=—<:) a.d=b.c

Pre nazornost, prvky mnoziny A sU v tvare
_{1111 2222 3333 )
- 1P2P3P4P"'l1l21314l"'11'213141"'
Relacia ,rovnost kladnych zlomkov” je:

a) reflexivna, pretoze pre kazdy zlomok plati:

a_a@ b=b>b
> =3 a.b=b.a

b) symetricka.
Ak sa rovnaju zIomky% = 2, potom a.d = b.c.

Ak sa rovnaju zIomky% = %, potom zase c.b = d.a.

KedZea.d = d.a asucasneb.c = c. b, relaciarovnost zlomkov je symetricka (jednoducho
povedané, ,ak sa rovna prvy zlomok druhému, rovna sa aj druhy prvému®.),

c) tranzitivna. Opéat uvazujeme formalne:
Ak % = %a suéasneg = % potom podla definicie plati:

b.c d.e
a.d=b.c /\c.f=d.e=>a=7 /\f:T

Odtial odvodime:

b.c d.e_b -
7 =b.e

S| Q

af=

Cc

-

Reldcia ,rovnost zlomkov“ na mnozine A je relaciou ekvivalencie.



Vsimne si zaujimavu vlastnost relacie ekvivalencie na mnoZine. Na konkrétnych ukazkach uvedenych
vyssie je zrejmé, Ze:
a) v pripade relacie ,md rovnaku farbu” sa nam gulocky rozdelili na dve skupiny — biele a ¢ierne;
b) relacia ,md rovnaké znamienko” rozdelila prvky mnoZiny A = {—3,—2,—1,+1,+2,+3,+4} na

dve disjunktné podmnoziny A; = {-3,—-2,—1}a 4, = {+1,+2,+3,+4};
c) relacia ,rovnost kladnych zlomkov” rozdelila mnoZinu A na podmnoZiny

Lo_(t23
11 — 152131-
4 123
12 — 2'4-'6'
(123
13 — 3:6191-

Ol oWl o
\..;,-_/

——

BN D

Vo vsetkych pripadoch ide o rozklad mnoZiny A na triedy rozkladu (podmnoZiny su po dvojiciach
navzajom disjunktné a zjednotenim vSetkych podmnoZin je mnozina A) .

Volne povedané, klasifikovali (roztriedili) sme prvky poévodnej mnoZiny A podla relacie ekvivalencie
(podla urcitého, vopred definovaného vztahu medzi dvomi prvkami z mnoZiny A). Prvky v jednej triede
rozkladu su (podla danej reldcie ekvivalencie - rovnocenné).

Taktiez mozZno dokazat:

Ak mame dany rozklad mnoZziny A na triedy, potom tento rozklad ,indukuje” relaciu ekvivalencie. Vtedy
je relacia ekvivalencie mnoZina usporiadanych dvojic [x,y] € A X A, kde x,y su zrovnakej triedy
rozkladu.

Na grafickom zndzorneni vidime, Ze sa triedy rozkladu zobrazuju ako komponenty (oddelené Casti
povodného grafu kartezianskeho sucinu A X A). V pripade nekonecnych mnozin byva nakreslenie
vhodného grafu znacne komplikované.

4.3 Cvicenie

1. Nech mnoZina A = {Slovensko, Cesko, Rakusko, Pol'sko, Nemecko ,Mad'arsko}, mnozina
B = {Praha,Vieden, Berlin, Bratislava, Hamburg, Rim,VarsSava, Budapest, Atény}.
Graficky znazornite reldciu D € B X A definovanu ako ,je hlavné mesto“.

2. Nech A ={1,2,3},B = {2,5}. Znazornite reldciu D € A x B, ak D = {[1,2],[2,2],[3,2]}.

3. Namnozine M = {1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10} znadzornite graficky relaciu D, ktord je definovana:
Vx,y E M:[x,y]eED & y=x+1.

4. NamnozZine A = {1,2,3,4,5} je definovana relcia D nasledovne:

Vx,y €A:[x,y]eED o 3Fz€Aix =y + 2
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Uréte doplnok D mnoziny D na zakladnej mnozine A X A.
5. NamnoZine P = {2,3,5,7} urcte graficky a vymenovanim prvkov reldciu D, ktord je definovana:
Vx,y EM:[x,yleD e zeM:y=x+2z
6. Namnozine M = {1,2,3,4,6,12,24} je definovana relacia ,deli“ zapisovana znakom , | “ [t.].
Va,beEM:a|be IcEM:a.c=b
a) graficky znazornite reldciu,

b) b) uréte typ relacie (reflexivna, symetrickd, asymetrickd, antisymetrickd, tranzitivna,
trichotomicka, relacia ekvivalencie).

7. Nech M je mnozina vietkych obyvatelov mesta a reldcia D je definovand na mnozine M X M
tak, Ze ,obyvatel x je vreldcii D s obyvatelom y vtedy alen vtedy, ked maju rovnaky rok
narodenia.” Je relacia D relaciou ekvivalencie?

4.4 Odporucana literatura

Vy3in, J., Kugerova, J. (1973). Relace. In. Druhy vylet do moderni matematiky. (pp. 7-19). UV matematické
olympiady a UV SSM, Skola mladych matematikd. Mlada fronta, Praha. Dostupné online (25. 9.2025):
https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/403779

Jelinek, M. (1974). Relace mezi dvéma mnozinami. In. Relace a funkce 2. (pp. 7-21). SPN Praha

Vrabel, P. (2018). Kartezidansky sucin mnozin, reldcie a zobrazenie. In. Tedria mnoZin a teoreticka
aritmetika. (pp. 30-36). FPV UKF v Nitre, Ed. Prirodovedec ¢. 679, Nitra. ISBN: 978-80-558-1332-5

Sedivy, J. (1969). Rovnosti (ekvivalence) na mnoZine. In. O modernizaci $kolské matematiky. (pp. 158-
162). SPN Praha

Kdstner, H., Gothner, P., Hordk, K. (1986). Relace. In. Algebra, kazdy zacatek je lehky. (pp. 53-88). Mlada
fronta, Praha. Dostupné online (25. 9.2025): https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/404146
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5 Usporiadané mnoZziny a relacie usporiadania
V tejto kapitole zavedieme pojem usporiadanej mnoZziny. Prvky usporiadanej mnoziny budu
usporiadané podla Speciadlnych relacii

5.1 Ciasto¢ne usporiadana mnozina
Definicia (Ciastocné usporiadanie)
Relacia D € M X M na mnozine M, ktord je sucasne
antisymetricka a sucasne tranzitivna

sa nazyva Ciasto¢nym usporiadanim mnoziny M.
Ak dva prvky x,y mnoziny M su vrelacii D, potom zapisujeme [x,y] € D.V pripade ¢iasto¢ného
usporiadania je beZnejsi zapis
X<y
ktory ¢itame: ,, x predchadza y na mnozine M. “
MnoZinu M nazyvame &iasto&ne usporiadanou mnoZinou (v skratke CUM) reldciou D a zapisujeme:
(M, <py)
Uvedieme priklady.

e Ukdzali sme, Ze reldcia ,deli“ na mnozine M = {1,2,3,4,6,12} je reflexivna, antisymetrickd
a tranzitivna. Relacia ,deli“ na mnozine M je Ciasto¢nym usporiadanim a mnozina (M, |y) je
prikladom CUM.

v v

e Na mnozine ¢isel A ={1,2,3,4,5} je definovana reldcia , byt vicsi“ podla orientovaného grafu
(Sipka smeruje od prvku s vacsou hodnotou k prvku s mensou hodnotou). Relaciu oznacime
znakom >, . Reldcia :

a) nie je reflexivna (napr.: Cislo 5 nie je mensie ako cislo 5; graf nema slucky),

b) nie je symetrickd (napr.:5 >4 3 ,ale 3 ¥, 5, t.j., opacne to neplati®),

c) je asymetrickd (na grafe su Sipky (od prvku k inému prvku) len jednym smerom)

d) je antisymetricka (kazdd asymetricka relacia je aj antisymetricka),

e) jetranzitivna (na grafe sa zo Sipok vyskytuju , vSetky orientované trojuholniky”,

napr.(5 >3 A3 > 2) = (5 - 2), ... a podobne pre ostatné trojice prvkov).
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Reldcia >, je &iastoénym usporiadanim na mnoZine A a mnoZina (4, >,) je prikladom CUM.

e UvaZzujme mnozinu M = {1,2} a vytvorme mnozinu P (M) vietkych jej podmnozin:

PM) = {@.{1},{2},{1,2}}

Dalej na mnoZine P(M) x P(M) definujeme reldciu ,byt viastnou podmnoZinou,“ ktoru
oznaCime znakom Cp(yy (nepouZijeme vieobecné oznalenie mnoziny). Nakreslime
orientovany graf relacie.

{1,2}

{1} {2}

0

Reldcia ,byt vlastnou podmnoZinou” je relacia asymetrickd (a teda aj antisymetricka)
a tranzitivna — je to &iasto&né usporiadanie mnoziny P(M) a mnozina (P (M), Cp(y) ) je CUM.

Priklad
Uvazujme mnoZinu M = {a, b}. Zistite, ¢i mnoZina M, na ktorej je definovand trividlna reldcia @
(prdzdna mnoZina), je CUM.

RieSenie. Ak uvazujeme karteziansky sucin M X M, potom

M X M = {[a,al,[a,b],[b,b],[b,al}
ajej (prazdna) podmnozina @ je relacia, ktord neobsahuje usporiadané dvojice. Pri grafickom
znazorneni (pomocou orientovanych sipok) méame graf pozostdvajuci z izolovanych prvkov mnoziny
M.

M a b
[ ] [ ]

Pri grafickom znazorneni (pomocou orientovanych Sipok) médme graf pozostédvajuci z izolovanych
prvkov mnoziny M. Napriek tomu je relacia @:

a) antisymetricka.
Podla definicie antisymetrickej relacie musi byt platna implikacia
Vx,y EM:([x,y] ED Aly,x] ED)=> (x=y)
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b)

MnoZina M usporiadand prazdnou relaciou @ je CUM.
Poznamendvame, Ze relacia @ nie je trichotomicka.

Pre prvky a,b € M plati implikacny predpoklad v definicii trichotomickej relacie, kde a # b.
Implikacia ako zlozeny vyrok

je véak nepravdivé. Vyrok ([a, b] € @ V [b, a] € @) je nepravdivy (pripad implikacie ,1“=,0).

Predpoklad implikacie ([x,y] € @ V [y,x] € @) je nepravdivy vyrok (ma pravdivostnu
hodnotu ,0“), ale implikacia ako zloZeny vyrok je pravdiva (podla tabulky pravdivostnych
hodnot je implikdcia nepravdiva len v pripade, ze ,1“ = ,0%).

Reldcia @ je tranzitivna.

Dovod je analogicky ako pri dokazovani, Ze reldcia je antisymetricka.

(a#b)=([a,pl] €DV [b,a] € )

5.2 Linearne usporiadana mnoZina

Definicia (linedrne usporiadanie)

Reldcia D € M X M na mnozine M, ktora je sucasne

antisymetricka, tranzitivna a trichotomicka

sa nazyva linedrnym usporiadanim mnoziny M.

Ak dva

prvky x,y mnoziny M su vrelacii D, potom zapisujeme [x,y] € D.V pripade linedrneho

usporiadania je bezny zapis (analogicky ako pri ¢iastocnom usporiadani):

xX<mYy,

ktory ¢itame: ,, x predchddza y na mnozine M. “

MnozZinu M nazyvame linedrne usporiadanou mnozinou (v skratke LUM) relaciou D a zapisujeme:

(M' <M )

Uvedieme priklady a kontrapriklad.

UvaZzujme o mnozine prirodzenych &isel N ={1,2,3,...,n,...}, ktorej prvky usporiadame
relaciou , byt ostro mensi“ (definovana v priklade, kap. Relacie).

V podstate ide o Standardné usporiadanie prirodzenych cisel podla ich velkosti. Ukazali sme, ze
relacia ,byt ostro mensi“ je asymetrickd, tranzitivna a trichotomickd a teda je linedrnym
usporiadanim. Ak na oznacenie relacie pouzijeme znak <y , potom (N, <y ) je LUM.

v v

Na mnozine ¢isel A ={1,2,3,4,5} sme definovali relaciu >, ,byt vacsi“ podla orientovaného
grafu

L
5

a ukazali sme, e mnozina (4, >,) je prikladom CUM.
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v v

Reldcia >4 ,byt vdcsi“ je aj trichotomickd (ak uvazujeme fubovolné dva navzajom rézne prvky,
potom na grafe vZdy existuje Sipka medzi nimi (su v reldcii)).
MnoZina (4, >,) je prikladom CUM, ktoré je aj LUM.

e Mali sme priklad dvojprvkovej mnoziny M = {1,2} a vytvorili sme mnozinu vietkych jej
podmnozin P(M). Dokézali sme, Ze (?(M), Com) ), kde Cpmy je relacia ,byt vlastnou
podmnoZinou” je CUM.

MnoZina (5P(M), Cpm) ) nie je LUM, pretoze reldcia nie je trichotomicka (napr.: jednoprvkové
mnoziny {1}, {2} st rdzne a nie st podmnoZinami jedna druhej, t.j. nie su v reldcii)

5.3 Poznamka k terminolégii CUM a LUM

Pojem usporiadanej mnoZiny je v Skolskej matematike zauZivany najma v suvislosti s klasickymi
¢iselnymi mnozinami (prirodzenych Cisel, celych Cisel, racionalnych &isel, iracionalnych cisel a redinych
¢isel). Usporiadanie sa vo vyucbe nedefinuje ako reldcia, akceptuje sa intuitivna predstava usporiadania
podla velkosti ¢isel a vyuZziva sa najma pri rieSeni rovnic a nerovnic (prieniky a zjednotenia intervalov,
ktoré urcuju definicné obory, obor pravdivosti alebo aj samotné rieSenie).

Ukazali sme, Ze prvky danej mnoziny mozeme usporiadat pomocou reldcie ciastocného alebo
linedrneho usporiadania, ¢o predstavuje véeobecnejéi pristup k problematike. Mnoziny CUM a LUM
pomenujeme preto spolo¢ne ako usporiadané mnoziny.

Upozoriiujeme Citatela, aby bol opatrny pri Studiu dopliujucich informacnych zdrojov. Terminoldgia
pre CUM a LUM nie je jednotna.

Niekde autori definuju Ciastocné usporiadanie ako reléciu, ktora je asymetrickd a tranzitivna.

Linedrne usporiadanie zavedu ako relaciu, ktora je Ciastocnym usporiadanim a je sucasne trichotomickd.
Linedrne usporiadanie dalej nazyvaju len usporiadanim.

Zmena v definicidch mbZe spbsobit, Ze niektoré ilustracné priklady nekoreSponduju so zaradenim
usporiadanych mnozin (medzi CUM alebo LUM), ktoré sme uviedli v tomto u¢ebnom texte.

5.4 Dobre usporiadana mnozina
Zavedieme niektoré pomocné, ale délezité pojmy.

Definicia (bezprostredny predchodca)
Ak (M, <) je usporiadana mnozina. Hovorime, Ze prvok a € M je bezprostredny predchodca prvku
b e M, ak

{x e M:a <, x <y, b} = 0.

e Volne povedané,
neexistuje prvok x € M, ktory by v reldcii <, predchadzal prvok a € M
a sucasne
prvok x € M by predchadzal v relacii <, prvok b € M.

Prvok a (z definicie) sa nazyva bezprostredny predchodca prvku b; prvok b zase nazyvame bezprostredny
nasledovnik prvku a.

Pojem bezprostredného predchodcu ndm dovoluje zjednodusit orientované grafy CUM a LUM a to
podla nasledujucich pravidiel:

a) vynechame slucky (ak existuju - v pripade reflexivnej relacie),
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b)
c)

orientujeme vsetky Sipky grafu jednym smerom (na papieri zvy¢ajne zdola nahor),

namiesto orientovanej Sipky zobrazime

len hranu

(Uusecku) medzi bezprostrednym

predchodcom a jeho bezprostrednym nasledovnikom.
Napr.: Ak na mnoZine M = {1,2,3,4,6,12} je definovand reldcia ,deli“, potom je mnoZina
(M, |31) CUM, ktorej kompletny graf je na obrazku vlavo (vietky $ipky su uZ orientované zdola

nahor).
a) odstranime slucky
12
4 6
2 3
1
b) pracovne skryjeme vSetky Sipky, | ¢) naznadime hranu (Usecku) 1-—2,
ponechdme len vrcholy abudeme pretoze 1 je bezprostredny predchodca
vpisovat hrany (Usecky) 2.
12 12
o °
4 6
° )
1o o6
5@ °.
2 [ ] @ 3
[ ]
1
°
1
d) doplnime hranu 2 —4, pretoze 2 je | e) hranu 1 — 4 nekreslime, pretoZe 1 nie je
bezprostredny predchodca 4. bezprostredny predchodca 4 (existuje
12 prvok 2, pre ktory plati: 1|y 2|4
° Doplnime vsak hranu 2 — 6,pretoze 2 je
aj bezprostrednym predchodcom 6.
1o '
2 ® ® 3
®
1
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12
o
1o o6
o ® °.
°
1
f)  hranu 2 — 12 opat nedoplnime, lebo 2 | h) Cislo 3 je bezprostredny predchodca 6,
nie je bezprostredny predchodca 12 (v doplnime dalsiu hranu.
usporiadani |, existuje ,medzi nimi“
Cislo 4. 12
g) ,Vratime” sak ¢islu 1 a dopInime hranu °
1-3.
12 4 6
® [ ] @
1o '
2 [ ] o 3
°
2 o o 3 1
Dalej u? z &isla 3 nekreslime hrany, lebo
I ¢isla 2 a 4 snim neboli vrelacii apre
¢islo 12 nie bezprostredny predchodca.
i) Obdobne postupujeme aj pre cisla 4 Vysledkom je graf, ktory nazyvame
a 6. Doplnime hrany4 —12a6 — 12. Hasseho diagram.
12
® 12
1o 06 4 6
® ®
2 3
2 3
®
1
1

Hasseho diagram je prehladnejsi, napr.: na obrdzkoch su orientovany graf a Hasseho diagram pre LUM
mnozinu (4,>,), kde A = {1,2,3,4,5} arelaciu >, , byt vacsi”
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(najprv sme orientovali vSetky Sipky tak, aby smerovali vidy zdola nahor. Nasledne sme nakreslili hrany
medzi bezprostrednymi predchodcami a ich nasledovnikmi).

1 °1
o
A 2 ® 2
®3
.3 N
L]
4 o4
L] ®
5 5

Definicia (minimalny prvok)
Ak (M, <) je usporiadand mnoZina. Hovorime, Ze prvok a € M je minimalny prvok usporiadanej
mnoziny (M, <y), ak pre Ziadne x € M neplati x <, a.

Definicia uvadza, Ze Ziaden prvok x € M nepredchadza prvok a, t.j. prvok a nema
bezprostredného predchodcu.

V pripade mnoziny M = {1,2,3,4,6,12} a usporiadanej mnoziny (M, |,) je minimalnym prvkom
prvok , 1“.

Ak uvaZujeme podmnozinu M; = {2,3,4,6,12}, potom usporiadana mnoZina (Ml, |M1) ma
minimalne prvky aZz dva — prvky ,2“ a ,3“ (dovod: nemaju bezprostrednych predchodcov).

12 12 1 1
2
4 4
6 6 2
3
3
4
2 3 2 3
4
1 5

V usporiadanej mnozine (4,>,), kde A = {1,2,3,4,5}, >, je relacia , byt vacsi“, je minimalny
prvok ,5“. Na podmnozine As = {1,2,3,4} v tej istej reldcii je minimalny prvok , 4.

Usporiadand mnozina celych ¢isel (Z,<y), kde Z ={...,—3,—2,—1,0,1,2,3, ...} a relacia <,
je Standardné usporiadanie celach cisel podla ich velkosti, nema minimalny prvok. Jej
podmnozina Z, = {0,1,2,3, ...} m& minimalny prvok , 0.

Usporiadand mnoZina mdze mat jeden alebo viac minimalnych prvkov alebo minimalny prvok nemusi

existovat.

Obdobne sa da definovat aj maximalny prvok — prvok usporiadanej mnoZiny, ktory nema v danej
mnoZine bezprostredného nasledovnika.

V pripade mnoziny M = {1,2,3,4,6,12} a usporiadanej mnoziny (M, |,) je maximalnym prvkom
prvok ,12°.
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Ak uvaZzujeme podmnozinu M; = {2,3,4,6,12}, potom usporiadand mnozina (Ml, |M1) ma tiez
maximalny prvok ,12“. Ak vezmeme podmnoZinu My, = {2, 3,4,6}, maximalne prvky su dva:

”4_/1 a ,,6”.
12 1 ® 2
4 6
4 2
6 ®3
3
o4
2 3 4
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eV usporiadanej mnozine (4,>,), kde A = {1,2,3,4,5}, >, je relacia , byt vacsi“ , je maximalny
prvok , 1. Na podmnoZine A; = {2,3,4,5} v tej istej relacii je minimalny prvok ,2°“.

e Usporiadana mnoZina celych &isel (Z,<z), kde Z = {...,—3,—-2,—1,0,1,2,3, ...} arelacia <,
je Standardné usporiadanie celych dcisel podla ich velkosti, nemd maximalny prvok. Jej
podmnozina Z_ = {...,—3,—2,—1} md minimalny prvok ,—1".

Analogicky, usporiadana mnoZzina mdze mat jeden alebo viac maximalnych prvkov alebo maximalny
prvok nemusi existovat.

Definicia (prvy prvok)
Ak (M, <,,) je usporiadand mnozina. Hovorime, Ze prvok a € M je prvy prvok usporiadanej mnoziny
(M, <), ak pre kazdy prvok x € M plati a <y Xx.

e Definicia uvadza, Ze kazdy prvok x € M, ktory je s prvkom a v reldcii <,;, ho na mnoZine M
predchadza. Prvok x nemusi byt nutne bezprostredny nasledovnik prvku a. V Hasseho diagrame
e Vpripade mnoZiny M = {1,2,3,4,6,12} a usporiadanej mnoziny (M, | ) je prvym prvkom prvok
”111-
Ak uvaZzujeme podmnozinu M; = {2,3,4,6,12}, potom usporiadana mnozina (M1,|M1) nema

prvy prvok.

12 12 1 1
4 6 4 6 2 5

3
3

2 3 2 3 !
4

1 5

e Vusporiadanej mnozine (4,>,), kde A ={1,2,3,4,5}, >, je relacia ,byt vda&si“ , je prvym
prvkom ,5“. Na podmnozine As = {1,2,3,4} v tej istej relacii je prvy prvok ,4".
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e Usporiadand mnofZina celych &isel (Z,<,), kde Z = {...,—3,—-2,—1,0,1,2,3, ...} areldcia <,
je Standardné usporiadanie celdch Cisel podla ich velkosti, nema prvy prvok. Jej podmnoZina
Z, =1{0,1,2,3, ...} mé prvy prvok ,0".

Obdobne vieme definovat aj posledny prvok — prvok usporiadanej mnoziny, ktory predchadzaju vsetky
prvky danej mnoziny.

e Vpripade mnoziny M = {1,2,3,4,6,12} a usporiadanej mnoziny (M, |,) je poslednym prvkom
127
Ak uvaZzujeme podmnozinu M; = {2,3,4,6,12}, potom usporiadand mnozina (Ml, |M1) ma tieZ
posledny prvok ,12“. Ak vezmeme podmnozinu M;, = {2, 3,4,6}, posledny prvok neexistuje.
Dévod: Prvok ,2“ predchadza prvky ,4“ a,6“ . Ziaden z nich neméZe byt posledny prvok, lebo
prvok ,3“ predchadza , 6", ale nepredchadza prvok ,4.“

v v

e Vusporiadanej mnoZine (4,>,4), kde A = {1,2,3,4,5}, >, je relacia ,byt vdcsi“, je posledny
prvok , 1. Na podmnozine A; = {2,3,4,5} v tej istej relacii je posledny prvok ,2°“.

e Usporiadand mnoZina celych &isel (Z,<,), kde Z = {...,—-3,—-2,—1,0,1,2,3, ...} arelacia <,
je Standardné usporiadanie celych cisel podla ich velkosti, nema posledny prvok. Jej
podmnozina Z_ = {...,—3,—2,—1} md posledny prvok ,—1".

Na zéklade uvedenych prikladov mézeme sformulovat tvrdenia.
Veta. Ak (M, <,) je usporiadana mnoZina a prvok a je jej prvym prvkom, potom je tento prvok jediny.

Dokaz (nepriamo). Predpokladajme, Ze aq,a, su dva navzajom rdzne, ale prvé, prvky v (M, <p).
Ak aq je prvy prvok, potom podla definicie musi predchadzat kazdy prvok z mnoziny M, teda aj prvok a,
a plati:

a1 <M az.

Sucasne, kedZe a, je tiez prvy prvok na mnozine M, musi a, predchddzat kazdy prvok z M, teda aj a4
a plati:

a2 <M al.

V relacii <,; mame teda dvojicu [ay, a,] a stcasne [a,, a;], ¢o je spor s definiciou reldcie (Ciastocného
alebo linearneho) usporiadania, ktord je asymetricka. [ |

Veta. Ak (M, <j;) je usporiadana mnoZina: Ak prvok a je prvym prvkom, potom je prvok a aj minimalnym
prvkom.

Dobkaz je trividlny a ponechdvame ho na Citatela.

Len upozornime, Ze opacné tvrdenie (k uvedenejvete) neplati. Ak je prvok minimalny, nemusi byt prvym
prvkom usporiadanej mnoZiny. Ukazkou je priklad usporiadanej mnoZziny (Ml, |M1).

Definicia (dobre usporiadana mnozina)
Nech (M, <) je usporiadand mnoZina. Hovorime, Ze mnoZina M je dobre usporiadanou mnozinou, ak
kazda jej neprazdna podmnoZina ma prvy prvok.

Dobre usporiadané mnoZziny oznacujeme skratkou DUM.
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e Prikladom dobre usporiadanej mnoziny je mnozina (4,>,), kde A = {1,2,3,4,5} a >, je relacia
byt vacsi“. Ukézali sme, ze podmnoZina As = {1,2,3,4} ma prvy prvok ,4".
Analogicky mozno ukazat, Ze vyberom [ubovolnej neprazdnej podmnoziny z mnoziny A vzdy
ziskame mnozinu, ktord bude mat prvy prvok , napr. A; = {1,2,4,5} mé prvy prvok ,5.“

e Mnozina (M, |y), kde M = {1,2,3,4,6,12} arelacia ,deli”, nie je DUM, pretoZe neprdzdna
podmnoZina (Ml, |M1), kde M; = {2,3,4,6,12}, potom nemd prvy prvok. Jeden exemplarny
priklad postacuje na rozhodnutie.

O dobre usporiadanych mnozinach platia vety, ktoré uvadzame bez dokazov.

Veta. Kazda neprazdna podmnoZina dobre usporiadanej mnoziny je dobre usporiadanou mnoZzinou (v tej
istej reldcia usporiadania).

Veta (Zermelova veta o dobre usporiadanych mnoZinach)
Kazdu mnozinu mozno dobre usporiadat.

Zermelova veta je existencna. Tvrdi, Ze existuje usporiadanie na mnoZine tak, aby bola typu DUM.
Neuvéadza vsak navod, ako to urobit.

Ukazali sme, Ze usporiadanad mnozina celych ¢isel (Z,<,), kde Z ={...,—3,-2,-1,0,1,2,3, ...} nie je
DUM. Zuvedeného vyplyva, Ze usporiadanie bude inou reldciou. Ako moZno prvky mnoziny Z =
{..,—3,-2,-1,0,1,2,3, ...} ,dobre” pre-usporiadat ? Ako naznacuje nasledujici Hasseho diagram (z
priestorovych dévodov otoceny o 90° vpravo):

[ [ ] N

MnoZina celych Cisel, ktora reSpektuje poradie podla diagramu, je DUM. Relacia linedrneho usporiadania
je vtomto pripade urcena grafom (predpis zatial neuvddzame). Konkrétne pravidlo (relaciu), ktorym
sme usporiadali celé Cisla (prvky mnoZiny Z) na obrazku, vysvetlime neskor.

Vo vSeobecnosti, urcit linedrne usporiadanie, ktoré usporiada [ubovolnd mnoZinu na mnoZinu typu
DUM, je netrividlna zalezitost a nie vZdy sa taka relacia lahko skonstruuje.
5.5 Husto usporiadana mnozZina

Definicia (husto usporiadand mnoZzina)

Nech (M, <) je usporiadana mnozina. Hovorime, Ze mnoZina M je husto usporiadanou mnoZinou, ak:
ma aspon dva navzajom roézne prvky,
a sucasne plati
Vx,yEMtaké, lex <y y=>3IJzZEM:x <y z<y Yy

Husto usporiadané mnoZziny oznacujeme skratkou HUM.

e Prikladom husto usporiadanej mnoziny je mnozina (Q,<Q), kde relacia ,byt mensi* <, je
(Standardné) usporiadanie raciondlnych Ccisel podla velkosti. V prvom rade, mnoZina Q ma
aspori dve navzajom rézne raciondlne Cisla, napr. x =0 ay =1, také, ze 0 <, 1. SucCasne

S, 1 y
existuje aj ¢islo z, napr. z = Etak, Ze
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1
0 <Q'§-<Q 1.
VSeobecne, ak p,q € Q také, ze p <, q, potom existuje napr. z = ?. MnoZina (Q, <Q)

je HUM.
. .y . v . . . Y . p+q . . s . . v/
Z uvedeného tieZ vyplyva, Ze medzi racionalnymi Cislami p,— existuje daldie racionalne Cislo

3ptq p+q

(+759) _ 3p+q
N2/ 2FTH 2 <Q T

2 4

napr. take, ze p <g

Analogicky (matematickou indukciou) mozno teda ukazat, Ze mnoZina (Q, <Q) je nekonecna.

MnoZina (N,<jp), kde N = {1,2,3, ...} areldcia <y , byt mensi“ je (Standardné) usporiadanie
prirodzenych Cisel podla velkosti, nie je HUM. Ak vezmeme do Uvahy napr. prvkyx =1,y = 2,
potom neexistuje prvok z s vlastnostou:

1<NZ<N2

5.6 Ohranicena mnozina

Pri ohrani¢enosti mnozin rozliSujeme, v akej ,pracujeme” nadmnozine. Stcasne nds zaujima, Ci ide
o ohranicenie zdola alebo zhora, resp. ¢i je mnoZina ohranicena.

Definicia (zdola ohrani¢ena mnoZina)
Nech (M, <,,) je usporiadand mnoZina a A jej neprazdna podmnozina. MnoZinu A nazveme zdola
ohrani¢enou mnoZinou v mnozine M, ak existuje také a € M, Ze pre kazdy prvok x € A plati:

a<py x

Prvok a nazyvame dolnym ohrani¢enim (mnoziny A v mnozine M).

Ak je mnoZzina A zdola ohrani¢ena v mnozine M, prvok a € M ako jej dolné ohrani¢enie nemusi
byt jediny.

Napr.: usporiadand mnozina prirodzenych Ccisel (N,<y) je neprazdnou podmnoZinou
usporiadanej mnoZiny celych d&isel (Z,<;).Ako dolné ohrani¢enie mbzeme akceptovat
lubovolné celé Cislo a, ktoré je mensie alebo rovné 1.

N
12 3 4 &
o --®---0--0--@--@--@
lll_‘_2_10123lll
Z

Dolné ohranicenie a je prvok nadmnoziny M. M6zZe (alebo aj nemusi) byt prvkom mnoZiny A.

Ak ma mnoZzina M prvy prvok, potom kazdd jej neprdzdna podmnoZina je zdola ohranicena
(dolnym ohranic¢enim médze byt prave prvy prvok mnoziny M).

Mnozina Z_ = {..., =3, —2,—1} nie je zdola ohrani¢ena v mnozine (Z, <;).

Ak neexistuje dolné ohranicenie mnoziny A v mnozine M, potom hovorime, Ze mnozina jej
dolnych ohraniceni je prazdna.

Definicia (zhora ohrani¢ena mnoZina)
Nech (M, <,,;) je usporiadanda mnoZina a A jej neprazdna podmnoZina. MnoZinu A nazveme zhora
ohrani¢enou mnoZinou v mnozine M, ak existuje také b € M, Ze pre kazdy prvok x € A plati:

x<y b
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Prvok a nazyvame hornym ohrani¢enim (mnoziny A v mnozine M).

e O hornom ohrani¢eni mnoZiny A v mnozine M platia analogické tvrdenia, ktoré sme uviedli pod
definiciou.
Len doplnime, Ze usporiadana mnozina prirodzenych ¢isel (N, <y) je neprazdnou podmnoZinou
usporiadanej mnoZiny celych ¢isel (Z, <;) a nie je v nej zhora ohranicena.

Definicia (ohrani¢ena mnozina)
Nech (M,<p) je usporiadand mnoZina aA jej neprazdna podmnoZina. MnoZinu A nazveme
ohraniéenou mnozinou v mnozine M, ak je v mnozine M ohranicend zdola a su¢asne ohranicend zhora.

e Pojem ohranic¢enej mnoziny je ,viazany” na dva pojmy — ohrani¢enost zdola a ohrani¢enost
zhora.?

Ukazali sme, Ze dolnych ohraniceni neprazdnej podmnoziny A mnoziny M moze byt viac. Vzhladom
ktomu, Ze mnozZina (M, <) je usporiadanou mnoZinou, ma zmysel uvaZovat o mnoZine dolnych
ohraniceni ako o usporiadanej mnoZzine.

Definicia (infimum mnoZziny)
Nech (M, <)) je usporiadand mnoZina a A jej neprazdna podmnoZina. Prvok a € M nazveme infimum
mnoZiny A v mnozine M, ak plati:

a) a je dolné ohrani¢enie mnoZziny A v mnozine M
a sucasne
b) Ziadny prvok t € M taky, Ze a <y, t uz nie je dolnym ohrani¢enim mnoZiny A v mnozine M.

Zapisujeme: a = inf(A)y-.
Aké mo7u nastat pripady?

e UvaZzujme podmnozinu A = {4,5,6,7,8,9,10} usporiadanej mnoZiny prirodzenych d&isel
(N,<p) ajejprvy prvokje ,4“ Plati,ze 4 € A = 4 € N aide o infimum mnoZiny A v mnoZine
N. Mnozina D dolnych ohrani¢eni mnoziny A mé prvky D = {1,2,3} a infimum jej nepatri.
Z toho vyplyva: Ak ma mnoZina A prvy prvok, potom je tento prvok aj jej infimom.

e Ak (R,<g) je usporiadand mnoZina realnych Cisel, kde relacia < ,byt mensi alebo rovny” je
(Standardné) usporiadanie redlnych ¢isel podla velkosti, aotvoreny interval (0,1) je jej
uvazovana neprazdna podmnozina A, potom D ako mnoZina dolnych ohraniceni je polouzavrety
interval (—oo, 0) a infimom je prvok - ¢islo ,0“.

V tomto pripade ide o posledny prvok mnoZiny dolnych ohraniceni D.

e MnoZina D dolnych ohraniceni je prazdna, napr. uvazujme mnoziny (Z, <) a (R, <g). MnoZina
(Z,<z) nemav (R, <g) infimum.

e UvaZujme mnoZinu A = {x € Qt,2 <q* xz} ako podmnoZinu usporiadanej mnoziny kladnych
raciondlnych Ccisel (Q+,<Q+) kde reldcia <p ,byt mensi alebo rovny” je (Standardné)
usporiadanie raciondlnych &isel podla velkosti.

° Pomécka na zapamatanie: ,Ak md &lovek na nohe len jednu topénku, edte nie je obuty.”
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Mnozina dolnych ohrani¢eni D obsahuje len tie kladné raciondlne Cisla, ktoré sa nachadzaju
medzi ,0“ a ,v/2“. KedZe V2 nie je racionalne &islo amnozina (Q*,<q+) je HUM, nemd
mnoZina D horné ohrani¢enie a mnozina A nemd infimumv Q*.

Veta. Kazda neprazdna podmnozZina usporiadanej mnoziny méa najviac jedno infimum.

Dokaz (nepriamo). Nech a4, a, su dve navzdjom rozne infima neprdzdnej podmnoZiny A usporiadanej
mnoziny (M, <p).

KedZe su a4, a, infima, su obe dolnym ohrani¢enim mnoZziny A v mnoZine M.

Sucasne su navzajom rézne, preto mdzeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, Ze a; <y a, .

To vsak predstavuje spor -podla definicie infima, mal byt prvok a; takym prvkom, ktorého nepredchadza
uz iné dolné ohranicenie (teda ani doIné ohranicenie ,v podobe” prvku a,). [ ]

Obdobne, ako sme definovali infimum mnoziny, da sa definovat aj suprémum mnoziny.

5.7 Spojito usporiadana mnozina

Ukdzka  neprazdnej podmnoZiny A = {x €Q,2 <q+ xz} v usporiadanej mnotzine (Q+,<Q+)
naznacuje, Ze existuju zdola ohranicené mnoziny, ktoré nemaju infimum. Mnoziny, ktoré tento problém
nemaju, nazyvame spojito usporiadanymi mnozinami.

Definicia (infimum mnoZiny)
Usporiadant mnoZinu (M, <,,) nazveme spojito usporiadanou mnozinou, ak kazda jej neprdzdna zdola
ohrani¢ena podmnoZina A ma v mnozine M infimum.

e Priklad - mnoZina realnych Cisel R so Standardnym usporiadanim Cisel podla velkosti je spojito
usporiadana mnozina (v skratke SUM).

Tedria o0 spojito usporiadanych mnoZinach ma svoj vyznam v matematickej analyze pri vySetrovani
vlastnosti funkcii, ich limit a pod.
5.8 Cvicenie

1. Na mnoZine M = {1,2,3,4} je urlena relacia D = {[1,2],[2,3],[1,3],[3,4], [4,1]}. Zistite, Ci
mnozina (M, <p) je CUM.

2. Prvé Styri pismend abecedy tvoria mnozinu P = {a, b, ¢, d}.

Reldcia D s ndazvom ,predchddza” a znakom <p je definovana tak, Ze ,x <p y*, ak prvok x je
v abecede pred prvkom y.

Znazornite reldciu Hasseho diagramom a zistite, ¢i je mnoZina (P, <p) LUM. Zistite prvy prvok
a posledny prvok relacie.

3. Namnozine A = {1,2,3,4,6,12,24} je definovand relacia D s nazvom ,deli“ a znakom |4 tak, Ze

Vx,y€EA:x |,y Jz€Aix.z=y
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Nakreslite Hasseho diagram a zistite, & mnozina (4, | 4) je CUM. Uréte minimalne a maximalne
prvky mnoziny (Ay, |4), ak Ay = {3,4,6,12}.

4. NamnoZine A = {1,2,4,12} je definovana relacia D ,nedeli“ (so znakom ,4p“) tak, Ze:
Vx,y€EA:xty o AceEA:x.c=1y.
Je mnoZina (4, tp) mnoZina typu CUM alebo LUM?

%

5. NamnoZina A = {;,n S N}Je definovana relacia D (s ndzvom ,,byt mensi“ a oznacend znakom

<, ) nasledovne: V%,% € A:% SA% © m < n.Zistite, ¢i mnozZine (4, <, ) je LUM a HUM.

Existuje prvy prvok usporiadanej mnoziny (4, <, )?
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6 Zobrazenie

V tejto kapitole sa vratime k pojmu kartezidnsky sucin mnoZin a budeme sa zaoberat Specidlnymi
relaciami — zobrazeniami.

Vo viacerych matematickych disciplinach je beznou praxou, Ze reldcie sa v pripade zobrazeni znacia
malymi pismenami, napr. f, g, h ..., NepouZiva sa ich oznacenie ako mnozin pomocou velkych tla¢enych
pismen. Aj my tuto konvenciu aplikujeme v dalSom texte.

Definicia (zobrazenie ,, Z- DO “)
Nech 4, B si mnoziny a f je reldcia definovana na kartezianskom sucine A X B.

Ak ku kazdému prvku x € A existuje najviac jeden prvok y € B tak, Ze [x, y] € f,
potom reldciu f nazyvame zobrazenim z mnoziny A do mnoziny B.

Zobrazenie f zapisujeme f:A = B, prvky x € A nazyvame vzory, prvky y € B oznacujeme ako obrazy
prvkov x. Niekedy pouzijeme alternativny zapis:

f)=y.
Uvedieme priklady a kontrapriklady.

e NechA =1{1,2,3,4,56}, B=1{4,8,9,10}. Relacia f € A X B bude definovana tak, Ze:
usporiadand dvojica [x, y] € f vtedy a len vtedy, ked',y je dvojndsobok x“.

Znazornime najprv karteziansky sucin A X B uzlovym grafom (obr. vlavo) a v iom farebne (Cervenou)
vyznacime prislusné zobrazenie f. AvSak ndzornejsi je orientovany graf zobrazenia f (obr. vpravo)

AONY!

fCAXB 6

Véimnime si, Ze podla definicie:

e niektoré prvky z mnoziny A nemusia mat obrazy. Definicia poZaduje priradit prvku x € A najviac
jeden prvok y € B, t.j. Ziaden alebo jeden.
Napr.: v uvedenom zobrazeni f su to prvky ,1,3,6“, ktoré nemaju obrazy.
Prvky x € A, ktoré maju obrazy y € B, tvoria podmnoZinu mnoziny A, ktorU nazyvame
definiénym oborom zobrazenia f a oznacujeme D (f).
Napr. v uvedenom zobrazeni f: A - B méme: D(f) ={245}c A

e Ak skimame prvky y mnoZiny B, opat ich mozZno triedit do dvoch podmnoZin. Prvky, ktoré
nemaju vzory, napr. vdanom zobrazeni prvok ,9.

57



PodmnoZinu mnoZiny B, ktorej kazdy prvok y md v danom zobrazeni vzor x € A, nazyvame
oborom hodnét zobrazenia f a oznacujeme H(f).
Napr.: v uvedenom zobrazeni f: A - B mame: H(f) = {4,8,10} < B.

Priklad
Urcte vsetky zobrazenia f z mnoZiny A = {a, b} do mnoZiny B = {1,2}.

RieSenie. Zobrazenia urcime graficky.
Postupujeme systematicky podla ,pravidla“ - prvku a € A priradime najviac jedno y € B:

e v zobrazeniach fi, f5, f3 vzoru ,a” najprv Ziaden obraz. Nasledne prvku b € A priradujeme
postupne Ziaden obraz, potom prvok ,1“ a nakoniec prvok ,2“.

e V zobrazeniach fy, fs, fe prvku ,a” priradime prvok ,1 a potom ,prebehneme” moznosti
obrazu prvku b € A - postupne Ziaden prvok, prvok, 1“ a nakoniec prvok ,2°.

e V zobrazeniach f5, fg, fo prvku ,,a” priradime obraz ,2“. Nasledne ,prebehneme” moZnosti
priradenia obrazu prvku b € A - postupne Ziaden prvok, prvok ,1“ a nakoniec prvok ,2“.

f f2 3
ae o] ae 1 ae o]
bhe *2 | b *2 | po— 0?2
J fs ;
Al B AL B AL B
a0eo——r e | a 1

he ° 2 b °2 b e )
Iz Is fa

a o] a 1 a e |

he 2 | p 2 b 2

Relacie D4, D,, D3, D,4, D5 a Dg zobrazeniami (z mnoziny A do mnoziny B) nie su, pretoze v prislusnych
relaciach vzdy jednému (vybranému) prvku z mnoZiny A sa priraduju dva rézne obrazy z mnozZiny B.
To je rozpor s definiciou.

A" B A" B A" B
ae "l ae ® | ae o]
e ®2 |pe *2 |pe °2

D, Ds Dy
ae e | ae ® | ae e ]
he o2 |p e o2 |he °2

58



Z rovnakého dbévodu ani kartezidnsky sucin A X B nie je zobrazenim z mnoziny A do mnoziny B.
Ax B
a 1

b 2
Zaver: Mnozina M vsetkych zobrazeni z mnoZiny A = {a, b} do mnoZiny B = {1,2} je:

M = {f1, f2. f3, -, fo}
a dalSie zobrazenia uZ nie su.
Dévod: na kartezidanskom sucine A X B sU vyznacené Styri orientované Sipky, ktoré sme postupne
z grafu odoberali - najprv vsetky Styri, potom tri, dva, jednu a nakoniec Ziadnu Sipku, pricom na poradi
vyberu nezdlezalo. Z hladiska kombinatoriky - vyjadrené kombinacnymi Cislami
4 4 4 4 4\ _ _ — 94

W+G)+G)+()+()=1+4+6+a+1=16=2%

¢o predstavuje pocet vSetkych podmnozin Stvorprvkovej mnoziny. Ako sme uviedli, nie vsetky

moznosti sU zobrazeniami.

Pre zobrazenia plati:
e D(fy)=29,
e D(fa) =D(f7) ={a}
* D(fy) =D(f3) ={b}
D(fs) = D(fs) = D(fg) = D(fo) = {a, b}

H(f1) =9

H(f,) = H(fa) = H(f5) = {1}
H(f3) = H(f7) = H(fy) = {2}
H(fs) = H(fg) = {1,2}

V predchadzajicom priklade sme pracovali skoneénymi mnoZinami a nebol problém s urlenim
defini¢éného oboru, ¢i oboru hodnét. V pripade hustych mnoZzin je to komplikovanejsie, napr.:

e akuvaZujeme o zobrazeni g z mnoZiny realnych ¢isel R do mnoZiny redinych ¢isel R, ktoré prvku
X € R priradi (najviac) jedno y € R tak, Ze
1
y=1z
Nakreslit graf zobrazenia, t.j. mnoZinu vietkych usporiadanych dvojic [x, %] postupne ,bod za

bodom®, nie je moZné, a preto sa uspokojime s presnym vypoctom len vybranych bodov
(pomocou tabulky) a ,,zvySok” dopinime pribliznym nacrtom.

X -3 -2 -1 — § — l 0 1 5 1 2 3
4 2 2 4

2 l 1 1 E 4 nedef. 4 E 1 l l

x 9 4 9 9 4 9
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0] xT
Je zrejmé™®, ze D(g) =R —{0} a H(g) ={y € R,y > 0}.

Z uvedenych prikladov vyplyva, Ze v zobrazeni f z mnoziny A do mnoZiny B:

a) nie kazdy prvok x € A musi byt vzorom nejakému prvkuy € B, tj. D(f) € A
alebo
b) nie kaZzdy prvok y € B musi byt obrazom nejakého prvku x € A, t.j. H(f) € B.

V pripade zobrazenia f:A = B z mnoZziny do mnozZiny je defini¢cny obor podmnoZzinou mnoziny A
a moZe byt vlastnou podmnoZinou. To znamena, Ze existuje aspon jeden prvok z mnoZiny A, ktory nema
priradeny obraz. Situdciu zmeni dalsia definicia — definicia zobrazenia mnoZiny do mnoziny.

Definicia (zobrazenie ,,D0 “)
Nech A, B s mnoZiny a f je reldcia definovana na kartezianskom sucine A X B.

Ak ku kazdému prvku x € A existuje prave jeden prvok y € B tak, ze [x,y] € f,
potom reldciu f nazyvame zobrazenim mnoZiny A do mnoziny B.

Pre zobrazenie f mnoziny A do mnoZiny B je typické, Ze jeho definiény obor D(f) je mnoZina A.
Ak sa opatovne pozrieme na zobrazenia medzi mnozinami A = {a,b} a B = {1,2}, potom:

a) existuje 9 zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B, ale

b) len zobrazenia fs, f5, fg @ fo SU zobrazenia mnoZiny A do mnoZiny B.
Vimnime si, Ze zobrazenie f5 priradujea — 1a b — 1.Vzorom a, b existuje priradeny len jeden
obraz. To, Ze tento obraz — prvok ,, 1“ je spolo¢nym obrazom dvoch réznych vzorov, nie je v
rozpore s definiciou. Analogicky aj priklad zobrazenia fq.

Zobrazenie f mnoziny A do mnozZiny B sa v pripade ¢iselnych mnozin A, B nazyva funkciou. Funkcia
je doblezity pojem aj v stredoskolskej matematike.

Priklad
Urcte vsetky zobrazenia f mnoZiny A = {a, b} do mnozZiny B = {1,2,3}, t.
f:A—-B

Riesenie. Zobrazenia ur¢ime graficky.

10V niektorej literatdre sa mnozina redlnych &isel R mylne zamiena za otvoreny interval (—oo, ). Tento interval
predstavuje rozsirend mnozinu realnych Cisel o nevlastné prvky +oo. Na uréenie defini¢ného oboru, resp. oboru
hodnot, sme pouzili mnozinovy zapis pomocou definovaného rozdielu mnozin, resp. charakteristickej vlastnosti.
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Postupujeme systematicky podla ,pravidla® - kazdému prvku a € A priradime prdve jednoy € B:

e v zobrazeniach fi, f5, f3 vzoru ,,a” priradime prvok ,1“ Néasledne prvku b € A priradujeme
postupne prvok ,1“, ,2“a nakoniec prvok ,3".

e V zobrazeniach fy, fs, fe prvku ,a”“ priradime prvok ,2“ aanalogicky ,prebehneme cez”
moznosti obrazu prvku b.

e \ zobrazeniach f7, fg, f9 prvku ,a“ priradime prvok ,3“ aanalogicky ,prebehneme cez”
moznosti obrazu prvku b.

f fa B Js B
— T Ta
A/""—“"\.Bl A/__-\. 1 A e ]
ae ae e
e 2 e 2 o2
bhe he be
e 3 e 3 e 3
Ja fs fo B
e 1 e °]
ade ae ae
e 2 o2 2
he be be®
e 3 e 3 3
Sr Is f9
A—B A—B A——B
°1 o1 o]
ae ae ae
e 2 ° 2 o2
be he ' he
*3 e 3 ° 3

Zaver: Mnozina M vsetkych zobrazeni mnoziny A = {a, b} do mnoziny B = {1,2, 3} je:

M = {fl'fz:fe.; ---:f9}-

Priklad
Urcte vSetky zobrazenia (funkcie) g mnoZiny B = {1,2,3} do mnoZiny A = {a, b}, t.j.
g:B—- A

RieSenie. Zobrazenia znazornime graficky.
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g1 g2 g3 g4
B~ A | B~ A | B~ A | BT 4

le et | le ec | le ea | le o

2e 20 20 Je

3@ eb | e oh | 3@ oh | 3@ ob
g5 96 e Js

B~ NA | BT A | B— =4 | BT ™4

le e | le el | le et | le L X0
2@ 20 20 2
e b | 3@ eh | 3@ b | 3@ ob

Zaver: Mnozina M vietkych zobrazeni mnoziny B = {1,2,3} do mnoziny A = {a, b} je:

M =1{91,92, 93 -, 98}

a dalsSie zobrazenia uz nie su.

Ak mnoziny 4, B st konecné, t.j. |A| = m, |B| = n, kdem,n € N, potom

e pocet zobrazeni f: A - B mnoZiny A do mnoziny Bje n™,

e pocet zobrazeni g: B - A mnoziny A do mnoZiny B je m™.

v V dalSom texte budeme pracovat len so zobrazenia mnoziny A do mnoziny B.

6.1 Skladanie zobrazeni
Zobrazenia mozno skladat.

Veta. Zlozenim dvoch zobrazeni f: A — B a g: B — C je zobrazenie h: A — C. Skladanie zobrazeni nie je

komutativne.
Dobkaz. UvaZzujme teda o zobrazeniach:

a) ak f:A — B jezobrazenie mnoZiny A do mnoZiny B, potom obsahuje usporiadané dvojice
[x,v], kde lubovolnému x € A existuje jediné y = f(x) € B.

b) Ak g:B — C je zobrazenie mnoZiny B do mnoZiny C, potom obsahuje usporiadané dvojice
[y, z], kde lubovolnémuy = f(x) € B existuje jediné z = g(y) € C.

Ak uvaZzujeme usporiadanu dvojicu [x, z], potom pre x ako fubovolny prvok z mnoziny A a pre prvok
z=g) = g(f(x)) plati, Ze z € C (z je jedinym obrazom prvku y € B v zobrazeni g, ktory bol zase
jedinym obrazom prvku x v zobrazeni ).

Z toho vyplyva, Ze lubovolnému prvku x € A existuje jediny prvok z € C. Usporiadand dvojica [x, z] €
A X C a medzi mnoZinami je teda definované nové zobrazenie, ktoré oznac¢ime ako h: A — C.

Skladanie zobrazeni vo vSseobecnosti nie je komutativne, resp. ,preveditelné”.
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Napr.: ak mame uvaZovat o ,zobrazeni” f o g, potom by sme najprv ,zobrazovali“ B = C a nasledne
by sme ,zobrazovali“ A — C. Volne povedané - ,vo vieobecnosti chyba premostenie”.

Zdoérazfiujeme, Ze je vo vieobecnosti. Existuju v3ak pripady zobrazeni, kde ich skladanie je komutativne.
[ ]

Zobrazenie h: A — C pomocou zobrazeni f:A — B a g: B — C zapisujeme:
h=geof

a ¢itame ,zobrazenie g nasleduje zobrazenie f.”

Priklad
Urcte zloZené zobrazenie g o f:A — C, ak A ={a,b,c,d},B ={1,2,3,4,5},C = {I,11,111,1V,V} a
f = {[aJ 5]’ [bJ 3]’ [C’ 4]’ [dJ 3]}/ g = {[SI I], [4I V]J [31 III]' [21 II], [1) V]}

RieSenie. Zobrazenia f, g prehladne zndzornime.

gof

Vlysledné zloZené zobrazenie g o f: A = C je mnoZina usporiadanych dvojic
gof ={lalllb 1] [c, V] I[d, I}
Vsimnime si:
e kazdy prvok x € A ma prdve jeden obraz z € C. Nie je vrozpore s definiciou, ked prvky
b, d“maju rovnaky obraz — prvok 111"
e  Existuju prvky ,1,2“ v mnoZine B, ktoré nemaju vzory v zobrazeni f. KedZe g je zobrazenie,
tieto prvky musia mat obrazy v mnozine C.
Z uvedeného dévodu sme v dokaze vety pisali y = f(x) az = g(y). V skladani prislusnych
zobrazeni sa uvazuje len o odpovedajucich si vzoroch a obrazoch.

Priklad
Urcte zloZené zobrazenia go f:R = R a fog:R = R, ak f(x) = 2x a g(x) = 3x + 1. Zistite, ¢i
skladanie danych zobrazeni je komutativne.

RieSenie. Zobrazenia f, g su definované (a maju obory hodndt) v mnozine realnych Cisel, ktord je
hustou mnozinou. Zadané su teda predpisom (analyticky, nie vymenovanim prvkov).
UvaZzujme najprv o funkcii g o f: R = R. Pocitajme:

g(f(x) =3@x)+1=6x+1
Pre druhé zobrazenie f o g: R = R odvodime:
flgx) =2Bx+1) =6x+2
Vidime, Ze g o f # f o g. Skladanie danych zobrazeni f, g nie je komutativne.
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6.2 Vlastnosti zobrazeni
Definicia (rovnost zobrazeni)

Nech su dané zobrazenia f:A — B a g: A — B. Hovorime, Ze zobrazenia f a g sa rovnaju, ak

a) D(f)=D(9)

a sucasne
b) pre kazdé x € D(f) plati: f(x) = gx).

Zapisujeme: f = g.

e Zapis f(x) = g(x) znamend rovnost obrazov, nie predpisov. Napr.: zobrazenia (funkcie)
f(x) =sin®?x a g(x) = 1 — cos? x definované na mnoZine redlnych ¢&isel R, sa rovnaju.

eV definicii sa poZaduje splnenie dvoch podmienok. Nepostacuje len rovnost obrazov f(x), g(x)

pre vybrany vzor x € A, doblezité su aj definicné obory.

x%-1

Napr. zobrazenia f:x = x+1lag:x - sa nerovnaju, pretoze maju rozne defini¢né obory:

D(f)=R, D(g)=R-{1}.

Definicia (injekcia)
Zobrazenie f: A — B nazyvame injektivne zobrazenie, ak pre lubovolné x4, x, € A také, Ze x; # x, plati:

f(x1) # f(x2).

e Vpripadoch zobrazeni f mnozZiny A = {a, b} do mnoziny B = {1,2,3} je vidno, Ze ukdzkami
injektivnych zobrazeni st zobrazenia: fy, f3, fa. fo, f7 2 f5 -
Naopak, zobrazenia f1, f5 a fg injektivne nie su.

x—-1

e V pripadoch zobrazeni g: B — A, kde B = {1,2,3}, A = {a, b}, lubovolné zo zobrazeni g;, i =
1,2, ..., 8 nie je injektivnym zobrazenim (vZdy sa najdu dva navzajom rbézne vzory, ktoré maju
v danom zobrazeni rovnaky obraz).

Definicia (surjekcia)
Zobrazenie f: A — B nazyvame surjektivne zobrazenie, ak pre [ubovolné y € B existuje také x € A4, Ze
plati: [x,v] € f.

e Podla definicie zobrazenie je surjektivnym zobrazenim, ak kazdy prvok y € B ma v danom
zobrazenivzor x € A.

e Vpripadoch zobrazeni f mnozZiny A = {a, b} do mnoZiny B = {1,2,3} je zrejmé, Ze lubovolné
zo zobrazeni f;,i = 1,2, ..., 9 nie je surjektivne (vZdy sa ndjdu prvky y € B, ktoré nemaju vzory).

e Vpripadoch zobrazeni g: B - A, kde B = {1,2,3}, A = {a, b}, surjektivnymi zobrazeniami su:
92,93,94, 95,96 3 g7;- Nie je vrozpore s definiciou, Ze v jednotlivych zobrazeniach mal
(vybrany) obraz dva rézne vzory.

Priklad
Urcte, ktoré zobrazenia (zadané graficky) na obrdzkoch su injektivnymi a surjektivnymi zobrazeniami.

RieSenie. Zobrazenia urcime graficky (ponechdme oznacenie zobrazeni z pévodného ilustraéného
prikladu zobrazenia f z mnoZiny A do mnoZiny B).
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f g
o ® ]
ae e
o2 o2
he Injektivne:  ano be Injektivne: nie
°3 Surjektivne: nie o3 Surjektivne: nie
h k
B—A [Pp—
® LX)
le le
e b o b
2@ 2
Injektivne: nie ' oc Injektivne: d&no
3 Surjektivne: ano 3e Surjektivne: ano

Definicia (bijekcia)
Zobrazenie f: A = B nazyvame bijektivne zobrazenie, ak je injektivne a sucasne surjektivne zobrazenie.
e Na obr. vy$3ie je ukazka - bijektivne!! zobrazenie je k: B — A .

e Viimnime si, Ze pocty prvkov v bijektivnom zobrazeni k: B — A (konecnych) mnozin A, B su
rovnaké. Nie je viak nutné uvaZovat o kone¢nych mnoZinach.

Priklad

Zobrazenie f:N — Z, kde N ={1,2,3,...,n,..},Z ={...,—3,-2,-1,0,1,2,3, ...} je definované
takto:

n
—,ak n je parne cislo
2
fmy =1, 2

2

,ak n je neparne Cislo.
Zistite, Ci f je bijektivne zobrazenie.

RieSenie. Najprv overime, Ci je zobrazenie injektivne.

. s N 4 . v , n n
a) Akmnq,n, sudve navzajom rdzne parne prirodzené Cisla, potom plati: 71 * 72

P ‘- A . . T 1-n 1-n
b) Ak nq,n, sudve navzajom rézne neparne prirodzené ¢isla, potom 2 L TZ
. . v . . ;v . / v/ n
c¢) Nechn, je parne Cislo a n, nepdrne prirodzené Cislo. Ak ny je parne Cislo, potom ?1 > 0.

1-n,

1-n,
2

Ak 1, je neparne, potom 1 —n, < 0 ateda

< 0. Ztoho vyplyva, Ze % *
Zobrazenie f: N — Z je injektivne zobrazenie.

11V star$ej literature injektivne zobrazenie ndjdeme pod nazvom jednoznaéné zobrazenie. Pre bijektivne
zobrazenie sa pouzival ndzov jedno-jednoznacéné zobrazenie.
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6 3
5 -2
4 2
3 —1
2 1

1 0
Overime, Ci je zobrazenie surjektivne. Nech z je lubovolné celé islo.

a) Akz >0, potom prirodzené ¢islon = 2z je jeho vzorom v zobrazeni f.

b) Akz < 0, potom prirodzené Cislon = 1 — 2z je jeho vzorom v zobrazeni f.
Zobrazenie f: N — Z je surjektivne zobrazenie.

Zobrazenie f: N — Z je bijektivne zobrazenie.

Veta. Nech zobrazenie f: A — B je bijektivne zobrazenie. Reldcia g: B — A definovana na kartezidanskom
st¢ine B x A, ktora obsahuje vietky usporiadané dvojice [y, x] , kde [x,y] € f, je tieZ zobrazenim
mnoziny B na mnozinu A.

Dokaz. Zobrazenie f: A = B je bijektivne zobrazenie, teda je aj surjektivne a ku kazdému (lubovolnému)
prvku y € B existuje prvok x € A taky, 7e f(x) = y.

KedZe f: A — B je aj injektivne zobrazenie, nemdZe nastat pripad, Ze by lubovolny prvok y € B bol
,Spoloénym” obrazom najmenej dvoch réznych prvkov x € A.

Z toho vyplyva, Ze lubovolnému prvku y € B existuje prave jeden prvok x € A, kdey = f(x) jevzorax
je obraz v relacii g: B - A. Relacia g je v zmysle definicie zobrazenim g: B — A. |

Zobrazenie g: B = A nazyvame inverznym zobrazenim k zobrazeniu f: A = B a zvy&ajne oznalujeme:
ffB-> A

e Pre definiéné obory aobory hodnét zobrazeni f af~! plati: D(f) = H(f™Y) aH(f) =
D(f™.

eV pripadoch, kedy namiesto zobrazeni hovorime o funkciach, analytické vyjadrenie inverznej
funkcie f~1 ziskame formalne tak, e v predpise funkcie f nezavisli premennd x nahradime
Y a zavislu premennu y zase premennou x. Nasledne pomocou Uprav vyjadrime y pomocou Xx.
Napr.: funkcia f:y = x2 — 4x + 3 definovandna D(f) = {x € R,2 < x < 5} ma obor hodnét
H(f)={y€ER,—-1<y<8}.
Na danom D(f) je funkcia bijektivne zobrazenie (prostd) a existuje jej inverzna funkcia f 1.
kdeD(f D) ={x€R -1<x<8taH(f )= {y€ER2<y<5}
Analytické vyjadrenie odvodime nasledovne:
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x=y?—4y+3

x=y2—22y+2?2-2?2+3
x=(Uy—2)2—-4+3
x=(@—-2)2-1
Vi+1=|y-2|

Prekazdéx € D(f DayeH(f Yplati Vvx+1=0a|y — 2| = +(y — 2) dostaneme
fliy=2 +Vx+1

Veta. Ak zobrazenie f: A — B je bijektivne zobrazenie, potom inverzné zobrazenie f~1: B - A je tie?
bijektivnym zobrazenim.

Dokaz vyplyva z vlastnosti bijektivneho zobrazenia f: A - B.

Veta. Ak zobrazenie f: A — B je bijektivne zobrazenie a sucasne g: B — C je bijektivne zobrazenie,
potom zloZené zobrazenie g o f: A — C je tieZ bijektivnym zobrazenim.

Dbkaz opét vyplyva z vlastnosti bijektivneho zobrazenia.

6.3 Cvicenia
1. Najdite vSetky zobrazenia z mnoZiny A = {1,2,3} do mnoZiny B = {a, b}. Znazornite graficky.
Ktoré zobrazenia su zobrazeniami mnoziny A do mnoZiny B?

2. Namnozine A = {0, 1,2,3,4} je definované relécia D = {[a, a®],a € A}. Je rel4cia zobrazenim
z mnoziny A do mnoZiny A?

3. NapiSte vSetky zobrazenia mnoziny B do mnoziny B, ak B = {0,1} .
Urcte, ktoré zo zobrazeni su bijektivne.
4. Zistite, ¢izobrazenie f: R — {0} » R — {0} definované predpisom f(x) = % je bijektivnym

zobrazenim.

6.4 Odporucana literatura
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7 Ekvivalentné mnoziny
Pojem bijektivneho zobrazenia pouZijeme aj na ,porovnavanie ,velkosti“/mohutnosti mnozin.

Definicia (ekvivalentné mnoziny)

Nech 4, B su mnoziny. Ak existuje bijektivne zobrazenie f: A = B, potom hovorime, Ze mnoziny 4, B su
ekvivalentné.

Zapisujeme: A~B.

Niekedy hovorime, Zze mnoZina A je ekvivalentnd s mnoZzinou B.

MnoZiny A, B moZu byt s kone¢nym poctom prvkov. Ak maju rovnaky pocet prvkov, potom
mdZe existovat medzi nimi bijektivne zobrazenie a povieme, Ze mnoZiny su ekvivalentné.

Ak maju obe mnoziny A, B nekone¢ne mnoho prvkov a vieme urcit bijektivne zobrazenie medzi
nimi, potom su aj tieto mnoziny ekvivalentné. S pojmom ,pocet prvkov” musime pracovat
opatrne, pretoze nezodpoveda intuitivnej predstave, napr. ak uvaZujeme o bijektivnom
zobrazeni f: N — Z, ktoré priraduje prirodzené ¢isla celym cislam podla predpisu

n
—,ak n je parne Cislo

2
fin- 1—n
> ak n je neparne cislo
Vidime, ze N~Z a sucasne N c Z.
zZ
™
®
2 ®
1 ®
- B e s B 08 e e &
0 1 2 3 4 5 N
1 ®
_92 ®

V pripadoch ekvivalentnych mnozZin preto hovorime, Ze mnoziny maju rovnaki mohutnost.

Ak mdame mnozinu A, potom identické zobrazenie I: A — A je tieZ bijektivnym zobrazenim.
Ekvivalencia mnozin je reflexivna vlastnost. Zapiseme:

A~A.
Zobrazenie f je bijektivne zobrazenie, preto aj inverzné zobrazenie f~1: B — A je bijektivne

zobrazenie a plati: mnozina B je ekvivalentnd s mnozinou A. Ekvivalentnost mnozin je teda
symetricka vlastnost. ZapiSeme:

A~B = B~A.
Ak f:A = B a g:B — C su obe bijektivne zobrazenia, potom zloZené zobrazenie ge f:A = C
je bijektivnym zobrazenim. Ekvivalencia mnozin je tranzitivna vlastnost. ZapiSeme:

((A~BYA(B~C))=(A~0).
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Zamerne piSeme o reflexivnej, symetrickej a tranzitivnej vlastnosti anie reldcii medzi
mnoZzinami. Ekvivalencia mnozin ako relacia by musela byt definovand na mnozine vsetkych
mnozin, ktorej existencia vedie k sporu. Z toho plynie zaver, Ze v pripade ekvivalencie mnozin
nejde o relaciu ekvivalencie.

7.1 Kone¢né mnoziny a nekonec¢né mnoziny
Zatial sme pracovali s intuitivnou predstavou o nekoneénych mnoZinach, napr. mnoZina prirodzenych
Cisel je nekonecna. Najprv definujeme pomocny pojem- nasyteny element.

Definicia (nasyteny element)
Nech § je systém mnozin, ktory obsahuje mnoZinu A. Hovorime, Ze mnozina A je nasyteny element
systému §, ak v systéme § neexistuje takd mnozina B, ktord by bola vlastnou nadmnozinou mnoziny A.

Uvedieme ilustracné priklady a kontrapriklady.

Nech je dany systém mnozin § = {{1},{1,2}, {3}}.

Mnozina A; = {1} nie je nasyteny element, pretoze v systéme § existuje mnozina 4, = {1,2},
pre ktoru plati: 44 € 4,.

Mnozina A, = {1,2} je nasyteny element, pretoZe systém § uZ neobsahuje nadmnozinu
mnoziny A,.

MnoZina A = {3} je tieZ nasytenym elementom systému S.

V systéme mnoZin §; = {{1}, {2}, {3},...,{71},...} je kazdd mnozina nasytenym elementom
systému.

Systém mnozin S, = {{1},{1,2},{1,2,3},...,{1,2,...,n},...} je prikladom systému mnozin,
ktory nema nasyteny element.

Definicia (ne / kone¢na mnoZina - Tarski'?)
Mnozinu M nazyvame konecnou, ak kazdy neprazdny systém jej podmnoZzin ma nasyteny element.
MnoZina je nekonecna, ak nie je konecna.

V definicii kone¢nej mnoZiny sa uvadza, Ze kazdy neprazdny systém jej podmnoZin md nasyteny
element.

Ak je mnoZina M prazdna, potom ma mnozina M jediny neprazdny systém jej podmnozin, ktory
obsahuje ako prvok —prazdnu mnoZinu M. T4 je sicasne aj nasyteny element. Prazdna mnozina
je teda koneénd mnozina (v zmysle Tarskiho definicie)

Taktiez sa v definicii vyzaduje, aby systém jej podmnoZzin bol neprdzdny. Ak by systém
podmnoZin neobsahoval podmnoZiny mnoziny M, nemalo by zmysel uvazovat o nasytenom
elemente ako o nadmnoZine.

Z definicie vyplyva, Ze mnoZina M je nekonecnad, ak existuje neprazdny systém jej podmnozin,
ktory nema nasyteny element.

Napr. mnoZina prirodzenych ¢&isel N ={1,2,3,..n,...} je nekone¢nd, pretoze existuje
neprazdny systém S, :{{1},{1,2},{1,2,3},...,{1,2,...,n},...} jej podmnoZin, ktory nema
nasyteny element.

12 Alfred Tarski (14.1.1901 — 26.10. 1983) - polsky matematik
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O konecnych mnoZinach platia vety, ktoré uvadzame bez dokazu.
Veta. Kazda podmnozina koneénej mnoziny je kone¢nou mnoZinou.

Veta. Ak mnozina A je kone¢na a {x } jej jednoprvkova mnoZina, potom aj mnoZina A U {x,} je kone¢nou
mnoZinou.

Veta. Ak mnoZina A je kone¢nd mnoZina a f: A — B je surjektivne zobrazenie, potom mnozina B je
kone¢nou mnoZinou.

V literatdre mozno ndjst aj inu definiciu nekoneénej podla Dedekinda®®.

Definicia (nekone¢nd mnoZina - Dedekind)
MnozZina M sa nazyva nekone¢nd mnoZina, ak je ekvivalentna s nejakou svojou vlastnou podmnozinou.

e Akuvazujeme mnoziny N = {1,2,3,...,n ..} aN; = {2,3,4,...,n, ...}, potom zobrazenie
f:N — N; definované tak, ze f(n) = n + 1 je bijektivne zobrazenie.

MnoZziny N, N; su ekvivalentné a sic¢asne N; € N. Z toho vyplyva, Ze mnozina N je nekonecna
v zmysle Dedekindovej definicie.

e Ukazali, Ze mnoZina N je nekonecna aj podla Tarskiho definicie.

D4 sa dokazat, Ze obe definicie nekonecnych mnozin su rovnocenné, t.j. ak je mnoZina nekonecnd podla
Tarskiho definicie, potom je nekonecna podla Dedekindovej definicie a obratene. V matematike
rovnocenné definicie nazyvame (odborne) ekvivalentnymi definiciami.

7.2 Kardinalne isla

Kardindlne Cislo je pojem, ktory sa pouZiva pre nekone¢né mnoziny. Charakterizuje sa nim mnohost
prvkov mnozZiny, pretoZe pojem ,pocet prvkov” straca zmysel (napr. bijektivne zobrazenia mnozZiny
N do Z zd6vodnuje, Zze mnoZiny st rovnako pocetné, hoci N € Z).

Kardinalne Cislo sa zavddza pomocou axidomy o kardinalnych &islach.
Axidoma (kardinalne cislo)

Ku kazdej mnozine A existuje prave jedna mnozina (neStandardne oznacovana ako) |A| takd, Ze pre
[ubovolné dve mnoZiny A, B plati:

a) mnozina 4 je ekvivalentnad s mnozinou |A|.
b) Ak mnoZina A je ekvivalentna s mnozinou B, potom mnoziny |A], |B| sa rovnaju.

Mnozinu |A| nazyvame kardinalne &islo mnoziny A.
e Kardinalne ¢islo |A| nazyvame aj mohutnostou mnoziny A.

e Vpripade, Ze mnozina A je kone¢nd a majlca n prvkov, mézeme polozit |A| = {1,2,3, ...,n}
a nasledne zostrojit vhodné bijektivne zobrazenie f: A — |A|.

Napr.: A = {a, b,c,d} a |A| = {1,2,3,4}, bijektivne zobrazenie f: A — |A| by mohlo byt (dané
graficky):

13 Richard Dedekind (6.10.1831 — 12.2.1916) — nemecky matematik
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e Druha vlastnost axiomy tvrdi, Ze v pripade dvoch ekvivalentnych mnoZin A, B sa ich kardinalne
¢isla rovnaju.
Opat (pri zjednodusenej predstave), Ze sa jedna o konecné mnoziny s rovnakym poctom prvkov,
dostaneme |A| ={1,2,3, ..., n} = |B|. Upozoriiujeme vsak, Ze 2. vlastnost plati véeobecne, teda
aj pre nekonecné mnoziny.

e Prazdna mnoZina ma kardinalne ¢islo 0.
Veta. Nech st dané mnoZiny 4, B. Ak |A| = |B|, potom mnoZiny A, B su ekvivalentné.

Dokaz. Ak mnoZiny — kardindlne Cisla |4], |B| sa rovnajui, potom identické zobrazenie I: |A| - |B]| je
bijektivne zobrazenie. Dalej (podla axiémy o kardinalnych &islach) ku mnoZine A existuje bijektivne
zobrazenie f, ktoré f: A — |A|, pri¢om aj inverzné zobrazenie f~1:|A| - A je bijektivne zobrazenie.
Analogicky, existuje bijektivne zobrazenie g~*:|B| - B.

Zlozené zobrazenie g~ o f = g1 o I o f zobrazuje (postupne) mnozinu A do |A|, nasledne |A| do |B]|
a nakoniec |B| do B. Zlozeni bijektivnych zobrazeni je bijektivne zobrazenie, preto aj mnoziny A, B su
ekvivalentné. [ |

Veta. Pre fubovolnd mnozinu A plati, Ze kardinadlne cislo z kardindlneho cisla mnoziny A sa rovna
kardinalnemu &islu mnoZziny A.

Doékaz. Podla axiémy o kardinalnych cislach plati, Ze k fubovolnej mnoZine existuje mnoZina, ktoru
nazyvame kardinalne ¢islo a ozna¢ujeme pomocou | |.

Z toho vyplyva, Ze aj k mnoZine |A| existuje jej kardindlne Cislo, ktoré oznacime | |A| |, a sucasne,
mnoziny |A|, | |A] | su ekvivalentné. Podla axiomy, ak si mnoziny ekvivalentné, ich kardinalne ¢isla sa
rovnajy, t.j. [A] = | |A] ]. [

Definicia (sucet kardindlnych cisel)
Nech A, B su disjunktné mnoZiny, ktorych kardinalne &isla st oznacené a = |A|, b = |B|. Sutom
kardinalnych Cisel a, b nazyvame kardinalne ¢islo mnoziny A U B.

Zapisujeme: [AUB|=a+b

e Podmienka, aby mnoZziny A, B boli disjunktné, t.j. A N B = @, je dblezita.
Napr.: ak A = {x,y}, B = {m,n, p}, potom |A| = a = 2,|B| = b = 3. Pre zjednotenie AU B
platt AUB ={x,y,m,n,p}, tj. |[AUB|=a+b=2+3=5, pretofe ANB =0.
Ak by sme uvaZovali o mnozinach C,D, ktoré nie su disjunktné, napr.. M = {x,y,z},
P = {zq,rt}, potom |[M|=m=3,|Pl=p=4 a MUP={xy2z2q,rt}, kde
IMU P|= 6+m+p.

e Definicia je korektna aj v pripade, ak konec¢nd mnozina A+ @ a B = @, pretoie AN @ = Q.
Naviac plati: |[A U @| = |A]. Z toho vyplyva tiez |@]| = 0.
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Definicia (sucin kardinalnych Cisel)
Nech A, B st mnoziny, ktorych kardinalne ¢isla st oznacené a = |A|, b = |B|. Suéinom kardinélnych &isel
a, b nazyvame kardindlne Cislo mnoZiny A X B.

Zapisujeme: |[AX B|=a.b
e Zdefinicie kardinalneho sucinu A X B vyplyva, 7e A # @ # B.

e Kardindlne ¢islo |A X B| je mnoZina ekvivalentnd s mnoZinou usporiadanych dvojic [x, y], kde
x €A,y € B. Ak A, B su konecné mnoziny a |A| = a, |B| = b, potom je tychto dvojic prave
a.b.
Definicia (mocnina kardindlneho ¢isla)
Nech A, B st mnoziny, ktorych kardinalne cisla s oznacené a = |A|, b = |B|. Mocninou kardinalneho
Cisla nazyvame kardinalne ¢islo mnoziny M vsetkych zobrazeni f: B = A.

Zapisujeme: M ={f,f:B > A}, M| = a”.

e Zdefinicie mocniny kardindlneho ¢&isla vyplyva, Ze ide o mnozinu zobrazeni. Odporucame
Citatelovi opatovne pozriet rieSené priklady v kapitole Zobrazenia.

Zavedieme pomocny pojem charakteristickej funkcie y 4 mnoZiny A.

Definicia (charakteristicka funkcia)

Nech M je lubovolnd mnozina a P(M) je potenénd mnozina (mnozina véetkych podmnozin mnoziny

M). Charakteristickou funkciou x4 podmnoZiny A potenénej mnoziny P(M) nazveme zobrazenie
xa:M - {0,1},

ktord priraduje prvky m € M prvkom mnoziny {0,1} podla predpisu:
(m) = {1, ak meA
XalM' =10, akmeM-A4A

e Vidime, Ze charakteristicka funkcia priraduje prvkom m mnoZiny M ako vzorom obrazy — ,1“
alebo ,0“, podla toho, ¢ dany prvok m patril alebo nepatril do vybranej** mnoziny A.

e Kazdej podmnozine A potencnej mnoziny P(M) sa tym priradi zobrazenie y,. UkdZeme na
konkrétnom priklade.

Priklad
Ndjdite vsetky charakteristické funkcie y, ak M = {a, b, c}.

RieSenie. Najprv vytvorime vsetky podmnoziny potencnej mnoziny P (M) a nasledne kaZdej z nich
urcime jej charakteristicku funkciu.
Potenénd mnozina P (M) obsahuje podmnoZiny:

PM) = {0,{a}, {b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a b,c}}

PouZijeme oznacenie:
Al = (Z)iAZ = {a}IA3 = {b}rA4 = {C}rAS = {arb}rAG = {a, C}rA7 = {bt C} a A8 = {al b: C} =M

Jednotlivé charakteristické funkcie znazornime graficky.

14 Na pribliZenie je tu analdgia z beZného Zivota: Firma M md pracovnu skupinu (mnoZinu) A zamestnancov, ktori
pracuju na dblezitej zakazke. Po splneni zdkazky majitel rozdeli vsetkych zamestnancov do dvoch mnozin —
mnoziny A a mnoziny M — A. Kazdému zamestnancovi firmy priradi jednu z hodnot - priradenie ,1“ znamena
,dostane odmenu, lebo pracoval v skupine A“, priradenie ,,0” znamena , bez odmeny, lebo nebol v skupine A“.
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XA X Y y
Mo {01} Mo 0,1} Mo {0,1) Mot {0,1}
‘ , = {a) 13 = {b) 1= {c}
a ol lg— — -9l a 1 a 1
b b : b b
c 0 C 0 C 0 c 0
Prvky ab,c nepatria Prvok ,a”patrimnozine A,, mé | Prvok,b“ patrimnozine A;, mé | Prvok,c”patrimnoZine A,, ma

prazdnej mnoZine A;, maju
priradeny prvok ,0“.

priradeny prvok ,1“ ostatné
prvky ,b.c” majd priradeny
prvok ,,0“.

priradeny prvok ,1“ ostatné
prvky ,a.c” maju priradeny
prvok ,, 0.

priradeny prvok ,1“ ostatné
prvky ,a.b” maju priradeny
prvok ,,0“.

X A. X XA )
M {01} Mo el {01} Mo {01} Mo {01y
As {u_h} 6 :ﬂ.’_f"t 1 {f’l.r} 1 :w_h_;-} M
a 1 a 1 a 1 a 1
b b b b
[ S 0 [+ 0 C 0 c . 0

Prvky ,b, ¢ patria mnozine 4,
maju priradeny prvok 1%
prvok ,b“ ma priradeny prvok
,0.

Prvky ,a,b,c” patria mnoZine
Ag, maju priradeny prvok , 1.

Prvky ,a, c“ patria mnozine Ag,
maju priradeny prvok 1%
prvok ,b“ ma priradeny prvok
,0%

Prvky ,a, b“ patria mnozine Asg,
maju priradeny prvok 1%
prvok ,c“ ma priradeny prvok
,0.

MnoZina M, vSetkych charakteristickych funkcii mnoziny M ma prvky:
My ={Xay Xay Xap Xag Xas Xag Xap Xag)-

Na priklade vidime, Ze kazda podmnozZina A mnoZiny M indukuje charakteristicku funkciu y4. M6Zeme
definovat zobrazenie

F:P(M) - M,
tak, Ze
F(A) = xa
kde A € P(M). Plati nasledujuca veta.
Veta. Zobrazenie
F:P(M) > M,,

kde (M) je potencna mnoZina mnoziny M a M,, je mnoZina charakteristickych funkcii x4 pre kazdd

podmnoZinu A € P (M), je bijektivne zobrazenie.
Dbkaz. UkdZzeme, Ze zobrazenie F je injektivne a sUcasne surjektivne zobrazenie.

a) Najprv dokdZeme, Ze zobrazenie F je injektivne zobrazenie, t.j. F(A1) # F(Ay).

UvaZujme dve podmnoZiny A;, A, mnoZiny M, ktoré sa nerovnaju, t.j. A; # A,. Teda existuje
asponi jeden prvokmgy € M, ktory patrilen do jednejz mnozin A4, A,. Bez ujmy na vieobecnosti)
nechmg € A;.
Charakteristické funkcie x4,, xa, priraduju prvkom mnoziny M hodnoty 1 alebo 0 podla toho,
Ci uvaZzovany prvok patril alebo nepatril prislusnej mnoZine A4, A,. Pre prvok ,,my“ to znamena:

XA, (mp) =1

Xa, (mo) = 0.
Charakteristické funkcie x,,, x4, Sa ako zobrazenia nerovnaju, preto

F(A1) = Xa, # Xa, = F(42).

b) Teraz dokdZzeme, Ze je to surjektivne zobrazenie.
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Kazda charakteristicka funkcia y4 ma obor hodnét H(y,) = {0,1}. Ak vezmeme hodnotu ,1“,
tak tuto nadobudaju niektoré prvky mnoziny M. Tieto prvky uréuju podmnozinu A mnoziny M.
Kazdy obraz — charakteristicka funkcia y4 ma ako vzor mnozinu A a zobrazenie F je surjektivne.

[

Z dokazanej vety vyplyva, Ze mnoziny P(M) a M, su ekvivalentné, teda maju rovnakud mohutnost a pre
ich kardinalne &isla plati:
|[P(M) | = |M)(|
Ak pouzijeme definiciu mocniny kardinalneho ¢isla, potom odvodime:
_ _ M| — oM
|P(M) | = |M,| = |{0,13MI] = 2IM],
e Poten¢na mnozina P(M) ma mohutnost vyjadrent kardinalnym ¢islom 2!! bez ohladu na to,
&i M je konecnd alebo nekonednd mnozina.®®

Definicia (porovnavanie kardinalnych cisel)
Nech 4, B st mnoziny, ktorych kardinalne ¢isla st oznacené a = |A|, b = |B|. Hovorime, Ze kardindlne
Cislo a je mensie alebo sa rovna kardindlnemu ¢islu b, ak existuje injektivne zobrazenie f: A — B.

Zapisujeme: a<b

e Aka < basucasnesakardinélne Cisla a, b nerovnaju, t.j. a + b, potom hovorime, Ze kardindlne
Cislo a je mensie ako kardinalne Cislo b a zapisujeme a < b. Napr.: ak A ={x,y,z},B =
{1,2,3,4,5} a injektivne zobrazenie f: A — B je dané graficky, kde |[A| =3 <5 = |B|:

f
A
Te ®
)
Ye ®
®
ze °

Pre porovndvanie kardindlnych ¢isel platia zaujimavé vety, ktoré uvedieme bez dékazov*®.

Veta (Cantor — Bernstein)

Ak A, B si mnoziny a existuju injektivne zobrazenia f:A - B a g: B — A, potom existuje bijektivne
zobrazenie h: A — B.

e Ak prepiseme vetu podla definicie, potom pri oznaceni a = |A|, b = |B| dostaneme:
(a<basucasneb <a) = (a=D>b)

e Ak mnoZinu kardindlnych ¢isel oznacime K, potom podmnoZina D = {[a,b] EK X K,a < b }
kartezidnskeho sucinu K X K je relécia — &iasto&né usporiadanie.”’

a) relacia je antisymetricka podla Cantorovej- Bernsteinovej vety,

15 Vzorec na pocet prvkov potenénej mnoziny P (M), kde M bola kone¢nd mnozina, sme odvodili pomocou
kombinacnych Cisel a binomickej vety. V pripade nekonecnej mnoziny M by bol analogicky pristup nepouzitelny.
16 \yy7aduje sa znalost tvrdeni (axiém a viet), ktoré sme v tomto texte neuvédzali. Citatela, ktorého zaujala tato
problematika, odkazujeme na odporucand literaturu.

7 pripominame, Ze reldciu sme nazvali ¢iasto¢nym usporiadanim, ak bola antisymetricka a si¢asne tranzitivna.
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b) reldcia je tranzitivna (Va,b,c € K: (a < b Ab <) = (a < ¢)), pretoze zlozenim dvoch
injektivnych zobrazeni je opéat injektivne zobrazenie.*®

Veta (Cantor)
Pre kazdé kardinélne ¢islo a plati: a < 27,

e veta tvrdi, Ze kazdd mnozina A ma mensiu mohutnost ako jej potenéna mnozina P (4),

e aka jelubovolné kardinalne ¢islo, potom sa déd dokdzat, ze v mnozine K existuje kardindlne Cislo
z také, zea < z,

e neexistuje mnoZina, ktora by obsahovala vsetky kardindlne Cisla.

7.3 Spocitatelné mnoZiny
Pojem spocitatelnej mnoZiny zavedieme definiciou.

Definicia (spocitatelna mnoZina)

MnoZina A sa nazyva spocitatelnd mnozZina, ak je konecna alebo ekvivalentna s mnozinou prirodzenych
Cisel N.

e 7 definicie vyplyva, Ze kazda konec¢nd mnoZina je spocitatelna.

e Samotnd mnozina N je spocitatelnd, pretoze ako bijektivne zobrazenie staci vziat identické
zobrazenie f, t.j. dané predpisom f(n) = n.

e Nekonecna mnoZina 4 je spocitatelna, ak existuje bijektivne zobrazenie f: A — N.

Napr.: ak A = {2,4,6,...,2n, ...}, potom zobrazenie je definované predpisom f(n) = % Ide

o zobrazenie, ktoré je injektivne a stucasne surjektivne. MnoZiny A, N su ekvivalentné (zapisali
by sme A~N) a mnoZina A parnych prirodzenych Cisel je spocitatelnd mnozina.

e Bijektivne zobrazenie f: N = Z definované predpisom

n
—,ak n je parne
2
fn) = 1—n

— ak n je neparne

opraviuje k zdveru, Ze mnoZina celych &isel Z je spocitatelnd mnoZina.
e Prikladom spocitatelnej mnozZiny je aj mnozZina ¢lenov [ubovolnej postupnosti (konecnej

{a,}X_,, kde k € N alebo nekone¢nej {a,}o-1).

Dbkaz je trochu zloZitejsi a nebudeme ho uvadzat. Len poznamename, Ze myslienka dokazu je
zalozend na definicii postupnosti a zobrazenia f:N — A,, kde A, je mnoZina clenov
postupnosti (v mnozine st vynechané prvky, ktoré sa v danej postupnosti opakuju).

e Ak mnozina A je spocitatelna a sucasne je ekvivalentna s mnoZinou B, potom aj mnoZina B je
spocitatelnd. Platnost tohto tvrdenia vyplyva z tranzitivnej vlastnosti ekvivalencie mnozin.

18 Dok&zali sme vetu, Ze zloZzenim dvoch bijektivnych zobrazeni je opéat bijektivne zobrazenie. Bijektivne zobrazenie
je aj injektivnym zobrazenim, preto tvrdenie o zlozeni dvoch injektivnych zobrazeni trividlne plati.
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Pre spocitatelné mnoziny platia vety:

Veta

KaZzda podmnozina spoditatefnej mnoziny je spocitatefna mnoZina.

Dobkaz. Ak mnozina A je spocitatelna a B je jej podmnoZina, m6Zu nastat dve moznosti:
a) MnotZina B je konecna. Podla definicie je teda spocitatelna.

b) Mnozina B je nekonecnd. Ztoho vyplyva, Ze aj mnoZzina A bola nekonecnd. KedZe podla
predpokladu je mnozina A spocitatelnd, mozeme jej prvky zoradit do prostej postupnosti (¢leny
postupnosti sa neopakuju), napr. ay, @y, ... ay, ... . Z tychto ¢lenov vyberieme tie, ktoré patria do
mnoziny B.

Dalej prezna¢ime/prepiseme indexy od 1,2,3, ..., ale nebudeme zamiefat poradie ¢lenov
postupnosti (ak bol ¢len a,,, = by pred ¢lenom a;, = by, potom ¢len bg bude pred ¢lenom by,).

oo
Tym sme vytvorili postupnost {bj}j—l a mnozina B je spocitatelnd.t? [ |

Veta
Zjednotenie konecného poctu spocitatelhych mnozin alebo spocitatefne mnoho spocitatefnych mnozin
Aq,A,, A3, ... je spotitatelnd mnoZina.

Dokaz. a) UvaZujme najprv, Ze kazda z mnoZin A;,i = 1,2,3, ... je nekonecna a spocitatelnd mnoZina.
Zoradime ich prvky do ,nekonecnej matice” a zoradime ich podla naznacenej schémy (Cantorova
metdda diagonaly):

Aq aiq

| 7 «

kde vi —tom riadku su uvedené prvky mnoZiny 4;,i = 1,2,3, ... .Prvky indexujeme dvomi indexami, prvy
zodpoveda indexu mnoZziny, druhy zvolenému poradiu, v akom ich zapisujeme.

Dalej vietky prvky a;;,i,j = 1,2, ... usporiadame (podla naznacCenych Sipok) do postupnosti:

a11, ) ) nue
Postupnost obsahuje v3etky prvky zjednotenia (zapiseme Uj2; 4;) mnozin 4;,i = 1,2,3, ..., ¢o znamen3,
Ze zjednotenie U2, 4; je spocitatelna mnoZina.

b) Nech niektora z mnozin 4;,i = 1,2,3, ... je konecnad. Bez ujmy na vieobecnosti nech je to mnoZina A4;.

Zjednotenim A;UN = B, dostaneme nekonecnu mnozinu, ktora je spocitatelna (jej prvky vieme zoradit
do postupnosti, v ktorej najprv uvedieme prvky mnoZiny A;a nasledovat budd prvky mnoziny N. Dalej
postupujeme podla bodu a) s tym, Ze na miesto mnoziny A; budeme pracovat s mnoZinou B;.

19 Exaktny d6kaz sa urobi matematickou indukciou.
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c) Ak by bolo viac kone¢nych mnozin 4;,i = 1,2,3, ...k, k > 1, postupujeme matematickou indukciou
a to analogicky k bodu b).

d) Poznamka. Ak by islo o konecny pocet mnozin A;,i = 1,2,3, ..., k, kde k € N, zjednotenie Uﬁ‘zlAi
je taktiez spocitatelna mnozina. [ |

Priklad
Ukdzte, Ze mnoZina celych Cisel Z je spocitatelnd mnoZina.

RieSenie. MnoZina celych &isel Z je zjednotenim mnozin:
N={123..n,..}
A={-1,-2,-3,..,—n,..}
B = {0}
MnoZiny N, B su spocitatelné na zaklade definicie. MnoZina A je tiez spocitatelnd, pretoze existuje
bijektivne zobrazenie f: N = A dané predpisom f(n) = —n.
Podla predchadzajlcej vety je zjednotenie spocitatelnych mnozin opat spocitatelna mnozina.

Veta
Ak A, B su spocitatelné mnoZiny, potom karteziansky sacin A X B je spocitatefnd mnoZina.

Dékaz. a) Nech mnoziny A, B su konetné®® (kde A # @ a stCasne B # @). Karteziansky sucin A X B je
taktiez konec¢nd mnoZina a podla definicie je kazdad konec¢na mnozina spocitatelna.

b) Nech mnoZina A je nekone¢na a spocitatelna, mnozina B je kone¢nd (majuca n prvkov). Ak vezmeme
lubovolny prvok b; € B, potom A; = A X {b;} je spolitatelnda mnoZina.

Doévod: mnozina A4 usporiadanych dvojic [a, by ], kde a je lubovolny prvok z mnoziny 4, je ekvivalentna
s mnozinou A. Bijektivne zobrazenie f: A; = A by sme definovali predpisom:

f([a,by]) = a, preVa € A.
Vytvorime teda systém mnozin A; = A X {bj},j =12,..,nprej =123, ...n

Kazda z mnozin Aj, kde j = 1,2,3,....n je spocitate/nd a podla predchadzajucej vety ich zjednotenie
U%=1 4; je spocitatelnd mnozina.

c) Ak st obe mnoZiny A, B nekonetné a spocitatelné, dékaz sa vykond pomocou matematickej indukcie
(podla prvkov mnoziny B).

c1) Nech mnoziny A; = A X {b;},A, = A X {b,} st spocitatelné, kde by,b, € B, b; # b,.
MnoZina A X {b;,b,} = A; U A, je spoclitatelnd podla bodu b).

c2) Predpokladajme, Ze kartezidnsky sucin A X {bq, b, ...,b,} je spocitatelnd mnoZina.
Ukazeme, Zze aj A X {by, by, ..., by, b1} je spolitatelna.

Pre karteziansky sucin A X {by, by, ..., by, by 41} plati:
A X {blﬁ bz, ...,bn, bn+1} =AX {bll bz, ""le} UA X {bn+1}.

Podla bodu b) a predchadzajlcej vety ide o spocitatelni mnoZinu. [ |

20 Kartezidnsky su¢in mnozin A,B sme definovali pre neprdzdne mnoziny. Ak by A = @, potom mnoZina
usporiadanych dvojic [x,y], kde x € @ a y € B je prazdna mnozina. Formélne AXB =@ X B =@ amame
spocitate/nt mnozinu.
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Priklad
Ukdzte, Ze mnoZina raciondlnych Cisel Q je spocitatelnd mnoZzina.

RieSenie. MnoZina racionalnych ¢isel Q je podmnozinou mnoZiny

{Imn]€eZx N,meZne€N}
Mnoziny Z a N su spocitatelné. Podla predchadzajlcej vety aj ich kartezidnsky sucin Z X N je
spocitatelnda mnozina.
Naviac, kazdd podmnozina spocitatelnej mnoziny je spocitatelna, preto aj mnozina raciondlnych cisel
je spocitatelna.

Predchadzajldcu vetu mozno zovseobecnit. Dokazovat ju nebudeme.

Veta
Ak A;i=1,2,3,..n su spocitatefné mnoziny, potom kartezidnsky sucin A X 4; X ... X A4,, je
spocitatelnd mnoZina.

Podla axiomy o kardinalnych ¢islach mozno kaZzdej mnoZine priradit kardindlne ¢islo. Vzhladom k tomu,
Ze lubovolné dve nekonecne spocitatelné mnoziny su ekvivalentné, maju nekonecné spocitatelné
mnoZiny priradené jedno kardindlne Cislo.

Kardinalne ¢islo spocitatelnej mnoziny nazyvame ,alef nula“ a oznaujeme?* |N| = «a.
D3 sa taktiez dokazat tvrdenie, Ze:

mnozina je nekone¢nd (podla Tarskiho alebo Dedekinda) prave vtedy, ked obsahuje spoditatefnd
podmnozinu.

Z toho vyplyva, Ze ,alef nula“ je (podla relacie usporiadania kardinalnych ¢isel) najmensie kardindlne Cislo
nekoneénej mnoZiny.
7.4 Nespocitatelné mnoziny

Pojem ,nespocitatelnd mnozina“ zavedieme definiciou.

Definicia (nespocitate/na mnozina)
MnozZina A sa nazyva nespocitatefnd mnozina, ak nie je spocitatelna.

e Prikladom nespocitatelnej mnoZiny je potencnd mnozina P(N) mnoZiny prirodzenych cisel.
Podla Cantorovej vety plati, Ze ag < 2%. Ztoho vyplyva, Ze potentnd mnoZzina P(N)
s kardinalnym &islom 2% nembze byt spocitatelna.

e UkédZeme, Ze aj polouzavrety interval (0, 1) € R je nespocitatelnd mnoZina.
Najprv urobime pomocné Uvahy:

a) Kazdé redlne Cislo z intervalu (0, 1) vieme zapisat v tvare konec¢ného alebo nekoneéného
desatinného rozvoja.

b) Nekone&ny desatinny rozvoj mdze byt periodicky, napr.: ¢islo 0,236 = 0,2366666 ... alebo
neperiodicky, napr.: ¢islo \/; =0,70710678 ...

2LV niektorej odbornej literature pouZivaju znak 9%,
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c) Redlne &islo z intervalu (0, 1), ktoré je konetné, mdzeme zapisat pomocou nekoneéného
periodického rozvoja®? s periédou 9, napr.: 0,5 = 0,49 alebo 1 = 0, 9.

d) Zbodov a), b) ac) vyplyva, Ze kazdé redlne Cislo x € (0,1) mbZeme zapisat v tvare
nekonecného desatinného rozvoja:

x =0,c1C3€3 ...Cpy ..,
kde ¢j,j = 1,2,3, ... je Cislica z mnoZiny znakov {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Uvazujme nepriamo. Nech mnozZina redlnych ¢isel x € (0, 1) je spoditatelhd. V3etky jej prvky sa
daju zoradit do postupnosti desatinnych redlnych ¢isel {x]-};ila kazdému desatinnému &islu x;

je priradené jedno prirodzené Cislo (ako jeho poradové Cislo).
1o x; =0,611612C13 -
2 x; =0,001C52C3 ..
3o x3 =0,031032C33 -

kde ¢;j,i,j = 1,2,3, ... st opét Cislice z mnoZiny znakov {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Teraz Specidlne skonstruujeme redlne Cislo b =0,b byb; ....
Vylucime moznosti, aby nastali pripady:

Cll = bl pre bl * O
Cyp = b2 pre b2 * 0
C33 = b3 pre b3 *=0

. (o] v . ~ v 7 v .
Redlne Cislo b sa nenachddza v postupnosti {xj}j_l, pretoze je rézne od kazdého ¢lena tejto
postupnosti a to z nasledovnych dévodov:
b # x4, lebo b; # c¢11 (nema rovnaku Eislicu na mieste desatin)

b # x,, lebo b, # c,, (nemd rovnaku Cislicu na mieste stotin)

Postupnost {xj};il podla (nepriameho) predpokladu ma obsahovat vietky redlne Cisla

zintervalu (0,1) a mame spor. Predpoklad, 7e ,MnoZina realnych Cisel intervalu (0,1) je
spocitatelnd mnozZina,” je nespravny a plati:

mnozina redlnych Cisel intervalu (0, 1) je nespocitatelna.

Veta

MnoZina vsetkych realnych Cisel R je nespoditatefna mnoZina.

Dokaz. MnoZina R obsahuje nespoditatelnd podmnoZzinu — interval (0,1), preto nemdze byt
spocitatelna. [ |

22 Dokazuje sa pomocou vzorca pre stcet nekonecného geometrického radu s kvocientom |q| < 1.
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Medzi priamkou a mnoZinou realnych Cisel R existuje bijektivne zobrazenie (os x). Z toho dévodu sa
mnoZina vsetkych redlnych &isel R nazyva aj kontinuum.

Definicia (kardinalne ¢islo kontinua)
Kardindlne ¢islo mnoZiny vSetkych realnych cisel R nazyvame mohutnostou kontinua a oznacujeme c.

e Pre mnoZinu vsetkych redlnych ¢isel R plati: R = Q U I, kde I je mnoZina vSetkych iraciondlnych
Cisel. MnoZina iraciondlnych Cisel I je tieZ nespocitatelna.
Nepriamo.
Ak mnoZina I je spocitatelnd, potom zjednotenie Q U I so spocitatelnou mnoZinou Q je taktiez
spocitatelnda mnoZina amame spor. MnoZina QUI sa rovna mnoZine R, ktora je
nespocitatelnd. Predpoklad ,MnoZinairacionalnych Cisel I je spocitatelna” je nespravny a plati:
Mnozina iracionalnych Cisel I je nespocitatelna.
Kardinalne Cislo mnoziny I sa rovna c.

Veta
Pre kardinalne cislo spocitatelnej mnoZiny a kardinalne ¢islo kontinua nespocitatefnej mnozZiny plati:
2% = ¢,
Dokaz vety neuvadzame. Citatel ho najde v Vrable, P. (2018). Tedria mnoZin a teoretickd aritmetika, FPV
UKF v Nitre, ISBN: 978-80-558-1332-5, str. 69.

7.5 Poznamka k algebrickym a transcendentnym cislam
Algebrické ¢islo je pojem, ktory sa vztahuje k polyndmom a ich korefiom.

e Polyndm P,(x) = ap.x" + ap_1.x™" 1 + -+ ay.x + ag, kde a€2,j=012,.,n je
polyndm (premennej x) s celociselnymi koeficientmi stupfia n.
e Ak pre redlne Cislo x plati:
P(xy) = an.x} + ap_q.x3 1+ +a;.xy+ag =0,
potom ¢islo x nazyvame koreriom polynému B, (x).

Definicia (algebrické ¢islo)
Redlne Cislo xy, nazveme algebrickym cislom, ak je koreriom polynému s celociselnymi koeficientmi
aspon prvého stupna.

e algebrické Cislo je napr.: xo = 3, pretoZe existuje polyndm P;(x) = 3x —9, ktorého je
korefiom.
Algebrické ¢islo je aj iraciondlne &islo vtvare Vk, kde k,n € N, napr.: Xg = V2, pretoze

existuje polyném P,(x) = 5.x% — 10, pre ktory plati: Pz(\/f) = 5. (\/f)z —10=0.

e Redlne Cislo xg je koreriom polyndmu aspon prvého stupna s raciondlnymi koeficientmi vtedy
a len vtedy, ked'je algebrickym cislom.

UvaZujme! Ak je xg je korefiom
b1 Po

P(xy) = p—n.x(’} +pn—1.x(’}_1 +o o+ —xg+—=0,
An n-1 q1 do

potom rovnicu vyndsobime najmensim spolo¢nym ndsobkom Cisel q,,, @n_1,---»q1 3@ qo, ¢iM
dostaneme rovnicu s celo&iselnymi koeficientmi a v anulovanom tvare. Cislo x, je korefiom
polynému s celociselnymi koeficientmi a teda aj algebrickym cislom.
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Obratene: Ak je redlne Cislo x, algebrické Cislo, je korefiom polyndmu s celoCiselnymi
koeficientmi, ktoré su sucasne aj racionalnymi koeficientmi.

e C(islo, ktoré nie je algebrické sa nazyva transcendentné &islo.

Da sa dokazat (zloZito), ze Eulerovo Cislo e = 2,72 (alebo aj Ludolfovo Cislo m = 3,14) je
transcendentné &islo. MnoZina transcendentnych Cisel je nekonecna.

Pre algebrické ¢isla plati veta, ktoru uvedieme bez dékazu.
Veta
Mnozina vsetkych algebrickych ¢isel je spoéitatefnd mnoZina.
e Cislo, ktoré nie je algebrické sa nazyva transcendentné &islo.

D4 sa dokazat (zloZito), ze Eulerovo Cislo e = 2,72 (alebo aj Ludolfovo &islo m = 3,14) je
transcendentné Cislo. Da sa dokdazat, ze mnoZina vsSetkych transcendentnych Ccisel je
nespocitatelna.

7.6 CvicCenie
1. Najdite nasyteny element systému mnozin § = {{1,2},{2, 3},{1,2,3}, {4}, {0}, {4,0}, {5}}.

2. Zostrojte systém podmnozin mnoziny A = {a, b, ¢, d}, ktory:
a) ma 3 prvky a kazdy z nich je nasyteny element,
b) ma 4 prvky a jeden nasyteny element.

3. Ukazte, Ze mnoZina vSetkych prirodzenych Cisel je nekonecna.

4. Zdovodnite, Ze kartezidnsky sucin Z X Q , je spocitatelnd mnoZina, ak Z je mnoZina vsetkych
celych Cisel a @ je mnozZina vsetkych racionalnych &isel.

5. MnoZzinaA={x€R:3k e N,In € N,x = W Dokazte, Ze mnozina A je spocitatelna.
6. Ukdzte, Ze mnoZzina (0,1) X (0,1) je nespocitatelnd (mnoZzina (0,1) je otvoreny interval).

7. Ukazte, Ze mnoZina vietkych iracionalnych ¢isel je nespocitatelna.
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8 Poznamka k axiome vyberu

Tedria mnoZin je matematicka disciplina, ktoré je zaloZzend na axiémach.

Axiémy su zakladné tvrdenia, ktoré sa povazuju za pravdivé a nedokazuju sa. Z nich sa logickymi dvahami
odvodzuju dalsie tvrdenia (definicie, vety a ich dosledky), ¢im sa rozvija dana tedria.

Podla toho, ako je vystavany axiomaticky systém, ziskavaju sa nové poznatky a sucasne s nimi sa
postupne objavuju nové hypotézy. Niektoré z nich , odoldvaju ¢asu” a Usiliu matematikov o ich dékaz
alebo zamietnutie, pretoZe sa to v ramci existujuceho axiomatického systému nie je moZzné.

Ak sa ukaze, Ze problematickd hypotéza je vramci tedrie zamenitelnd (ekvivalentnd) s nejakou uz
znamou a dokazanou vetou, je pravdepodobné, Ze ide o tvrdenie, bez ktorého sa tedria nezaobide a
malo by byt (do existujuceho axiomatického) systému pridané ako dalSia axioma.

V tedrii mnozin je takymto problematickym tvrdenim axiéma vyberu.
Axiéma (axiéma vyberu)

Nech § je systém neprazdnych a navzdjom disjunktnych mnoZzin. Potom existuje takd mnozina V, Ze pre
kazdu mnozinu A zo systému § plati, Ze mnozina A NV je jednoprvkova.

Formalny zapis:
VS {[(VA:AES:>A¢(D)/\(VA,VB: ((AESABESAA#B)=>ANB =(z)))] =>}

>[AV,VA(AES=>3IVNA={x}]

e Axidbma v podstate tvrdi, Ze zo systému neprazdnych a po dvojiciach disjunktnych mnoZin
mozno vybrat z kazdej mnoZiny po jednom prvku.

e Ako sme uviedli, axidmy su intuitivne zrejmé tvrdenia, ktoré vychadzaju z pozorovania
a skusenosti.
Prikladom aplikacie axiomy vyberu zbeZného Zivota — systém neprazdnych mnozin
reprezentuje $kola?3. Jej Ziaci su rozdeleni do Skolskych tried (mnozin systému). NemdZe nastat
pripad, aby jeden Ziak patril si¢asne do dvoch réznych Skolskych tried, preto su tieto mnoZiny
navzajom disjunktné. Z kazdej triedy méZeme vybrat jedného Ziaka?* (pravidlo nie je teraz
dolezité). MnoZina vybranych Ziakov je (v axiome uvazovand) mnozina V.

e Predpoklad o navzajom disjunktnych mnoZinach systému § je déleZity, napr.:
ak uvazujeme systém mnozin § = {{x}, {y}, {x,y}}, kde x,y st dva navzajom rozne prvky,
potom plati:

x}n{y}=09,
{x}n{x,y} = {x},
in{x,y}={}

Ak by podla axiémy vyberu existovala mnozina V, potom jej prieniky s mnozinami systému su
jednoprvkové mnoziny. V pripadoch mnozin {x}, {y} teda dostaneme:
Vn{x}={x}

Vn{y}=1{y}

23 Samozrejme predpokladdme redlnu situdciu, Ze $kolu navitevuje nenulovy pocet Ziakov.
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Mnozina V nutne obsahuje prvky x,y, avsak prienik s mnozinou {x,y} by bola dvojprvkova
mnoZzina.

Ukazali sme: ak § = {4, B} je systém neprazdnych a disjunktnych mnozin A, B, potom existuje prvok
X € A aexistuje prvok y € B. Prvky x,y moZno uviest ako prvky mnoZiny V. Analogicky by sa
postupovalo v pripade, Ze systém § obsahuje koneény pocet neprdzdnych a navzdjom disjunktnych
mnozin?® a teda axidoma vyberu je v takom pripade ,zbytoénd” a axiéma vyberu zbytoéne komplikuje
Uvahy. Axidma vyberu je vSak potrebnd, ak systém § obsahuje nekoneéne (spocitatelne alebo
nespocitatelne) vela mnoZin, napr.: pomocou axiomy vyberu mozno dokazat vetu:

Veta
Mnozina je nekoneénd prave vtedy, ked jej podmnoZinou je nekoneéna spoditatelnd mnozinu.

TaktieZz mozno pomocou axiomy vyberu dokdzat Zermelovu vetu.?® Zaujimava je skutoénost - ak by sme
Zermelovu vetu vzali ako novd axiomu, potom axiému vyberu dokdzeme ako vetu.

e Uvaha je jednoducha.
Nech M je lubovolna dobre usporiadand mnozina. Ak systém § obsahuje neprazdne, navzdjom
disjunktné podmnoziny mnoziny M, potom kazda z nich (v zmysle definicie dobre usporiadane;
mnoZiny) ma prvy prvok. Mnozina obsahujuca tieto prvé prvky je v axiome vyberu uvedenad ako
mnoZina V.

Zermelova veta a axioma vyberu su teda ekvivalentné.?’

Aj vdaka takymto dosledkom sa v tedrii mnozin (aj celej matematike) uprednostniuju dokazy, v ktorych
sa axioma vyberu nepoufZije. Existuju v3ak pripady ddkazov tvrdeni, v ktorych axiému vyberu nemozno
vynechat.

%5 Porovnajte s prikladom , $koly a 8kolskych tried”.
%6 Zermelova veta - kazdd mnoZinu mozno dobre usporiadat.
7 \/iet, ktoré su ekvivalentné s axidmou vyberu, je viac.
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