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Slovo na uvod ...

Publikacia Uvod do afinnej geometrie (Afinné zobrazenia) je dalou zo série vysoko$kolskych u¢ebnic
geometrie, ktoré vysli v edicii Prirodovedec na Fakulte prirodnych vied a informatiky UKF v Nitre a je
urcena predovsetkym Studentom ucitelstva matematiky v kombindcii a ucitelstva vzdeldvacej oblasti
Matematika a informatika.

Ucebnica je didakticky a metodicky spracovana tak, aby prinasala zdkladnu tedriu o afinnych
zobrazeniach v ndazornom prevedeni. Ztoho dovodu je jadro u¢ebného textu zamerané na afinné
transformacie na priamke a v rovine, Specialne orientované na zhodnosti a podobnosti.

K studiu uvedenej problematiky sme zvolili analyticky pristup, aby sme doplnili obsahovu napln uz
vydanych ucebnic novym, komplexnejsim pohladom na zakladnu tedriu afinnych transformacii.

Textova Cast je doplifiand mnoistvom ilustraénych obrazkov, ako aj vhodnym vyberom a poctom
demonstraénych prikladov, uloh a cviceni. Inovativhost ucebného textu je zdéraznena aj navodmi
k uloham, ktoré vyzaduju implementaciu dynamickych geometrickych softvérov na modelovanie,
experimentovanie a praktické overovanie vysledkov.

Sucastou tejto aktivizujucej zlozky ucebného textu su Ulohy na pouZitie vhodnych nastrojov umelej
inteligencie za ucelom doplnenia teoretickych poznatkov, overovania rutinnych, ¢&i inak
komplikovanych odvodeni a vypoctov.

MozZno konstatovat, Ze celkovd koncepcia je smerovana tak, aby u Citatela systematicky rozvijala
geometrickd predstavivost, schopnost aplikovat poznatky v dalSej tedrii, podnietila kritické myslenie
a ponukla nadhlad nad problematikou, ktord bude student ucitelstva matematiky ako buduci ucitel
matematiky potrebovat vo svojej profesijnej kariére.

Verime, Ze uvedend vysokoskolskd ucebnica bude pre Studentov uZitoénym, zrozumitelnym
a indpirativnym uc¢ebnym textom.

V Nitre, 8. oktébra 2026

Dusan Vallo

Osobitna vdaka patri

pani doc. Mgr. RNDr. Orszaghovej, CSc. a pani doc. PaedDr. Tomkovej, PhD.,

ktoré rukopis starostlivo precitali a svojimi pripomienkami vyrazne pomohli vylepsit jeho pévodnu
verziu.



Fundamentum posui:
Alius autem superae dificat.
(Novy zdkon, Pavol, 1. Korintskym 3,10)

1 Zakladné pojmy, oznacenia, definicie a vety
1.1 Stredoskolské pojmy — opakovanie
Zakladnymi pojmami v geometrii su bod, priamka a rovina.

V zhode s literaturou?, body budeme oznadovat velkymi tlatenymi pismenami, napr. bod 4, bod B,... .
V pripadoch, kedy pouzijeme analyticky model bodu, v pravotocivej kartezidnskej suradnicovej sustave
0O, doplnime k bodu jeho dve suradnice? zdpisom: A[1,2], B[-1,3], C[0,1].

Priamky oznacujeme pomocou ich bodov, napr. AB, BC alebo malymi pisanymi pismenami: AB =
¢, BC = a a podobne. Toto oznadenie pouZijeme aj na oznalenie Useliek.® Pokial bude nevyhnutné
rozlisit, &i ide o priamku alebo Use¢ku, uvedieme to osobitne?. Navyse, zépis |AB| = ¢ znamen3, Ze
Usecka AB ma dizku c.

Ak uvaZujeme analyticky model priamky v rovine, pouZivame algebrické vyjadrenie pomocou rovnic
(parametrickych; vSeobecnych; smernicovych), napr. AB:x =1—-2t,y =2+ 1t,t €R; AB:x +
2y —5=0; AB:y=—%x+§.

Vyhodou parametrického vyjadrenia je moznost obmedzenia parametra t. Ak t € (0,1), ide o

parametrické vyjadrenie Usecky AB.Naobr. 1.1 jet = %a zodpoveda stredu M Usecky AB.

Obr. 1.1

1 palenikové K, Zahorska J., Vargova M., Rumanova L. (2020). Zdklady matematiky 2, Ed. Prirodovedec &. 725, FPV
UKF v Nitre

2 Ak p6jde o n —rozmerny euklidovsky (afinny) priestor, jeho body budd mat priradeny prislusny poéet sdradnic.
Suradnice su vyhradne realne Cisla, ale prislusnd baza vektorového priestoru nemusi byt nutne ortonormalna
(vektory su po dvojiciach na seba kolmé a kazdy vektor ma jednotkovu velkost).

Navyse, treba si uvedomit — pouZivany zapis alebo oznadenie bodu, vektora, ¢i priamky v prislusnom dynamickom
softvéri moze byt iné (zavisi od nastaveni a vyvojarov).

3 Usectka AB je mnozina bodov priamky, ktoré lezia medzi bodmi 4, B. Body 4, B sa nazyvaju krajnymi bodmi
usecky.

4 Zavedenie tohto dvojznaéného popisu mdze byt na prvy pohlad zmitoéné. Z dévodu Eastého poufitia
dynamickych geometrickym programov je vyhodnejsie aplikovat priamky nez use¢ky obmedzenych dizok.
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g
budeme oznadovat pomocou koncovych bodov a Sipok, napr. AB =B — A =(-2,1).

Znazornovat ich mozeme ako viazané na koncové body alebo volné vektory (so zaciatkom v bode

0[0,0]).

Vektory moZno séitovat, od¢itovat a ndsobit skaldrom.®

Dalej pripominame, Ze v kartezianskej siradnicovej sustave Oxy pre skalarny sucin U.v'vektorov

bl — - — I

U = (uy, Uy, uz), v = (v1,v,,v3) plati:

UV = |Ul.|v].cosp = uy.v; + Uy vy + uz. v,
kde ¢ je uhol vektorov i, V.
Roviny zapisujeme malymi gréckymi pismenami alebo pomocou bodov (so suradnicami), ktorymi su
ur€ené. Napr. na obr. 1.2 je zvolena kartezianska suradnicova sustava Oy,,,. Do sustavy je vloZena kocka
KMLMOPQR s dizkou hrany 2, kde K[2,0,0], N[0,0,0]. Vyznacend rovina § = KMR ma rovnicu x +
y+z—-2=0.°

Obr. 1.2

Jednym z kl'ti¢ovych pojmov, s ktorymi budeme pracovat, je deliaci pomer bodu na priamke.

Definicia (deliaci pomer bodu)
Nech A4, B, C su tri navzajom rdzne body kolinedrne body.” Deliacim pomerom bodu € vzhladom na
body A, B je realne ¢islo A = (ABC) definované vztahom:

5 Zakladné operécie s vektormi ako su séitanie, odéitanie, nasobenie skaldarom, ako aj grafické znazornenie
a geometrické interpretacie povazujeme za zname a dalej sa im nevenujeme. Ak je to potrebné, prestudujte
kap. 4 z literatary v pozndmke €. 1.

6V tematickych celkoch z analytickej geometrie bolo v stredo$kolskych uéebniciach zvykom pisat nad jednotlivé
oznacenia priamok a rovin obojstranné Sipky (na polpriamky a polroviny sa pouzivali jednostranné Sipky
s odrazkou). Kvoli prehladnosti textu tento spdsob oznacovania vynechavame. Z rovnakych dévodov v obrazkoch
roviny (neohranic¢ené Utvary) znazorfiujeme ako mnohouholniky, napr. uvedena rovina KMR je vizualizovana ako
trojuholnik, suradnicové rovina Oxy ako kosodlZnik.

7 Body leZia na jednej priamke.



jAC]
ﬂ=if:;
|BC

W| su velkosti vektorov R,W a znamienko priradujeme podla orientdcie vektorov:

kde |AC|,
a) deliaci pomer A je kladny, ak st vektory sthlasne orientované,

b) deliaci pomer A je zdporny, ak s vektory orientované opacne.

A C B
------ L e e .
A D B
______ B st e 1
A B E
T S = -
F A B
e P —— e —————— e > ——
Obr. 1.3

Podla obr. 1.3 pre deliace pomery bodov C, D, E, F (vzhladom k bodom 4, B) plati:

ol 41 _ ol e |
“ |ecl 8 2 " |Bp|] 6
_ | _ e AR 2 1
fT o BEl 2z v T BE] 147

Poznamendavame, Ze v definicii sa vyZzaduje, aby body A, B, C boli navzajom r6zne. Rozsirenie definicie
dovoluje uvazovat pripad A = C, kedy plati A = 0 a deliaci pomer nemozno definovat, ak C = B.

Ak (ABC) = A, potom z definicie deliaceho pomeru vyplyva:
AC = 1.BC

C—A=AC-B)

C—-AC=A—-AB

C_A—LB
1=

1.2 Afinny priestor a euklidovsky priestor

Délezitym pojmom, ktory pouZijeme v dalSom texte, je pojem grupy. Pojem pripomenieme najprv

uvodnym prikladom.



Priklad
V rovine a je zavedend suradnicovd sustava OxYy a je definovand mnoZina vektorov
M = {u = (uy,uy);u; € R,u, € R}.
Pre dva vektory u = (uy,u;) € M,v = (v4,v,) € M definujeme operdciu scitovanie vektorov " +"
nasledovne: U+ v = (u; + v4,u, + v,). Aké vlastnosti ma struktira (M, +)?
RieSenie
1) Pre lubovolné dva vektory U = (uq,u,), v = (v,,v,) z mnoZiny M plati, Ze po operécii
dostaneme opit vektor?, ktory mé dve stradnice a leZi v danej rovine «a.
Zapisali by sme:
VUvEeEM: U+ vEM.
Hovorime, Ze struktdra (M, +) je vzhladom na operaciu " + " uzavretd.

2) Pre lubovolné vektory U, v,m € M plati:
W+v)+m=u+ @ +m),
pretoZe pre suradnice po¢itame®
@+v)+m= ((upuz) + (V1:Vz)) + (my,my) = (ug + vy, up +v3) + (Mg, my) =
=, +v;y+myu, +v,+my) = (u1 + (vy +my),u, + (v, + mz)) =
((ul,uz) + (vy + mq,v, + M, ) ) =u+ @ +m)
Hovorime, Ze Struktdra (M, +) je vzhladom na operaciu " + " asociativna.

3) Pre kaidy vektor il € M existuje v rovine a vektor € taky, Ze plati:
u+e=¢e+u=1u.
V priklade ide konkrétne o vektor & = (0,0). *°
Hovorime, 7e §truktura (M, +) md vzhladom na operédciu" + " jednotkovy prvok €.

4) Pre kazdy vektor U € M existuje v rovine a vektor u, taky, Ze plati:
U+Uy= uy+u=e.
V priklade ide konkrétne o vektor uy; = (—uy, —u,).
Hovorime, ze v Struktura (M, 4+) ma vzhladom na operéciu " + " kazdy vektor svoj inverzny
prvok.

Struktidra (M, +) méa teda uvedené $tyri zakladné vlastnosti.*2

8 Vychadzame z predstavy o grafickom s&itovani dvoch vektorov.

% Vychadzame z pravidiel pre s&itovanie redlnych &isel (stradnice su redlne &isla).

0 vektor € = (0,0) mdZeme zapisat aj v tvare € = X — X, kde X je [ubovolny bod roviny a. To znamen3, 7e tento
vektor (viazany na body) mézeme ,,umiestnit” kdekolvek v rovine. Graficky sa vektor znazorfiuje slu¢kou (nie
orientovanou Useckou).

1 vektor u; = (—uy, —u,) je opaéne orientovany vektor k vektoru i = (uy, u,).

2 Navy3e, podla definicie operacie "+" pre lubovolhé dva vektory i € M, € M este plati: U + ¥ = ¥ + U.
Hovorime, Ze operacia "+ " je komutativna. Tato vlastnost vSak nemusi byt vSeobecne platna pre inak
definovanu operaciu.
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Obr. 1.4

Definicia (grupa)
Nech M je neprazdna mnozZina prvkov, na ktorych je definovana operacia " * ". Hovorime, Ze Struktura
oznacovana ako (M,*) je grupa s operaciou *, ak platia nasledovné vlastnosti:

1) Vx,yEM: x*xy €M,
2) Vx,y,z€M: (xxy)*z=xx(y*2z),
3) VxeM,deeEM: x*xe=ex*xx =x,

4) Vx € M,Axg E M: x*Xxy=Xp*Xx =e.
Niekedy sa skima aj komutativnost®® operacie " = ", t.j. Ci plati: Vx,y € M: x xy = y * x.

Tedria grip ma v geometrii ma vyznamné postavenie. Umoznuje uvazovat o geometrickych objektoch
a vztahoch medzi nimi na vSeobecnejsej Grovni, z ktorych mozno vyvodit geometrické dosledky. Napr.
grupa (M, +) z predchadzajuceho prikladu sa méze izomorfizmom®* zobrazit na euklidovsku rovinu,
v ktorej prvky mnoziny M sa zobrazia do inych prvkov - zhodnosti zvanych posunutia (posunutie ako
zhodnost je jednoznacéne uréend pomocou vektora).
Z vlastnosti grupy vyvodzujeme:
1) uzavretost operécie - zloZzenim dvoch posunuti (operécie na zhodnostiach) je opat posunutie.
2) Asociativnost operacie uvadza, Ze tri posunutia mozno skladat v lubovolhom poradi a vysledok
bude rovnaky.
3) Dalej existuje jedind $pecidlna zhodnost — posunutie s nulovym vektorom,® ktoré ma funkciu
neutralneho prvku.
4) Nakoniec, ku kazdému posunutiu existuje k nemu inverzné posunutie s opaénym vektorom.

V algebre je definovany aj pojem vektorového priestoru. V kratkosti uvadzame:

13 Nepatri medzi zdkladné vlastnosti grupy. Ak v3ak operdacia je komutativna, nazyvame grupu abelovskou
(komutativnou).

14 Morfizmom f medzi $truktdrami (4, +) a (B,.) nazyvame zobrazenie f , ktoré ,zachovdva vztahy/operécie
medzi prvkami, t. j. Va,b € A: f(a + b) = f(a).f(b). Volne povedané - obraz vysledku suctu a + b je taky
prvok, ktory je vysledkom sucinu jednotlivych obrazov f(a). f (b).

Operacie "+","." MozZno nahradit inymi znakmi a vyznamom. Ak je morfizmus f bijektivnym zobrazenim,
nazyvame ho izomorfizmom.

15 v stredoskolskej geometrii sa (z didaktickych dévodov) neuvaZuje o posunuti, ktoré by bolo uréené nulovym

vektorom. V nasom pripade ide o rozsSirenie definicie posunutia za ucelom aplikacie tedrie grup.
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Definicia (vektorovy priestor)

Nech M je neprazdna mnozina prvkov (nazyvanych vektory), na ktorej je definovand komutativna
operacia " + " tak, Ze $truktura (M, +) je grupa. Dalej nech $truktdra (F, +,.) je polfom, ktorého prvky
nazyvame skalary?®,

Struktaru (V(F), +,.) nazyvame vektorovym priestorom nad polom F, ak platia vlastnosti:

1) Vx,yeMVteF: (x+y).t=x.t+y.t,
2) VxeEM,Vt,seF: (t+s).x=x.t+=x.s,
3) VxeM,Vt,s€eF: (t.s).x =t.(s.x),

4) Vx€EM,de€F: x*xe=e*xx =x.
Poznamendvame, Ze vektorovy priestor je kazdd $truktura, ktord vyhovuje uvedenym vlastnostiam.?’
Z nich vyplyva, Ze vektorovy priestor je takd mnozZina vektorov, s ktorymi mozno vhodne pracovat,
napr. ich vhodne vzajomne scitovat alebo nasobit skalarmi.

V dalSom texte poloZzime (F,+,.) ako pole realnych Cisel R, resp. R™, n € N usporiadanych n — tic
realnych ¢isel. Nasledne pre vektorovy priestor konkrétnejsie oznacujeme (V(R),+,.), resp.
(V(R,),+,.)pren € N,n > 1.

Vektorovy priestor (V(R,,), +,.) je ,zdkladom“ pre tzv. afinny (n —rozmerny) priestor.

Definicia (afinny priestor)
Nech P, je neprazdna mnozina, (,,(R),+,.) je vektorovy priestor nad polom R anech
f:B, X B, = V, je zobrazenie'® s vlastnostami:

1) VA,B,CeP,:f(A,B)+ f(B,C)=f(AC)
2) Existuje taky prvok O € P,, e (3pecialne?®) zobrazenie f,: B, — V,,, ktoré kazdému prvku X €
P, priradi vektor f(0, X), je bijektivne zobrazenie.

Struktiru — trojicu (P, V,(R,+,.), f) nazyvame afinnym priestorom dimenzie® n.
Pre jednoduchost:

a) afinny priestor (P, V,(R,+,.), f) oznacujeme len ako A,

16 pre Uely tohto uebného textu si pod pojmom pole si mdZeme nazorne predstavit mnoZinu reélnych Eisel
s operaciamiich sCitovania a nasobenia. Iné pole v tomto texte nebudeme pouZzivat. Exaktnu definiciu pola najde
Citatel napr. Palumbiny D. (1997). Algebra 1. FPV UKF v Nitre.

17 Nie je velmi vhodné stotoZiiovat fyzikalny priestor okolo nas s nejakym matematickym priestorom. Niektoré
vlastnosti matematickych priestorov sa daju nazorne ilustrovat vredlnom svete, ale vo vseobecnosti su
matematické priestory abstraktnejSie. Napr. existuje tzv. trividlny vektorovy priestor nad polom F, ktory
obsahuje len nulovy vektor a Ziadne iné.

18 Zapis zobrazenia f: B, X B, - V,, znamen4, Ze usporiadanej dvojici z mnoZiny P, X P, sa priradi prave 1 obraz
— prvok (vektor) z vektorového priestoru V,,. Volne povedané, z ,,dvoch prvkov mnoZziny B, vytvorime vektor”.
Pozor, zo zapisu nie je jasné, akym konkrétnym spdsobom sa tak stane. Ukdzeme na prikladoch, Ze predpisy mézu
byt rézne.

19 Oznacenie ,$pecidlne” naznacuje, Ze zobrazenie f, je iné, neZ je vyssie uvedené zobrazenie f. Ako vidno, je
definované na mnoZine B, a pomocou konkrétne fixovaného prvku O.

20 pojem dimenzie sUvisi s maximalnym poé&tom linedrne nezdvislych vektorov v danom vektorom priestore,
pomocou ktorych mozno vyjadrit ostatné vektory uvazovaného priestoru ako ich linedrnu kombinaciu. Vo
vektorovom priestore (V(R,,), +,.) je to prave n nenulovych vektorov.

9



b) mnozinu P, nazyvame nosi¢om afinného priestoru A,, a jeho prvky pomenujeme bodmi,
c) samotny vektorovy priestor (V(R,),+,.) nazyvame zameranim afinného priestoru A,, a jeho
prvky (v zhode) s povodnym ndzvom, volame vektormi.

Priklad
UkdZte, Ze intuitivnou stredoskolskou interpretdciou orientovanej usecky ako viazaného vektora
v rovine su splnené obe podmienky uvedené v definicii afinného priestoru A,.
RieSenie
Vybranu rovinu a povaZujme za nosi¢ P, ajej prvky su body. Konkrétne, zobrazenim f nazveme
pravidlo, ktoré fubovolnej orientovanej Usecke priradi vektor (podla orientacie usecky). Nasledne pre
lubovolné tri body A, B, C € «a plati:

f(A,B) =1 =4B, f(B,C)=1%=BC.
Podla rovnobezZnikového pravidla na s¢itovanie vektorov odvodime:

C f(AB)+f(B,C)=u+v=
4 =AB+BC=B—-A+C—-B=C—-A=AC = f(4,0),
’ ¢im je prva vlastnost splnena.

rY u Ak vrovine a vyberieme pevny bod O, potom zobrazenie f,
A zavedieme ako spoOsob, kedy kazdému bodu X € a priradime
1, ,’;ﬁ\ orientovanu Usecku zacinajucu v bode O a konciacu v bode X, teda

! -7 vektor OX.
TP Zobrazenie f, je bijektivne (r6zne body X;, X, urcuju rézne vektory
— 0X,, 0X,; kazdy vektor 0X ma jediny koncovy bod X).
Vidime, Ze je splnend aj druhd vlastnost z definicie afinného
Obr. 1.5 priestoru.
Uvedeny priklad, kde nosicom je rovina a zameranim vektorovy dvojrozmerny priestor (nad pofom R)

so zobrazeniami f a fy, je dvojrozmerny afinny priestor A,.

Vsimnime si, Ze v predchadzajucom priklade sme nepoufZili analyticky pristup, t.j. nebolo potrebné
zaviest aritmeticky model bodu a vektora (pomocou suradnic).
Ak interpretujeme bod ako usporiadand n —ticu redlnych &isel, nosicom P, bude mnoZina bodov
v tvare:

Alaq, ay, ...,a,], Blby, by, ..., by], Clcy, cyy vy i, oo

X[x1, %9, o, xp]
pre i =1,2,..,n.
Zobrazenie f: P, X B, = V,, definujem pomocou suradnic, napr. zavedieme ho Standardne ako ,,rozdiel
sebe odpovedajucich zloZiek"
f(A,B) = (bl - al, b2 - az, ...,bn - an) = 17

Plati:

1) f(A, B) + f(B, C) = (b]_ - al,bz - az, ...,bn - an) + (C1 - bl' C2 - bz, ""CTL - bn) =

= (bl —aq +C1 _blle —ay +C2 _bz,...,bn_an‘l‘cn_bn) =
=(c; —as, ¢ —ay,..,cp—ay) = f(4,C)
2) Ak O[04, 0, ...,0,], potom bijekcia f, priradi lubovolnému bodu X jednoznaéne vektor
f(0,X) = (%1 —01,X3 — 03, e, Xy — Op) = U.
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Uvedeny aritmeticky model afinného priestoru je geometricky nadzorny, prakticky na vypocty, a preto
aj najpouzivanejsi.
Ako naznacuje nasledujuci priklad, existuju aj iné aritmetické modely.

Priklad ([3, str. 21])

MnoZina P, = {[x1,x,] € R X R,x, > 0} spolu s vektorovym priestorom (V,(R),+,.) a zobrazenim
fX,v)= (x1 -y + log%,xl -y — log%), kde X[xq,x3],Y[y1,¥2] € P, je afinnym priestorom.

2 2

Dokadzte!

RieSenie

Overime vlastnosti afinného priestoru podla definicie. Nech A[ay, a,], B[by, b,], Clcy, ¢2], O[04, 05] st
body P,. Pocitame:

1) f(AB)+f(B,C)=

az a
= (al — by + logz,al — by —log—

b,

b, b,
+|by — ¢y +1log—,b; —c; —log—
C2 C2
az b, az 2
=|a; — by +log—+ by —c; +log—, a; —b; —log—+b; —c; —log—| =
b, C2 b, C2

a b, a b,
= (al + logb—— ¢+ logc—, a, — logb— —C1 — logc—) =
2 2 2 2

az by az by
=(a; — ¢y +log Eg' a; —c; —log Ea =

a a
=(a1—cl+log—, al—cl—log—)=f(A,C).
) C2

2) Ukazeme, Ze fo:P, = V, je bijekcia.
Ak fubovolnému bodu X[x;, x,] priradime vzhladom na pevny bod O[04, 0,] vektor i =

(uq,uy), potom podla vlastnosti 1) plati:
03
01 —x1 +log—=1u,
X2
log 22
0, —x;—log—=u
1 1 ng 2
Odvodime rovnice (sc¢itanim a odcitanim vyssie uvedenych)
2000 —x) =u; tuy

2log 2
0g— = U — Uy,
ng 1 2
z ktorych vyplyva
Uy + u,
x1 == 01 - 2

Ui —up
xZ - 02.10 2

Suradnice bodu X su jednoznaéne priradené stradniciam vektora 1 a opacne.
Trojica (P,, (V2(R), +,.), f) je afinnym priestorom dimenzie 2. Oznadime ho A’,.

Uloha
Vo vhodnom dynamickom softvéri preskimajte geometriu afinného priestoru z predchadzajuceho
prikladu. Postupujte nasledovne:

a) Zvolte suradnicovu sustavu Oxy a pevny bod O[o4,0,] € A’,, 0, > 0.

11



b)

d)

e)

f)
g)

Narysujte niekolko vybranych geometrickych dtvarov (napr. Usecku, priamku, kruZznicu,
trojuholnik, ...) tak, aby boli podmnozinami daného afinného priestoru (podmienka x, > 0 pre
kazdy bod X[x;,x,] € P,).

Na kazdom z vybranych Utvarov zvolte bod M, ktorému priradite vektor f(0, M). Stradnice
vektora pouZite ako suradnice bodu M; a znazornite ho v rovnakej suradnicovej sustave.

Aké utvary vykresli bod M; pri zmene stradnic bodu M? Pouzite nastroj,geometrické miesto
bodov“ na vykreslenie prislusnej krivky.

Zmente nastavenia — polohu bodu 0, suradnice bodov uUsecky avrcholov trojuholnika.
VySetrite aj limitné pripady pre M[my, m,], kde m, — 0.

Je obrazom kruznice opét kruznica? Zavisi obraz kruznice od jej polomeru?

PouZite nastroje umelej inteligencie na odvodenie rovnice krivky, ktord je obrazom kruznice
srovnicou (x —2)? + (y —2)?2 =12, kde r > 0 je parameter. Vysledok overte pomocou

dynamického softvéru.

Navody najdete na obr. 1.6 a 1.7.
€2 GeoGebra Classic 5 . = o

File Edit View Options Tools Window Help
DEERNDEENEE

a

2 .
» Algebra ~ Graphics

Conic L[Oac~

® kix2+y2-4x-4y=-7
Implicit Curve
® eql: (x +y)2 + 16(10°((y -X) / 2) - 12 =4
Locus
® loc1 = Locus(M_1, M)
® loc2 = Locus(N_1, N)
Number
r=1
Point
A=(0,-2)
B =(0, 5.24)
C =(-3.51,0)
D = (11, 0)
o M=(32)
oM, =(1,-1)
® N =(-2.6, 0.54) N

® N, =(5.17, 4.03)
®P=(0,4) Q
® Q=(3,0)
Segment
Text

Vector

' Input:‘

Obr. 1.6 Vizualizacia zrealizovana prostrednictvom Geogebra Classic 5.0.803.0-d

Kruznica k ma rovnicu (x-2)"2+(y-2)"2=1. Kazdému jej bodu
M[x(M),y(M)] sa priradi bod M_1[(x(O) - x(M) + Ig(y(O) / y(M)),
x(0) - x(M) - Ig(y(O) / y(M)))].

Aka je rovnica obrazu kruznice k?

Rovnicu obrazu kruznice k uréujeme vyjadrenim pévodnych stradnic bodu M [z 57, Y]

pomocou nového bodu M [z, y| a ich naslednym dosadenim do rovnice kruznice.

1. Ur&enie stredu kruznice O

Z danej rovnice kruznice k : (z — 2)? + (y — 2) = 1 vycitame jej stred O:
Olzo,y0] = [2,2]

Stradnice zobrazeného bodu Mj [z, y| st podla zadania:

z=xzp—zTpy+1g (&>

Ym
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Bod M |z, ya | lezi na kruznici k, takze spina rovnicu:
R R
(zsr —2)* + (yn —2)* =1

Dosadime pripravené vyrazy za (z3; — 2) a (yar — 2):

(-552) B -] =

—(I;y)z +4(10% - 1)2 =1

Vynasobenim celej rovnice ¢islom 4 ziskame konecny tvar rovnice obrazu:
b y-z 2
(z+y)?+16 (wT - 1) =4

Poznamka: Ak by symbol lg predstavoval logaritmus s inym zakladom a (napriklad
prirodzeny logaritmus so zakladom €), v exponente by namiesto zakladu 10 bolo
Cislo a:

)

(+9)?+16 (a'F —1) =4

Obr. 1.7 Vypocet realizovany prostrednictvom: Google. (2026). Gemini (Verzia zo 14. augusta 2026)
[Velky jazykovy model]. https://gemini.google.com

V dalsich kapitolach budeme pracovat s tzv. euklidovskymi priestormi.

Definicia (euklidovsky priestor)
Afinny priestor A, nad polom redlnych Cisel R nazveme euklidovskym priestorom, ak jeho zameranie
(,(R), +,.) je vektorovy priestor, v ktorom je definovany skaldrny suéin dvoch vektorov?.

Zavedenim skaldrneho sucéinu do zamerania afinného priestoru sa meni jeho ,kvalita“. Skaldrnym
sucinom mdzeme urcovat vzdialenosti bodov (dlzky Useciek, velkosti vektorov). Napr. na obr. 1.4 s

vyznagené body A[1,2], B[—1,3]. Ich vzdialenost je velkost vektora AB, ktorl vypo&itame z rovnosti:
AB.AB = |Z§| |Z§|.c050 , kdeAB =B —A = (—2,1). Pocitame:

_— — —2 g —_—— ——

AB.AB = |AB|" = |AB| =VAB.4B = /(-2,1).(-2,1) = /(-2).(=2) + 1.1 = V5.

Afinné priestor A,,, ktory je aj euklidovskym priestorom, oznacujeme E,,.

Uloha
Pomocou nastroja umelej inteligencie vyhladajte algebricki definiciu skaldarneho sucinu dvoch
vektorov vo vektorovom priestore V;, a presvedcte sa, Ze definicie:
a) d.b=ay.by+ay.b,+-+ay.by kded = (aj,a,, ..., an),b = (by, by, ..., by)
b) @b =ay.by—as.by —ay.by +2.a,.by, kde @ = (ay,a,),b = (by, by),
su korektne definované skaldrne suciny.
Navod ndjdete na obr. 1.8.

21 Skalarny sucin mozno vieobecne definovat ako zobrazenie. Hovorime, Ze zobrazenie f:V,, X V,, - R je
skalarny sucin dvoch vektorov, ak Vd, B, ¢ € V,, apre Vt € R platia axiéomy:

1)f(&+ b,5)=f(&,5)+f(b,5), 2)f(t.&,b)=t.f(&,b), 3)f(E:b)=f(b,&),
4)f(d,a) =0, 5)f(a,d) =0 d=0.

Skalarny sugin dvoch vektorov, ktory sme definovali v kapitole 1.1 spifia vietkych 5 vlastnosti uvedenej definicie.
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Skalarny sucin dvoch vektorov vypocitame podla rovnosti
vektor a. vektor b= a_1.b_1-a_1.b_2-a_2.b_1+2.a_2.b_2, kde
suradnice vektora a st (a_1, a_2) a vektora b zase (b_1, b_2).
Platia axiomy skalarneho sucinu?

0 -
Ano, vietky axiomy skalarneho suéinu platia. Tento predpis definuje platny (i ked'
nestandardny) skalarny s&in na vektorovom priestore R2.
Oznaéme si danu operaciu ako g(a, b) = a1b; — ajby — asb; + 2asb,.
Postupne overime vSetky 4 axidmy skalarneho sucinu:
1. Symetria (Komutativnost): g(a, b) = g(b, a)
Vypocitame g(b, a) zamenenim vektorov:
g(b,a) = bja; — bias — byay + 2bsas
KedZze nasobenie reédinych Cisel je komutativne (bya; = aiby, —byas — bea; = —asb; —

aibs, 2bras = 2a»b»), dostavame:

Obr. 1.8 Vypocet realizovany prostrednictvom: Google. (2026). Gemini (Verzia z 15. augusta 2026)
[Velky jazykovy model]. https://gemini.google.com

1.2 Podpriestory
UvaZujme vektory Uy, Uy, ..., U, , pre n € N, z vektorového priestoru (V(F), +,.) nad polom F.
Hovorime, e vektory Uy, Uy, ..., U, su linedrne nezavislé, ak plati implikacia:

VCl,Cz, v, Cp EF: Cl.u—)1+C2.u—)2+ +Cnﬁz 0= C1=C = =Cp = 0.

Ak uvedend implikacia neplati, potom struéne hovorime o linedrne zavislych vektoroch.?

Ak su vektory uj, Uy, ..., U, linedrne nezavislé a kazdy vacsi pocet vektorov ako n ui predstavuje
linedrne zavislé vektory, potom mnoZinu B = {u;,u,, ..., U, } hazyvame bazou vektorového priestoru
(V(F),+,.). Prirodzené ¢islo n nazyvame dimenziou (vektorového) priestoru. Oznadujeme:

dimV = n.
Baza vektorového priestoru nie je ur¢ena pre dany priestor jednoznacne. Napr. majme dvojrozmerny
vektorovy priestor nad polom R. Mnoziny vektorov B; = {(1,0),(0,1)}, B, = {(2,2),(—2,2)} st obe
bazami daného vektorového priestoru.

Pre B;vypoctom odvodime: Pre B, vypocitame:
¢1-(1,0) + ¢2.(0,1) = (0,0) ¢1-(2,2) + ¢.(=2,2) = (0,0)
1.C1+0.C2=0:>C1=0 2.C1_2.C2=0
0.C1+1.C2=0 :szo 2.C1+2.C2=0

Vzdjomnym scitanim a odcitanim oboch rovnic
dostaneme:

22 |mplikaciu nemozno obratit. Napr. vektory u; = (1,1),u, = (2,2) su linedrne zavislé. Aviak, ak by sme
implikaciu obratili a predpokladom polofili ¢; = ¢, = 0, potom dostaneme ¢,.%; + ¢, U5 = 0.%; + 0,75 = 0.
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4C1=0:>C1=0
_4C2=0:>C2=0

€2
x
8_1_,,
Obr. 1.9

Kazdy vektor ¥ € (V(F), +,.) je linedrnou kombinaciou vektorov bazy. Zapisujeme

Cr- Uy + Uy + Uy, = U
Vsetky vektory skiimaného vektorového priestoru mozno vyjadrit ako linedrne kombinacie vektorov
bazy.
Ak z bazy (mnoZiny linedrne nezavislych) vektorov vektorového priestoru (V(F),+,.) Vytvorime
neprazdnu k —prvkovl podmnoZzinu (0 < k < n), dostaneme opit bazu, ale uz vektorového
podpriestoru (V; (F), +,.) daného vektorového priestoru (V(F), +,.).

Vektorovy podpriestor je tie? vektorovym priestorom, pretoze spifia vietky vlastnosti z definicie
vektorového priestoru. V pripade, 7e k = 1, nazyvame dany vektorovy podpriestor ako smer.?

Definicia (afinny podpriestor)

Nech A,, je afinny priestor s nosicom P, a zameranim (V;,(R), +,.). Neprazdnu podmnozinu Ay, k < n
nazveme afinnym podpriestorom A, ak A, je afinny priestor, ktorého nosic¢ P, je podmnozinou P,
a jeho zameranie (V. (R), +,.) je vektorovym podpriestorom (V,,(R), +,.).

le zrejmé, Ze dimenzia afinného (pod)priestoru sa odvodzuje od dimenzie jeho zamerania. Dimenzia k
vSak neurcuje afinny (pod)priestor jednoznaéne. Napr. v afinnej rovine (afinny priestor A,) existuje
nekonecne vela afinnych priamok - afinnych podpriestorov dimenzie k = 1.

Tieto afinné priamky moézu prechadzat spoloénym afinnym bodom z nosi¢a P, (patria do jedného
zvazku priamok — navzajom réznobeZnych alebo rovnobeZnych) alebo aj nie. %

2 Smer ako jednorozmerny vektorovy podpriestor je mé bazu len jeden nenulovy vektor. Véetky vektory zo smeru
su jeho nasobky (vratane nulového nasobku). Ak nasobime vektor bazy kladnym skalarom, su oba vektory
stuhlasne orientované. Ak je skalar zaporny, maju vektory nesuhlasnu (opacnu) orientaciu. V tomto je rozdiel
medzi chapanim ,smeru” v beznom zmysle slova a v matematickom (pre cestujiceho na zastavke je dolezité
vediet, ¢i autobus smeruje do mesta alebo von z mesta).

24 Na odlidenie jednotlivych afinnych podpriestorov obéas pouZivame doplfiujice indexy.

15



Obr. 1.10

Afinny podpriestor dimenzie:

e k = 0 nazyvame afinny bod (zameranie obsahuje len jeden vektor a to je 6),

e pre k =1 je afinna priamka (uréena bodom a smerovym vektorom; nosicom podpriestoru su
vSetky body uvaZovanej priamky, zameranim su vSetky nasobky smerového vektora danej
priamky),

e pre k = 2 ide o afinnu rovinu (urc¢end je bodom a dvoma nezavislymi smerovymi vektormi;
nosicom podpriestoru su vsetky body uvaZovanej roviny, zameranim su vsetky linearne
kombinacie smerovych vektorov danej roviny),

e prek = n — 1hovorime o afinnej nadrovine (uréena je bodom a n — 1 nezavislymi smerovymi
vektormi; nosicom podpriestoru su vsetky body uvaZovanej nadroviny, zameranim su vsetky
linearne kombinacie smerovych vektorov danej nadroviny).

Zo sp6sobu uréenia afinnych podpriestorov pomocou bodu M[m,, m,, ..., m;] a smerovych vektorov
u, = (Ui, Uiz, > Uik ), L = 1,2, ..., k vyplyva aj parametrické vyjadrenie v tvare: %

X = M+C1.u—)1+C2.u—)2+"'+Ck.w,

kdec; ER,i=1,2,..,k.

Ak je afinny (pod)priestor euklidovsky, hovorime o euklidovskom bode, euklidovskej priamke,
euklidovskej rovine a euklidovskej nadrovine.

25V niektorej literatire sa mnozine bodov X, ktorych suradnice vyhovuji parametrickému vyjadreniu, hovori
linearna varieta.
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Dékazy maju viiésiu platnost ako svedkovia.
(Cicero)

2 Afinné zobrazenia
V predchddzajucej kapitole sme zopakovali zakladné pojmy a definicie zo stredoskolskej matematiky,
z algebry a analytickej geometrie. Pripominame, Ze dalej pracujeme so Standardnym analytickym
modelom bodu a vektora (suradnice pocitame ako rozdiel odpovedajucich si suradnic koncového
a zaciato€ného bodu) n — rozmerného afinného priestoru A,, nad polom R, teda:

Alay, ay, ..., a), B[by, by, ..., by] € Ay, a;,b; €R,i,j =1,2,3,..,n,n €N,
plati:

f:B,xB, >V, f(A,B) =u= (by —ay, by, —ay,...,b, — ay).

2.1 Afinné zobrazenia

Body afinného priestoru A5 zobrazujeme do vybranej afinnej roviny A; c Aj, kde smer premietania
je uréeny kolmo na A3.

Obr. 2.1

Zobrazenie g: A; — A3 ma tieto vlastnosti:
e obrazom bodu® je vidy bod; g:A — A%, ..., g: P — P%,
e obrazom priamky (nie kolmej na rovinu) je priamka; g:p — p*,g:q — q7, ... alebo
obrazom priamky kolmej na rovinu je bod; g: AU — A*.
e Ak bod lezi na priamke, potom sa zobrazi do bodu leZiaceho na obraze uvazovanej priamky.
e Ak bod bol stredom tsecky, zobrazi sa ako stred obrazu; g: S — S*, kde S je stred CD, S* je
stredom usecky C*D*.
e Zobrazenie g zachovava deliaci pomer; napr. (CDS) = (C*D*S*), (ABC) = (A*B*C™), ....
Afinné zobrazenie definujeme nasledovne:

%Bod P € A; asulasne P € A; mé obrazbod P*.Body P, P* nie st totozné, hoci maju rovnaku poziciu. V pripade
poufZitia analytického modelu by platilo: P[xp, yp,0] a P*[x},y5]. Z toho dévodu sme na obr. 1.11 sme pouZili

—u

priradovaci znak ,: =“.
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Definicia (afinné zobrazenie)
Zobrazenie g afinného priestoru A,, do afinného priestoru Ay, nazveme afinnym zobrazenim, ak sa:
a) [lubovolné tri navzajom rbézne kolinedrne body A,B,C € A, zobrazia do troch navzajom
réznych kolinearnych bodov A*, B*,C* € A, tak, Ze sa deliace pomery (ABC), (A*B*C™) sa
rovnaju
alebo
b) body A*,B*,C* € A, sutotoiné body.

Zobrazenie z predchadzajucej ukazky je afinnym zobrazenim.

Ak afinné zobrazenie g spifia podmienku a) z definicie, potom hovorime, 7e je regularne. Ak len spifia
podmienku b), nazyvame ho singularnym afinnym zobrazenim.

Afinné priestory oznaujeme A,, A}, kde n,m € N. Cisla n,m vyjadruji dimenziu zamerani
odpovedajucich afinnych priestorov. Prakticky urcuju, kolko suradnic ma bod, resp. vektor daného
afinného priestoru. M6zZu nastat pripady:

n<m, n=m, n>m.

Pre pripady, kedy n = m, zavadzame doplnkové oznacenie * pre afinny priestor obrazov ako Ay,.
Zdéraziiujeme tak, ze afinné priestory A,, A}, méiu byt rovnakej dimenzie, aviak nemusia byt
totozné. Napr. uvaZzujme dve na seba navzajom kolmé afinné roviny A, a A5. RovnobeZné premietanie
v smere vektora § (r6znobeZného s priese¢nicou rovin) je afinnym zobrazenim g: A, — A}.

Ao

Obr. 2.2

Najdu sa aj priklady afinnych zobrazeni, v ktorych su afinné priestory A,,A;, totoiné. Afinné
zobrazenie g: A,, — A;, = A, nazyvame afinnou transformaciou. Napr. osova sumernost v rovine
A, = A5 je afinna transformacia.

Bodom A4,B,C,...€ A, hovorime vzory, body A% B* C* .. € Ay nazyvame obrazy. Niekedy
prehladne zapisujeme:
g:A— A%, g:B — B, g:c—C* ..,
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¢im presne urcime, Ze v afinnom zobrazeni g sa vzor A zobrazi do obrazu A* a pod.

Uvazujme?’ len o reguldrnom afinnom zobrazeni g: A,, — A;,.

Ak g:A — A*, g:B — B*, potom vektor i = B — A sa zobrazi na vektor u* = B* — A%, tj. vektor

ako vzor % ma obraz vektor u* . Vektory su prvky prislusnych zamerani i € V,, = Vi .
KedZe su to prvky vektorovych priestorov, nemusia byt viazané na konkrétne afinné body.?®

Z uvedeného dovodu medzi vektorovym priestormi V,, V;, definujeme (formalne) asociované
zobrazenie ¢ pomocou afinného zobrazenia g:
@:Vy — Vi

Vi eV, =B—A3u € Vo) =u* = g(B) — g(A).
Zavedenie asociovaného zobrazenia umoznuje vyuzit vlastnosti vektorovych priestorov, napr. ak tri

navzajom rozne kolinedrne body 4, B, C sa v afinnom zobrazeni g zobrazia postupne do bodov A*, B*
a C*, potom asociované zobrazenie ¢ zobrazi linedrne zavislé vektory U = R,ﬁ =BC do linearne
zavislych vektorov
u=g(C-A)=g(€)-g(A) =C" -4 =AC,
vi=g(C-B)=g(C)-g(A)=C"-B" =BC,
pretoZe zobrazenie g je reguldrnym afinnym zobrazenim (kolinedrne vzory A,B,C zobrazi do
kolinearnych obrazov A*, B*,C*).
Navyse, afinné zobrazenie g zachova deliaci pomer® a plati:

(ABC) = + EC:' =+ ﬁ = (A*B*C™).
|BC| |B*C*|

Z uvedeného vyplyva:

e afinné zobrazenie zachovava incidenciu. Ak afinny bod C leZi na priamke AB, jeho obraz C*
leZi na priamke A*B*, ktora je obrazom AB.

e Obrazom afinnej priamky je tiez afinnd priamka. Z toho dévodu hovorime, Ze afinné zobrazenie
je linearnym zobrazenim.

o Ak afinné priamky AB,CD maju rovnaky smerovy vektor (sU rovnobeiné), potom su
rovnobeiné aj ich obrazy A*B*,C*D*.Hovorime, Ze afinné zobrazenie zachovava
rovnobeznost. 3°

e Afinné zobrazenie g: A,, — Aj,zachovava linedrnu kombinaciu bodov (linedrna kombinacia
vzorov je linedrnou kombindciou prislusnych obrazov). 3!

27 Singuldrne zobrazenie je z geometrického hladiska ,nezaujimavé“- body nejakej afinnej priamky sa zobrazia do
jedného bodu; body dalSej vybranej afinnej priamky sa mézu zobrazit aj do iného bodu, atd. ... t.j. obrazy afinnych
priamok z afinného priestoru A,, st body afinného priestoru A,,.

22 Napr. pouZijeme nazorny geometricky pohlad — ak vektor v trojrozmernom (euklidovskom) priestore
modelujeme ako orientovant usecku, rozhodujtce su len dve skutognosti — dizka tse¢ky a jej smerovanie; na
konkrétnom umiestneni v danom priestore nezalezi.

2% Formalne - deliaci pomer je definovany ako pomer velkosti vektorov, avéak vo véeobecne zavedenom afinnom
priestore nie je definovany skalarny sucin, ktorym by sme urcili konkrétne velkosti vektorov. Ak by to bolo
v konkrétnom pripade potrebné, potom zavedieme skaldrny sucin dodatocne.

30 vzor a jemu odpovedajlci obraz nemusia byt navzajom rovnobeiné.

31 pripominame: Ak st dané body 0, A, 4, ..., A, € A, k € N a&isla ¢y, ¢y, ..., € R, pre ktoré plati: ¢; + ¢, +
-+ ¢, =1, potom bod X = ¢;(4; — 0) + ¢,(4, — 0) + -+ + ¢ (A, — 0), nazyvame linedrnou kombinaciou
bodov A, A,, ..., Ag (s koeficientami ¢y, ¢y, ..., ¢;). Podmienka Zi—‘zl ¢; = 1 zabezpedi, Ze poloha bodu X nezdvisi
na volbe bodu 0. Analogicky, pri podmienke Y¥_, c; = 0 zase poloha vektora ¢;(4; — 0) + ¢, (4, — 0) + -+ +
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Ak X = c1 Ay + Ay + -+ ¢ A, pre 4; € A, Z;‘zl ¢; = 1anplati:
g:Ay — A}, g:4;, — A5, .., g: Ay — A,

potom pre lubovolny bod O € A, ajeho obraz g(0) = 0" € A;,, pomocou asociovaného
zobrazenia ¢ odvodime32:
X' = g(X) = g(0) — 1 (0) + 0(0) = p(0X) +
Sucasne
9(0X) = 9(X — 0) = ¢(c1. (A1 — 0) + €. (A, — 0) + -+ + 4. (A — 0) — 0) =
=c1. (A1 —0) + 2.9 (A3 = 0) + -+ . (A — 0) — g(0) =
= ¢1.(9(41) — g(0)) + 2. (g(42) — g(0)) + -+ + cr- (g (Ax) — g(0)) — 9(0)
=c1.g(A1) + ¢, g(Az) + . g(AR) + (1 + oo+ + ¢ — 1).g(0) =
=c.9(A1) +c3.9(Ay) + . g(Ar) + (0—=1).g(0) = ;. A] + 3. A5 + -+ . Ay, — 1. g(0).
Z oboch odvodenych rovnosti vyplyva:

X*=@(0X)+ g(0) = ¢c;. A} + cp. A5 + - . A}, + g(0) — g(0)
X" =c1. Al + . A + e A
Uloha
Dané su dve navzajom kolmé afinné roviny A,, A5 abod S. Pomocou nastroja umelej inteligencie

zistite, ¢i zobrazenie premietajice body X roviny A, do bodov X* roviny A tak, Ze body X, S, X" su
kolinedrne, je afinnym zobrazenim. Navod ndjdete na obr. 2.3.

Zisti, ¢i stredové premietanie so stredom S, ktoré premieta
body z roviny alfa do roviny beta pomocou priamok
prechadzajucich bodom S, je afinnym zobrazenim.

Stredové premietanie nie je afinnym zobrazenim. Slovenska technicka univerz...
D6vody: univerzita Mateja Bela v Ba...

¢ Nezachovava rovnobeZnost: Ak zvolime dve rovnobeZzné priamky v rovine c, ich
stredovy priemet v rovine 3 sa v vieobecnom pripade pretina v tzv. UbeZniku. Afinné
zobrazenie vSak musi rovnobeznost dvoch priamok vzdy zachovavat.

Slovenska technicka univerz... + 2

* Nezachovava deliaci pomer: Stredové premietanie nezachovava pomery dlzok useciek
ani stred usecky (deliaci pomer troch bodov na priamke sa meni, zachovava sa len tzv.
dvojpomer). Univerzita Mateja Bela v Ba...

Obr. 2.3 Google. (2026). Gemini (Verzia z 20. augusta 2026) [Velky jazykovy model].
https://gemini.google.com

cx (A — 0) nezavisi na vybere bodu 0. Casto sa pouZiva skrateny zapis: X = c;A; + c,A, + - + ¢ Ay. [3, str.
68-71]

32 pouzivame asociované zobrazenie ¢, pretoZe pracujeme s vektormi a mdZeme pouZivat operécie definované
vo vektorovom priestore (s€itovat, nasobit skaldrom, uvazovat o ich linearnej kombinacii).
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2.2 Analytické vyjadrenie afinného zobrazenia

Priklad
Afinnd transformdcia g: E, — [E, je definovand ako osovd sumernost s osou o. Urcte rovnice, ktorymi
pomocou suradnic lubovolného vzoru X[x,y] vypocitate sdradnice jeho obrazu X*[x*,y*]. Vhodne
zvolte suradnicové sustavy a polohu osi sumernosti o.

RiesSenie

Do euklidovskej roviny E, poloZzme suradnicovu sustavu Oy,,, pomocou ktorej kazdému bodu X € E,
priradime suradnice [x,y]. Obrazu — bodu X* priradujeme suradnice [x*,y*] podla polohy novej
suradnicovej 0;*3,*. Vzhladom ktomu, Ze ide o afinnd transformaciu, bude jednoduchsie, ak

sUradnicové osi stotoznime.

a) Nech x =x",y =y*a os simernosti o bude stotoZnend so suradnicovymi osami y,y* (v
suradnicovej sustave Oy, md rovnicu x = 0). Podla definicie osovej simernosti sa vzoru X[x, y] priradi
obraz X*[x*, y*] tak, Ze Gsec¢ka XX* je kolmd na os 0 a stred XX ™ leZi na osi 0. Z toho vyplyva, Ze pre
jednotlivé suradnice plati:
X' =—x
y' =y,
resp.
x*==-1x4+0.y+0
y*=0x+1y+0.

()= D-6+0

Zapisané maticovo:

o:x=10 :
y=y" y=y" Loz =m
i
i
1
X", y'] X[z, y] XM=y Xz, y]
#mm o N ° - ———@——————- P —————— -e
1 1 [} ]
1 I I i ]
1 I I = ]
! ! I ! 1
J.* . B . i . X
r=-x X T=Zx T* : m r r=xT
: :
Obr. 2.4

b) Nech x = x*,y = y*a os simernosti o je uréend v sustave Oy, ma rovnicu x =m, m € R. Pre
suradnice plati®3:
x"=—-x+2m
y =y,
resp.
x*=-1.x+0.y+2m
y*=0x+1y+0.

=G D6+

c) Analogicky by sme odvodili rovnice, ak by sme polozZilix = x*,y =y*ao:y =k, k € R.

Zapisané maticovo:

P v . - Lo , x+x*
33 Ak stred Usecky XX * leZi na osi x, pre x —ovu stradnicu jeho stredu plati: - =m
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6)=-G 2D-6)+G)

d) Nech x = x*,y = y* a os simernosti ma v siradnicovej sustave O,,, rovnicu 0:y = x.

y = y* I"o
Odvodime: 3* i X' x", y'] 4
X =y Yr-—-77% #
® N R
y =X N doy=za
I o
Zapisané maticovo: : JEARN
()=C D6+ vy
* | . + 1 Va ~
y 1 0/°\Y 0 e Xz, y)
R »
“ 1 1
A0 :
: s "
. * — *
.,.' T T r=x
R4
Obr. 2.5

Uloha

Pomocou nastroja umelej inteligencie urcte rovnice osovej sumernosti v euklidovskej rovine [E,, ak os
sumernosti o je dana rovnicouy = kx + q,k,q € R.

Vysledok porovnajte s rieSeniami predchdadzajuceho prikladu. Navod najdete na obr. 2.6.

Vypocitaj rovnice osovej simernosti v euklidovskej rovine ,
ak os simernosti ma rovnicu y=kx+q. Zapi$ maticovym
zapisom.

Nech P = [z, y] je lubovolny bod v rovine a P’ = [z, 4] je jeho obraz v osovej simernosti
podla priamky p : y = kx + q.

Pre transformaciu bodu P na P’ platia dve geometrické podmienky:

1. Kolmost: Smery usecky P P’ a osi p st na seba kolmé, teda sucin ich smernic je equal
—1:

¥y —y

-z

k=-1= 2 —z+k(y —y)=0

2. Stred na osi: Stred Usecky S = [%, 1%"—} lezi na osi p:

y+y 7k‘:c+:v’

5 5 +q = —k(z+2")+(@y+v)=2

VyrieSenim tejto ststavy dvoch rovnic pre nezname z’ a ¢’ dostaneme analytické vyjadrenie

Obr. 2.6 Google. (2026). Gemini (Verzia z 21. augusta 2026) [Velky jazykovy model].
https://gemini.google.com
Jednotlivé rieSenia prikladu naznacuju, Ze analytické vyjadrenia sovej simernostiv E, je v tvare

X" =AX+B,

34 Analogicka situdcia ako pri naértnuti grafu inverznej funkcie — pomocou osovej simernosti s osou 1. a 3.
kvadrantu.
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e x=(5) A= 2 x=() = ().

Odvodime analytické vyjadrenie afinného zobrazenia g: A,, — Ay, vSeobecne.
Nech su dané afinné priestory A,,, Ay, tak, Ze:
a) vafinnom priestore A, je zavedend slradnicovd sustava so zaCiatkom vbode P
a suradnicovymi vektormiej, e, ..., e, .
b) Vafinnom priestore Ay, je zavedenad suradnicova sustava so zaciatkom vbode @

a suradnicovymi vektormi d,d,, ..., d,y, .
UvaZzujme afinné zobrazenie g: A,, — Aj, a dalej nech:

c) obrazom bodu P je bod P* € A;,, pre ktory plati:
P*[b1, by, e, byl = Q + by.dy + by.dy + -+ by dry,
d) obrazom vektora e,,i = 1,2,...,n je vektor e—l*) zo zamerania afinného priestoru Ay,, ktory

rozpiSeme ako linedrnu kombindciu vektorov d],j =12,...,m

—_—

e, = (e) =a;.dy + ap.dy + -+ Qi diyy

Ak sa lubovolny bod X[xq, x5, ..., x,] = P + x1.€1 + x5.€; + - +x,,. €, v zobrazeni g zobrazi do bodu
X*[x1,%5, v, Xm] = Q + xi‘.d_l) + xﬁ.d_z) + -+ X2 dp, potom odvodime:
X*[x3, x5, o, ;] = g(X) = g(P + xq.€1 + x5.05 + -+ +xy.€,) =

=g(P) + @(x;.e] + x5.85 + - +xp.8,) =

n
=P+ 0@ =

n
=0 +b1.d—1’+b2.32+~-+bm.fn’+2xl e =

i=1
m n
AP TEDI

i=1

Ms

aU
1

-
1l

Po rozpisani do suradnic dostaneme analytické vyjadrenie afinného zobrazenia g: A, — Ay, v tvare:
XI == a11.x1 + a21.x2 + -+ anl.xn + bl

*

Xy = Aqp.Xq + Ayp. Xy + -+ Ano2-Xn + bz

Xm = Qum-X1 + Qym- X2 + -+ Q- X + by
Zapisané pomocou matic:

(x;> (all anl) <x1> <b1>
x;fn mx Qm " Aum/ gy X/ iy bm

1 mx1

a prehladne: X =AT.X+B

35 Matica A je zdmerne zapisana ako transponovana matica.
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Maticu A nazyvame maticou afinného zobrazenia g: A,, — A;,.

Analytické vyjadrenie asociovaného zobrazenia ¢:Z,, — Z;, odvodime tak, Ze vektor u =X —Y

a jeho obraz u* = X* — Y*,naviafeme” na body X, Y aich obrazy X*,Y*. Poc¢itame:

U=X"—-Y"=ATX+B-(AT.Y+B)=AT.(X-Y) =A".U,

uj Uy
v =( ) u=()
u;‘n Un

V analytickom vyjadreni asociovaného zobrazenia @: Z,, — Z;,, sa pouZije matica afinného zobrazenia.

2.3Samodruzné body a samodruzné smery
Nech g: A,, — A, je afinna transformdcia.

Definicia (samodruzny bod)
Hovorime, Ze bod X[xq, x5, ..., x,] € A,, je samodruinym bodom regularnej afinnej transformacie
g A, = A, akg: X = X" =X.

Z analytického vyjadrenia vyplyva: 3¢
X=AT.X+B /-AT.X
X-AT.X=DB
X.E-AT.X=DB
X(E-AH=B /[ (E-AT)?
X.(E-AT).(E-AT)"1=(E-AT)"L.B
X=(E-A")"1.B
Priklad ([4, str. 26])
Afinnd transformdcia g: A, — A, je dand rovnicami
X]=x1+x,—2
X5 = 2x1 — Xy + 3.
Urcte samodruZzné body.
RieSenie
a) Podla zadania pracujeme s maticami:
r_(1 1 (2 _ar_ (1 1y_(1 0y (1 1N\_(0 -1
A _(2 —1)'B_(3 )'E A _(2 —1)_(0 1) (2 _1)_(—2 2)'

Pre inverzni maticu vypocitame :

(E—AT) 1 = ... = (-1 —%>
-1 0

36 pogitame s maticami, preto oznacenie E je vyhradené pre jednotkovu maticu a index ,,—1“ pouZivame pre
oznacenie inverznej matice. Ndsobenie matic nie je komutativne (zéleZi na poradi matic v zapise ich sucinu).
Nasobenie musi byt preveditelné (potet stipcov matice v st&ine zapisanej ako prvej v poradi sa musi rovnat poétu
riadkov matice, ktora je v zépise st&inu uvedend ako druhd v poradi. Inak skaldrny stgin ,riadku a stipca® nie je
mozné vypoditat.

Riesenim je
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Xy L 1 5 1
— —(F_aTV1r=[—"1 —=)(~2\=|[3
X=(y)=E-AD"B= 2)-(57) =12

-1 0
b) PoloZzime x{ = x4,x; = X, a pocitame:

X1 =X, +x,—2 = x, =2
1
2
Samodruznym bodom afinnej transformdacie g je bod X E, 2].

X, =2x1— X, +3 > x; =

Uloha
Pomocou nastroja umelej inteligencie urcte samodruzné body afinnej transformacie g: Az — Aj
danej rovnicami:
x*=3x—-—y—z+1
yi=x+y-—-z
Zf=x—-y+z-2
Navod ndjdete na obr. 2.7.

Vypocitaj samodruzné body afinnej transformacie, ktora je
dana rovnicami x_1=3x-y-z+1,y_1=x+y-z, z_1=x-y+z-2.

0 -

Samodruzné body afinnej transformacie su také body P = [:c, Y, z], ktoré sa pri transformacii
zobrazia same na seba, tedaplatiz; = z,y; = yaz; = 2.

Dosadenim do zadania dostaneme sustavu linearnych rovnic:

r=3z—y—2z+1
y=r+y—=z

z=0—Yy+z—2
Upravou a prevodom premennych na jednu stranu ziskame:

20 —y—2z=-1
r2—2z=0 = =2
T—yYy=2 = y=z—2

Dosadenim z = xz ay = x — 2 do prvej rovnice:

Obr. 2.7 Google. (2026). Gemini (Verzia z 21. augusta 2026) [Velky jazykovy model].
https://gemini.google.com

Definicia (samodruzny smer)
Hovorime, 7e vektor U = [uy,uy,..,u,| € Z, je samodruinym vektorom reguldrnej afinnej

transformacie g: A, — A,,, ak pre jeho obraz u* = ¢ (%) plati: u* = 1.1, kde A € R — {0}.

Z analytického vyjadrenia vyplyva: ¥’

37 0znacenie @ je vyhradené pre nulovi maticu.
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U =AT.U
AU=AT.U /-AU
0=AT.U- AU
0= (AT — L.E).U

Po rozpisani do suradnic, poslednd rovnica vyjadruje homogénnu sustavu n rovnic s neznamymi
Uy, Uy, ..., U, a parametrom 1. Homogénna sustava rovnic ma trividlne riesenie, pre ktoré plati:

U =uU; =-=u, =0.

Nulovy vektor vsak nie je bazou jednorozmerného vektorového priestoru, preto hfadame netrividlne
rieSenie a polozime determinant matice AT — A. E rovny 0.

AT — 1. E| =0

predstavuje algebrickl rovnicu n —tého stupna s nezndmou A. Rovnicu nazyvame charakteristicka
rovnica asociovaného zobrazenia ¢. Ak je to mozné, rovnicu vyriesime,3® dosadime parameter 1 # 0
do homogénnej sustavy a sustavu ndsledne vyrieSime vzhladom na nezndme u;, i = 1,2, ..., n.

Priklad
Afinnd transformdcia g: E, — [E, je dand rovnicami

*

x*=—x
yr=y.
Urcte samodruZné smery asociovaného zobrazenia .
RieSenie
Asociované zobrazenie @: Z,, — Z, ma rovnice:
u; =—1l.u; +0.u,
u; =0.u; + 1.u,
Z toho pre samodruzny smer a jeho ndsobok A # 0 vyplyva:
Au; =—-1.u; +0.u,
Au, =0.uy +1.uy
Odvodime:
0=(-1-2).u; +0.u,
0=0u+(1—-21).u,
Charakteristickd rovnicu dostaneme pomocou determinantu:

‘10"1 18/1 —0 o (1+0).(1-D)=0 & A =-1, A,=1
a) PreA; = —1 dostaneme homogénnu sustavu
ktorej riesenim je vektor u; = (t,0).

Ak by sme polozili t = 0, vysledkom by bol nulovy vektor (neurcuje smer), preto mnoZzinu
hodndt parametra t obmedzime a plati: t € R — {0}

b) Pre A, = 1 odvodime analogicky:

38 Vo vieobecnosti, pre algebrické rovnice stupfia n > 4 neexistuju vzorce na vypocet redlnych korefiov, ak
tieto korene existuju.
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0=(-1-1).u; +0.u,
0=0u;+(1-1).u,

ktorej riesenim je vektor u, = (0, s).

Ak by sme poloZili s = 0, vysledkom by bol nulovy vektor, preto plati:s € R — {0}.

Urobime skusku:
a) dosadime suradnice vektoru u; = (t,0) do rovnic asociovaného zobrazenia ¢ a overime
rovnost’ﬂf =A.u; = (—t,0):
u; =—-1.t+00=-t
u, =0.t+1.0=0
b) Analogicky pre u; = (0,s) a u—g = A,.u; = (0,s):
u;=-1.0+0.s=0
u, =0.0+1.s=s

Existencia samodruznych vektorov vplyva na geometrickd podstatu afinnej transformacie.
Afinna transformacia je osovou simernostou, ktorej os simernosti je totoZzna so siradnicovou osou y.

a) Ak kvéli ndzornosti poloZime t = 1, potom vektor u; = (1,0) je smerovym vektorom kaZdej
priamky kolmej na os sumernosti o.
Obrazom takejto priamky p je priamka p*, ktorej poloha je totozna so vzorom, ale v zobrazeni
odpovedajlce dvojice bodov (vzor — obraz) leZia v navzajom opacnych polrovinach (az na vynimku
bodov priamky o, ktoré s samodruzné).

y=y

q

Obr. 2.8
b) Pres = 1 je situdcia analogicka. Vektor u; = (0,1) je smerovym vektorom kazdej priamky , ktora
je rovnobezna s osou simernosti o a tato priamka ma obraz rovnobezZny s osou o.
Opét, vzor a obraz leZia v navzdjom opaénych polrovindch (vynimka: obrazom osi o je totoZznd*°

priamka).

39 Priamky a, b st totozné vtedy a len vtedy, ked kazdy bod priamky a je si¢asne bodom priamky b a opacne;
kazdy bod priamky b je si¢asne bodom priamky a. Rovnobezné priamky tejto podmienke nevyhovuju, nemaju
spolo¢né body. Rovnobezné priamky nie su totozné.
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2.4 Nadrovinova afinita

Nadrovinova afinita je Speciadlne afinné zobrazenie.

Definicia (nadrovinova afinita)
Afinna transformacia g: A,, — A,, sa nazyva nadrovinova afinita, ak existuje aspon jedna nadrovina,
ktorej body su samodruzné.

Prikladom nadrovinovej afinity je osova siumernost v rovine, kde nadrovinou samodruznych bodov je
os sumernosti. Uvedieme este iny priklad.

Priklad
Afinnd transformdcia g: A, — A, je dand rovnicami

x*=y

vy =2x—-y.

Urcte samodruZné body a zistite, Ci ide o nadrovinovu afinitu.
RieSenie
Pocitame:

x=Yy

y=2x—y =>x=Y

RieSenim je priamka s rovnicou y = x (os 1. a 3. suradnicového kvadrantu). Afinna transformacia je
nadrovinovou simernostou. *°

Nech v afinnom priestore A,, je dana nadrovina vSeobecnou rovnicou
h:a;xq +azx, + -+ a,.x, + a5 =0,
kde aspon jeden z koeficientova; # 0 pre i =1,2,...,n.

Ak v priestore A,, zvolime dva navzajom rézne afinné body P[py, 02, ..., Pnl, Ql91, 92, ---» qn] neleZiace
v nadrovine h, potom existuje prave jedna nadrovinova afinita g: A,, — A, , kde :

a) nadrovina h je samodruznd nadrovina,

b) bod P je vzorom bodu Q
a symbolicka rovnica nadrovinovej afinity g je v tvare:

kde X*[x],x3,..,%5], X[x1, %2, .., %5], Q=P =(q1 —P1,q2 — P2s ) Gn — Pn),
h(X) = a;x; + ayx, + -+ a,. x, + ao, h(P) = aypy + ayp, + -+ ay.py + ay.
D6kaz vynechavame. [4, str. 23]

Priklad

Napiste rovnice nadrovinovej afinity g: A, — A, so samodruZnou nadrovinou h: x —y = 0 tak, aby
sa bodu P[2,0] priradil obraz Q[0,4].

Riesenie

40 Afinnd transformdcia nie je osovou sUimernostou vrovine, napr. nema samodruzné vektory. Predstavu
o zobrazeni ziskame nakreslenim ilustracného obrazku, v ktorom (podla rovnic x* = y,y* = 2x — y) bodom
A[1,0], B[2,0], C[1,1] priradime postupne obrazy A*[0,2], B*[0,4], C*[1,1].

28



Plati:
Xx%y*]l,  Xlxyl, Q@-P=(-24), hX)=x-y, h(P)=2-0=2.
Symbolickud rovnicu rozpiSeme do suradnic:

X = x+ X o p
= +m @—-P)
0
x—y
%y =Tyl + —=- (=24
U

xX—y

x* ——x+T-(—2) =y
xX—y

y* ——y+—2 4 =2x—y

Porovnajte vysledok s rieSenim predchadzajuceho prikladu a poznamkou €. 40.

Uloha

Pomocou nastroja umelej inteligencie zistite, aky vyznam ma nadrovinovd afinita pre afinnu
transformaciu a vyziadajte si konkrétne ukazky. Vysledok konfrontujte s odbornou literaturou.

Navod ndjdete na obr. 2.9.

Aky vyznam ma nadrovinova afinita pre afinnu
transformaciu?

Nadrovinova afinita ma pre tedriu a prax afinnych transformacii zadsadny vyznam, pretoze
predstavuje zakladny stavebny prvok vsetkych afinnych zobrazeni.

Viyuziva sa predovsetkym v troch kl'i¢ovych oblastiach:

1. Rozklad zobrazeni (Generovanie)

Podobne ako sa kazdé Cislo da rozlozit na sucin prvocisel, kazdud afinnu transformaciu v -
rozmernom priestore mozno zloZit z najviac (n + 1) nadrovinovych afinit.

* Vrovine (2D) sa lubovol'na afinna transformacia da vyjadrit ako sloZenie najviac 3
nadrovinovych afinit (osovych afinit).

« V priestore (3D) ide o najviac 4 nadrovinové afinity (suvisiacie s rovinnou afinitou).

Tento fakt vyrazne zjednodusuje teoreticky popis aj pocitacové modelovanie — zlozité
linearne a afinné deformacie staci naprogramovat alebo skiimat cez ich najjednoduchsie

Obr. 2.9 Google. (2026). Gemini (Verzia z 22. augusta 2026) [Velky jazykovy model].
https://gemini.google.com

2.5CviCenia a ulohy

1. NapiSte afinné zobrazenie g: A, — A], ktoré zobrazuje body A[0,0] — A*[1], B[1,0] —
B*[3]a C[0,1] — C*[—1]. Zistite obraz bodu D[2, —3] a vzor bodu M*[5].

2. Ur¢te maticu afinného zobrazenia g: A, — A3, ktoré zobrazi A[1,1] — A*[2,4],B[3,1] —
B*[8,2] a C[1,4] — C*[2,3]. Urtte obraz taZiska T trojuholnika ABC.

29


https://gemini.google.com/

NapiSte rovnice afinného =zobrazenia g:A, — A}, ktoré zobrazi A[1,1] —
A*[-1,1],B[1,2] — B*[-2,1] a C[2,1] — C*[—1,3]. Vypotitajte maticu zobrazenia, uréte
samodruzné body a samodruzné smery.

Pomocou nastroja umelej inteligencie zistite analytické vyjadrenie afinnej transformacie, ktord
zobrazuje

a) vrcholy A, B, C trojuholnika ABC postupne do vrcholov A4, By, C; trojuholnika A;B;Cy(v
uvedenom poradi),

b) vrcholy A4, B4, C; trojuholnika A{B;C; postupne do vrcholov 4, B, C trojuholnika ABC
A4, B4, Cq trojuholnika A1 B, C;(v uvedenom poradi)

a urcte matice oboch zobrazeni. Aky je ich sucin a ¢o z vysledku vyplyva?

c) Voboch pripadoch zistite, ¢i existuji samodruzné body asamodruzné smery
odpovedajucich asociovanych zobrazeni. Sdradnice prislusnych bodov zistite z obr. 2.10.

Vypocitajte samodruzné body afinného zobrazenia daného rovnicami a uréte aj samodruzné
smery asociovaného zobrazenia:

a) g:A; —A;; x*=—x, y'=y+3 z'=z-1
b) g:A; — Az, x"=x—-y+2z-7, y'=y+z-5 2z'=x-2y+z+6

Napiste rovnice nadrovinovej afinity so samodruznou nadrovinou h a urcujucimi bodmi P, Q,
kde P — Q:

a) h:x—3y+1=0, P[4,0],0Q[2,0]
b) hix+y+z—1=0,P[1,10],0[0,0,2]

Napi$te rovnice afinnej transformaécie, v ktorej su oba body A[1,2], B[2, —1] samodruZnymi
bodmi.

Pomocou nastroja umelej inteligencie v afinnom zobrazeni g: [E, — EJ s rovnicami

()= D6+

najdite obraz kuzelose¢ky danej veobecnou rovnicou x2 + y? + 2x — 4y — 20 = 0.

B
! lu=y
G
@ @
C,] A1
A‘ .B
r=z"
Obr. 2.10
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Pomocou ndstroja umelej inteligencie urcte afinné zobrazenie, ktoré v [E; zobrazi kocku do
romboédra (Sikmy Stvorboky hranol, ktorého steny su navzajom zhodné kosostvorce). Urcte
maticu zobrazenia a jej determinant. Uréte vztah medzi hodnotou determinantu, dizkou hrany
kocky a hrany romboédra. Aky Utvar je obrazom gulovej plochy opisanej kocke?
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Quod discis, tibi discis.
(Co sa ucis, ucis sa pre seba).
Petronius

3 Zhodné zobrazenia

Zhodné zobrazenia su Specidlnym pripadom afinnych zobrazeni, ktoré pracuju s bodmi a vektormi
euklidovskych priestorov.

Definicia (zhodné zobrazenie)

Afinné zobrazenie g: E,, — [Ej, sa nazyva zhodnym zobrazenim, ak pre [ubovolné body X,Y € E,
aich obrazy X*,Y* € Ey, plati:

|1X, Y| =|X*Y".

Zhodné zobrazenie ,zachovéava vzdialenost bodov” (vzdialenost vzorov sa rovna vzdialenosti ich
odpovedajucich obrazov).** To znamen3, Ze je zavedeny spdsob, ako uréit vzdialenost dvoch bodov.
Ako sme uz uviedli, v uéebnici pouzivame standardnu euklidovski metriku a Standardne definovany
skalarny sucin.

Uloha

Pomocou nastroja umelej inteligencie zistite, ako sa definuje metrika, a aké dalSie metriky mozno
definovat pre metricky priestor. Ovplyvriuje definicia metriky vizudlny tvar geometrickych Gtvarov?
Navod ndjdete na obr. 2.11.

ako sa definuje metrika, a aké

dalSie metriky mozno definovat pre metricky priestor.
Ovplyviuje definicia

metriky vizualny tvar geometrickych Utvarov?

Metrika je funkciad : M x M — R, ktora kazdym dvom bodom z mnoziny M prirad'uje
redlne &islo (ich "vzdialenost"). Aby bola funkcia d metrikou, musi pre véetky body x, y, z €
M spinat 4 zakladné axiémy:

1. Nezapornost: d(z,y) > 0

2. Totoznost:d(z,y) =0 <= z =1y

3. Symetria: d(z,y) = d(y, )

4. Trojuholnikova nerovnost: d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2)

~ . . ™2
RA¥né metrikv v nriestore -

Obr. 2.11 Google. (2026). Gemini (Verzia z 22. augusta 2026) [Velky jazykovy model].
https://gemini.google.com

Analogicky (ako pri vSeobecne definovanych afinnych zobrazeniach) plati, Ze:
e dimenzie n,m sa nemusia rovnat, napr. g: E; — E3 urcené predpisom g: X[x] — X*[x, 0].
Pre Ala] — A*[a, 0], B[b] — B*[b, 0] plati: *

41V odbornej literature sa stretneme s formulaciou, Ze zhodné zobrazenie ,zachovdva dI'z’ky useciek”.
42 74pis |A, B| oznalujeme ako vzdialenost bodov 4, B; zapis |a — b| absolitnu hodnotu rozdielu suradnic.
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|A,B| =+/(a—b)2=|a—b| |A*B*| =\/(a—b)2 +(0—-0)2=|a-b|.

Podmienka n = m nezarucuje, Ze euklidovské priestory [E,,E;, musia byt totoZné, napr.
pomocou dréteného modelu kocky ABCDEFGH urcéime euklidovské priamky AB,GH ako
prislusné priestory E;,[E]. Zhodné zobrazenie g:[E; — [E] definujeme: bodu X € E;
priradime obraz X* € E] tak, Ze X* € SX N GH, kde S je stred danej kocky (obr. 3.1).

Ak E, = Ej, zhodné zobrazenie nazyvame zhodnou transformaciou, niekedy len struc¢ne
zhodnostou. Pre n = 1 hovorime o zhodnosti na (euklidovskej) priamke; pre n = 2 zase
o zhodnosti v (euklidovskej) rovine; atd.

Nazornu ukazku zhodnosti v rovine sme uz mali — bola to osova simernost. Intuitivnym
prikladom zhodnosti vIE; mbéZe byt simernost podla roviny; posunutie alebo aj tzv.
,skrutkovity pohyb pri zakricani skrutky do dreva, ....

G

E,
Obr. 3.1
3.1Zhodnosti na euklidovskej priamke
Analyzujme zhodnost g: E; — E] = E; danu analytickym vyjadrenim® X" = aqq1.x + bq.
E, . X2 Y [y
0=0" ="
Obr. 3.2

Ak polozime g: X — X*,g:Y — Y*, kde X[x],Y[y], X*[x*],Y*[y*], potom plati:

X5V =y —y)? = |x" -yl =

= [(a;1.x + by) — (a11.y + b))l = lag1|. Ix — y| = lay, 1. X, Y.

Z definicie zhodnosti vyplyva, Ze la,| = 1.

a)

PoloZzme a;; = 1 a skimajme analytické vyjadrenie x* = 1x + b;. RozliS§ime dve moznosti
pre hodnotu by:

by =0 b #0

U U

43 Analogicky pouZijeme stotoZznené stradnicové osi x = x* aich zafiatky 0 = 0*.
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x*=x x*=x+b
e kaZdy bod je samodruzny |e neexistuje samodruzny bod.
Samodruzné smery uréime z asociovaného zobrazenia.
uy=Aduy =y =0=01-Ny, =>1=1
Z homogénnej rovnice
0=0.uy
odvodime: u; =t,t € R —{0}. Ztoho vyplyva, Ze
v tomto zobrazeni je kazdy smer samodruzny.

Zobrazenie s analytickym vyjadrenim:

*

e x" = x nazyvame identita (na euklidovskej priamke E;), ktord oznacime J.

*

e x" =x+ by, by # 0sa nazyva posunutie (na euklidovskej priamke E;). Oznaéime 3.

b) Poloime a;; = —1 a skimajme analytické vyjadrenie x* = —x + b;. RozliSime dve moZnosti
pre hodnotu by:
by =0 b #0
[ [
Xt =—x x*=—-x+Db
e samodruzny je lenjeden  |o samodruzny bod je bod S [%]
bod 0[0].

Oba pripady mozno zIucit do jedného zaveru- existuje jediny samodruzny bod S [%] ,bi ER.

Samodruzné smery ur¢ime z asociovaného zobrazenia.
uy=lduy =-u; =20=(~-1-NDy; =>1=-1
Z homogénnej rovnice
0=0.u;
odvodime: u; = s,s € R — {0}. Z toho vyplyva, Ze aj v tomto zobrazeni je kazdy smer
samodruzny, ale vektoru U na priamke sa vzdy priradi opaény vektor u = —i.
Zobrazenie s analytickym vyjadrenim x* = —x + by, b; # 0 sa nazyva stredova simernost
(na euklidovskej priamke [E;) so stredom S [%] Oznacime ju ako Ss. Stredovd sumernost je

nadrovinova afinita v [E; (samodruZnd nadrovina je teraz bod - stred stredovej simernosti).

Zobrazenia ako identita a posunutie v E; su tzv. priame zhodnosti (vektor a jeho obraz su suhlasne
orientované).

Stredova simernost v [E; je tzv. nepriama zhodnost, pretoZe pre [ubovolny vektor a jeho a jeho obraz
plati, Ze si opacné (nesuhlasne orientované) vektory. NavySe, stredovd simernost je nadrovinova
afinita v [E; (samodruina nadrovina je teraz jeden bod - stred stredovej simernosti).

3.2Grupa zhodnosti na [E4
Pokial ide o pocet zhodnosti na euklidovskej priamke [E;:

e identita J je jedina zhodnost na (euklidovskej) priamke [E;,
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e rdznych posunuti existuje nekonecne vela, pretoZe v rovnici x* = x + b; m6Zeme hodnotu
b; € R zvolit lubovolne. Analogicky, na [E; existuje nekoneéne vela (nespocitatelne)
stredovych siumernosti.

Zhodnosti na [E; je nekonecne vela. Zobrazenia mozno skladat a m6Zeme sa spytat, aky bude vysledok.

Uvazujme o dvoch lubovolnych zhodnostiach g;a g, na priamke E;, ktoré budeme skladat pomocou
operacie "o ".

Oznacenie grog1: X — X

znamena, Ze zhodnost g, priradi vzoru X obraz X* a nasledne zhodnost g, bodu X* priradi ,konecny
obraz“ - bod X**. Rozpisané postupne: g1 X—= X" N g X" — X,

Zhodnosti g4, g, mdZeme postupne nahradzovat jednotlivymi zhodnostami E;:

a) g, =17, kde I:x*=x
o g,=7J,kde T:x™=x"
o g, =38y kde Syix™=x"+by, by #0
o g, =S8 kde Sgx*=-—x"+b

b) g, = Sy, kde Si:x"=x+by,by #0
o g,=7J,kde T:x™=x"
o g, =38y kde Sypix™=x"+by, by #0
o g, =S85 kde Sgx*=-—x"+b

c) g1 =38, kde Sg:x" =—x+Db;
e g, =17, kde Jix™ =x*
o g,=S8y kde Sypx™=x"4+by, by #0
o g, =385 kde Sg:x™=-—x"+b

Ak uvaZujeme vseobecne, potom pri oznaceni:
gi1:x" =+x+ by, g2 x™ =+x"+ b,
odvodime:
x"=4x"+by, =+(+x+by)+b,=+x+ by +b,.
Z vysledku vyplyva:

a) zloZenim dvoch zhodnosti je opat zhodnost na priamke E;,
b) skladanie zhodnosti je asociativne,

c) v mnozine vietkych zhodnosti na priamke E; existuje jediné zobrazenie, ktoré ma funkciu
neutralneho prvku a je nim identita J,

d) Ku kazdému zobrazeniu existuje inverzné zobrazenie (identita a stredova simernost su tzv.
involutorné zhodnosti* ; inverznym zobrazenim k posunutiu g: x* = x + by, b; # 0 je
zhodnost: g71: x = x* — by, ktoré je tieZ posunutim na [, ).

Mnozina vSetkych zhodnosti na [E; vzhladom na operaciu skladania zobrazeni je grupa. Tato
grupa nie je komutativna.

% Hovorime, Ze zobrazenie g: E; — E, je involutorné, ak VX € E;: g: X — X" asuéasne g: X* — X. Volne
povedané, vzor a obraz v danom zobrazeni su ,zamenitelné”.
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Uloha

Pomocou nastroja umelej inteligencie zistite vysledok zloZenia dvoch zhodnosti na [E;. TaktieZz na
konkrétnych pripadoch stredovych simernosti preskimajte, ¢i zalezi na poradi skladania zhodnosti.
Existuje v danej grupe nejaka podgrupa?

Navod ndjdete na obr. 3.3.

Zisti vysledok zlozenia dvoch zhodnosti na E_1a demonstruj
na konkrétnych pripadoch stredovych simernosti, i zalezi na
poradi skladania zobrazeni.

0 2
Zlozenie dvoch zhodnosti na priamke [£; zavisi od toho, akého typu su jednotlivé zhodnosti
(posunutia alebo stredové simernosti).
Kazda zhodnost na [E; sa da vyjadrit v tvare f(z) = az + b, kdea € {1, —1}:

« Posunutie (translacia) 7,:a — 1 > f(z) = z + u (priamy pohyb)

« Stredovasumernost S.:a = —1 > f(z) = —z + 2¢, kde cje stred sumernosti
(nepriamy pohyb)

Vysledok zloZenia dvoch zhodnosti na [£;
Nech f a g stzhodnosti na priamke:
1. Zlozenie dvoch posunuti: 73, o T;, = T},
(Vysledkom je opét posunutie. Na poradi nezalezi — scitanie je komutativne).

2. Zlozenie posunutia a stredovej suimernosti: 7, o S.alebo S. o T},

Nhrelodlenm io AnSE etrodns eiimeoernnet Na naradi 23157

Obr. 3.3 Google. (2026). Gemini (Verzia z 23. augusta 2026) [Velky jazykovy model].
https://gemini.google.com

3.3 Zhodnosti v euklidovskej rovine

UvaZujme véeobecne o zhodnosti g: E, — E, s analytickym vyjadrenim: X* = AT.X + B,
a a
kde AT = (ai az;). Ur¢ime podmienky pre prvky matice AT tak, aby i$lo o zhodnost v rovine.
Ak g:X[x1,x,] — X*[x1,x3], g:Y[y1,¥2]1 — Y*[y1,y5], potom z podmienky pre zhodnost plati
rovnost:

X712 = Gef —y1)? + (0 —y3)? = (o —y0)? + (e —¥2)? = X, V?
a sucasne pre body X, X*:
xik - a11x1 + a21.x2 + bl

x; = aq12Xq + Az2.Xp + bz.

Analogicky pre body Y, Y™:
Vi =a11.Y1 + 1Yz + by

Y2 = Q12y1 + A2Y2 + by

Dosadime za x7, x5, y1,V, do vyssie uvedenej rovnosti a odvodime:
* *|2 * *\ 2 * *\2 —
X% Y%= (xf —y1)* + (g —y3)° = =

= (af; + afy). (g —y1)? + (ay1021 + 412057).2. (1 — y1). (%3 — y2) + (a3, + a3,). (xz — y2)2.
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Porovnanim koeficientov medzi lavou a pravou stranou rovnosti, kde
L(x; —y1)? + L.(x; —y)* = X, Y]?,

dostaneme:  a?, +a?, =1=a% +a?%, a 11031 + A12a5, = 0.

Ide o rieSenie sustavy 3 (nelinearnych) rovnic so 4 neznamymi, preto poloZzime a,; = t,t € R a plati:
a%z =1- tz
— 2
A11021 = —0A12022 /
2 2 _ 2 .2
ar1az1 = 12037
20,2 2y — 2 2 _ 2
t*(a3; +a3,) = a3, © t° =aj
2 _ 2 _
ai; =az; & a;; = tay

Nésledne z rovnosti a?, + a, =1 = a3, + a5, vyplyva, Ze a1, = tay;.

Do utvahy tak prichadzaju $tyri moZnosti pre maticu AT:

AT = (a11 alz) AT = (a11 Qa2 ) AT = ( a1 a12) AT = ( a1 Q12 )
L A2 Q11/’° 2 A2 —0Aq1/’ 3 —Qy2 Q11/’ —Q12 —Aq1/)’

ktorych determinanty su:
|AT| = a}; —af,, |Al|=—a}, —af, |Af|=af, +af, |AL| = —ai; +ad,
Hodnotu determinantu pre zhodnost uréime pomocou asociovaného zobrazenia.
Ak polozime UF=X"-Y,U=X-Y, potom plati:
[U7]” = |07, 07| = IX" — Y*|? = |AT.X + B — A”.Y — B|? = |AT|2.[X — Y| = |AT|2.|T]"
Z poslednej rovnosti vyplyvaju dve mozZnosti:

|AT| =1 alebo |AT| = —1.

Do uvahy tak prichadzaju len matice:

a1 Q12 a1 Q12
A7 = ( ) a AT = ( ).
A1z —0a11 —aiz 411
Zhodnost, kde |AT| = 1 nazyvame priamou zhodnostou v E, (definovana maticou A?%) ; zhodnost,
ktorej |AT| = —1 nazyvame nepriamou zhodnostou v E, (uréena maticou A%).
Uloha

Pomocou nastroja umelej inteligencie zistite, aké podmienky maju spifiat prvky matice zhodnosti
v euklidovskej rovine. Sucasne zistite, kolko zhodnosti existuje v rovine E,. Navod najdete na obr. 3.4.
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Odvod' maticu zhodného zobrazenia v euklidovskej rovine E_2

Zhodné zobrazenie (izometria) v euklidovskej rovine E, je afinné zobrazenie f : Ey — E,, ktoré
zachovava vzdialenost bodov. Pre kazdé dva body A, B € E plati:

|f(A)f(B)| = [AB

Matematicky sa toto zobrazenie vyjadruje prostrednictvom zloZenia dvoch Casti: linearnej
transformacie (rotacia, zrkadlenie) a posunutia (translacie).

1. VSeobecné afinné vyjadrenie
Zobrazenie f priradibodu X = (z,y)” novybod X’ = (z',%')T podla vztahu:
X'=AX +u
Obr. 3.4 Google. (2026). Gemini (Verzia z 24. augusta 2026) [Velky jazykovy model].
https://gemini.google.com

Ukazali sme, Ze matica zhodnosti AT v rovine E, je v tvare:
ai; Q12 ai; Q12
AT = ( - ) alebo AT = (_ )
iz aiz aiz 4

Zhodnost v rovine E, je dana analytickym vyjadrenim:

G)=(n Za)-G)+()  aeo ()=(al, an)G)+(6)
Rozborom existencie samodruznych bodov a samodruznych vektorov asociovaného zobrazenia mozno
ukazat, Ze existuje $est zhodnosti v rovine E,:

e identita (zapisujeme 7),

e posunutie, uréené vektorom u # 0 (zapisujeme S3),

e stredova simernost so stredom S (zapisujeme Sy),

e otocenie okolo stredu S o uhol a (zapisujeme S g 4)),

e 0sova simernost s osou simernosti o (zapisujeme ),

e posunutd simernost s osou simernosti 0 a vektorom i (zapisujeme S(o))-

V dalsom texte detailnejSie analyzujeme jednotlivé zhodnosti, pricom vyuZijeme ich definicie
(zavedené na strednej $kole) a odvodime ich analytické vyjadrenia.*

3.3.1 Identita
Definicia (identita)

Zhodnost J:E, — [E, sa nazyva identita, ak pre kazdy bod X[x,y] € E, ajeho obraz
X*[x*,y*] € E, plati: X = X™.

V identickom zobrazeni kazdy bod samodruznym bodom a maticou zobrazenia je jednotkova
matica“®

4 Tento pristup je didakticky vhodnejsi, pretoze definicie zo strednej $koly si zndme a nazorné. Analytické
vyjadrenia ndsledne pouzijeme na demonstraciu existencie samodruznych bodov a samodruznych smerov.
46 Jednotkova matica sa rovna svojej transponovanej matici.
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6)-G D-6)+@

Samodruzny vektor uré¢ime z asociovaného zobrazenia:

uy=Auy =y = 0=u.(1-21)
uy=Au,=u, ©0=u,.(1-21)
Pre charakteristicku rovnicu a jej korene odvodime:
1-2 0 |_ —
| 0 1_A_O@Am_1
Z toho vyplyva, Ze
O - ul.(l _A) == O.ul
0 = uz(l _A) = O.U,Z
Kazdy nenulovy vektor i = (t,s),t,s € R,[t,s] # [0,0] je samodruZznym vektorom.
3.3.2 Posunutie
Posunutie definujeme nasledovne:
Definicia (posunutie)

Nech je euklidovskej rovine E, dany vektor i = (uy,u,) # (0,0). Zhodnost Sy: E, — E, sa nazyva

posunutie, ak pre kazdy bod X[x,y] € E, ajeho obraz X*[x*,y*] € E, plati: u = XX*.

Vektor i nazyvame vektorom posunutia. Odvodime rovnice tejto zhodnosti.

y=y
X'x", y7]
* @
) ',4"'.
”'
-
-
Xz, y] _-=""7
yl [ ] [ =
f Lor=at
x ¥

Obr. 3.5
Z definicie vyplyva:
Uu=XXx"=X"-X
(upuz) = [X*ry*] - [xJ’]

U
X=x+u
y =y tu,

ZapiSeme pomocou matic:
5)=G D-6)+()
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Vidime, Ze:

e ako v pripade identity, maticou zobrazenia AT je jednotkova matica (é 2)

e Matica B, ktorej prvkami st suradnice vektora u, je teraz nenulovd. Ztoho vyplyva, Ze
zobrazenie nema samodruzné body.

e Vysledok vypoctu samodruznych vektorov asociovaného zobrazenia bude rovnaky ako pri
uréovani samodruznych vektorov identity — fubovolny vektor v z E, je v posunuti S s pevne

— v s , v v 5 .
zvolenym vektorom % samodruinym vektorom (zobrazi sa do vektora v* tak, Ze ¥, v* maju
rovnaku velkost a st sthlasne orientované).

e |dentita a posunutie su priame zhodnosti.

3.3.3 Stredova sumernost

Definicia (stredova simernost)

Nech je euklidovskej rovine E, dany bod S[s;,s,].Zhodnost Sg:E, — E, sa nazyva stredova
sumernost, ak pre kazdy bod X[x,y] € E, ajeho obraz X*[x*,y*] € E, plati, Ze bod S je stredom
usecky XX*.

Bod S nazyvame stredom (stredovej) simernosti. Odvodime rovnice.

Y=y
X' 2"y
,U*u @
0—------------------:::Q"'—"
X,y -
y ® e i
i ‘ Lorx=at
X x*
Obr. 3.6
Z definicie vyplyva:
G X" +X
2
[x*,y*] + [x,¥]
(51752) = f
U
X" =—-x+ 28
y'=-y+2s,

ZapiSeme pomocou matic:
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C)=(0 2)-6)+(G)
Vidime, Ze:

e maticou zobrazenia AT je (_

0 _01), ktorej determinant sa rovna 1. Stredové sumernost

v E, je priama zhodnost.*’

e Prvky matice B su dvojndsobné suradnice stredu S.Z toho vyplyva, Ze zobrazenie ma jediny
samodruzny bod a tym je stred S. Z analytického vyjadrenia totiZ odvodime:

X=—x+28 > 2x=25 & x =5
y=—y+25 =2y=25, y=s5,
e Asociované zobrazenie ma analytické vyjadrenie:

ui=Auy =—uy < 0=u.(-1-2)
Uy =Au, =—-u, & 0=u,.(—1-21)
Determinantom zistime charakteristické korene A.
-1-1 0 _ _
T B RV P

a odvodime:

0= ul(_l - 11'2) = ul.O = u1 = t,
0= uz(_l - 11'2) = u2.0 = uz =S,
kdet,s € T,|[t,s] # [0,0].
Lubovolhy nenulovy vektor ¥ z E, je v stredovej simernosti S s pevne zvolenym stredom S

—_— —_— , ,
samodruznym vektorom (zobrazi sa do vektora v* tak, Ze ¥, v* maju rovnaku velkost a su
nesuhlasne orientované).

3.3.4 Otocenie
Odvodime konkrétne analytické vyjadrenie otocenia, pricom vychadzame zo stredoskolskej definicie.

Definicia (otocenie)

Nech je dany bod S[sq,s,] € E, aorientovany uhol zakladnej velkosti a # 0° alebo a # 180°.
Zhodnost S(g 4y, ktord lubovolnému bodu X[x,y] € E, priradi bod X*[x",y"] tak, Ze |SX| = |SX"|
a sucasne £X*SX = a, nazyvame otocenim okolo bodu S o uhol a.

Bod S nazyvame stredom otocenia; uhol « je uhlom otocenia.

47 porovnajte vysledok s pripadom stredovej simernosti na ;. Aky typ zhodnosti by bola stredovd simernost
v euklidovskom priestore [E5?

48 Ak pri otaéani polpriamok- ramien uhla ZAVB okolo bodu V povaZujeme rameno VA uhla za poéiatoéné;
rameno VB za koncové, potom pri otdcani uvedenych polpriamok proti smeru rotacie hodinovych ruciciek
hovorime, Ze uhol ZAVB = a je kladne orientovany (ozna¢ime + a). V otdcani po smere rotacie hodinovych

ruci¢iek hovorime o zaporne orientovanom uhle a oznadujeme — a. Hovorime, Ze uhol @ ma zakladnu velkost,
ak @ € (0°,360°).
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y=y"

. X[z, y']
ny L 2 I._\.\
“
.\\'
‘rﬁ \.\v
\~
‘.
ye "_bX{.’I',y]
Y ,—"'
T
® o rz=z"
510, 0] x" x
Obr. 3.7

Najprv poloZzme S[0,0]. Z definicie otolenia a z pravouhlych trojuholnikov (obr. 3.7) vyplyva:
x =|5X|.cosp =r.cosq, y = |SX|.sin@ = r.sin g,
x* = |SX*|.cos(p + a) = r.cos(p + a), y* = |8X*|.sin(p + a) = r.sin(p + a).
PouZijeme goniometrické identity*® a odvodime:
x*=r.cosg.cosa —r.sing.sina
y* =r.sing.cosa + r.cos@.sina

x* =x.cosa —y.sina
y*=y.cosa+ x.sina
cosa —sina

. ), ktorej koeficienty su vyjadrené ako goniometrické
sina  cosa

Maticou otocenia je matica AT = (

funkcie uhla otocenia a.

Vypocitame suradnice samodruzného bodu. Zo vSseobecného vyjadrenia dostaneme:
x=x.cosa—y.sina & x(cosa—1)—y.sina=0
y=ux.sina+y.cosa < x.sina+y(cosa—1)=0

Pre determinant sustavy plati:

cosa—1 —sina
sina cosa—1

Podla definicie je zakladna velkost a # 0° + k.180° k = 0,1. Z toho vyplyva, Ze determinant je rézny

od nuly a matica sustavy rovnic je regularna (riadky matice su nezdvislé). Jediné rieSenie homogénnej
sustavy je trividlne rieSenie, kde x = y = 0. Jedinym samodruznym bodom je stred otoéenia S[0,0].

= (cosa —1)? +sin®a ... = 2.(1 — cos a).

Samodruzné vektory U = (uq,u,) by sme poéitali z rovnic s parametrom A:
uy(cosa — 1) —u,.sina =0
uy.sina +uy(cosa — 1) = 0.
Charakteristicka rovnica je uréena determinantom
cosa—A  —sina | _ . _22_ 23 cosat+1=0 = 1,, =cosa *sina
sina cosa— A4 '

V oboch pripadoch po dosadeni za 4, , do homogénnych rovnic odvodime: u, =0=u,.

Otocenie nema samodruzny vektor (nulovy vektor neméze byt vektorom bazy samodruzného smeru).

Y cos(p £ a) = cosp.cosa Fsing.sina, sin(g + a) = sing.cosa t cos@.sina.
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Teraz polozime stred otocenia do bodu S[sy, s,] # 0[0,0] a pouZijeme pomocnu suradnicovi sustavu
(obr. 3.8).

y* * »
/!
/
/
/!
!
7/
7
/
/
'
7/
/!
Yy e [} £ =0
/ /I —“‘
/ ‘o’
« e
—“‘
, o L ]
5[.&’1..&_)]
r=ux"
O[OJO] .’L'* T
Obr. 3.8
Plati:
Xg = Xp-COSQ® — Ygo.Sina
Yo = Xo.Sina + yy.cosa,
kde xX*=x5+5S1, x=xy+5g, V' =y5+S2 Y=Y+ S,

Po dosadeni a odvodime
x*=x.cosa—y.sina+s;.(1 —cosa) + s,.sina

y* =x.sina +y.cosa — s;.sin a@ + s,.(1 — cos a)

Overime, ¢i stred otocenia S[sy, s;] je samodruznym bodom. Po¢itame:

*

x* = 5sj.cosa — sy.sina + 51. (1 — cosa) + s,.sina = 53

*

y* =si.sina + s,.cosa — s3.sin ¢ + 5. (1 —cosa) = s,

Analogicky mozno ukazat, Ze neexistuje samodruzny vektor.

Ak prehladne zapiSeme pomocou matic
<x*) (cos a —sin a) (x) (1 —cosa sina ) (51)
] =1\ . . + . .
y sina cosa y sina 1—cosa’/ \S2

()= G o) 6)+ ()

e determinant |AT| = cos? a + sin? @ = 1. Otoéenie v [E, je priama zhodnost.

potom:
e Asociované zobrazenie ma analytické vyjadrenie:
(u{) _ (cosa —sin a) (ul)
U, sina  cosa / \uz/’
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z ktorého vyplyva, Ze otoenie nemd samodruzné vektory. *°

e 7 didaktickych dévodov sa neuvazuje o uhle otocenia @ = 180° (zhodnost bola zavedena ako
stredova simernost).

3.3.5 Osova sumernost
Analytické vyjadrenie osovej simernosti teraz odvodime vSeobecne.

Definicia (osova sumernost)

Nech je dana priamka o c E,.Zhodnost §,, ktord lubovolnému bodu X[x,y] € E, priradi bod
X*[x*,y*] tak, Zze Usecka XX je kolmd na priamku o a sicasne stred S Usecky XX ™ lezi na priamke o.

Priamku o nazyvame osou simernosti.

Nech os simernosti 0 ma smernicovy uhol a, a € (0° 360°) asucasne os o prechadza zadiatkom
suradnicovej sustavy 0[0, 0].

Z definicie osovej simernosti otocenia a z pravouhlych trojuholnikov (obr. 3.9) vyplyva:
x = |5X|.cos g, y = |SX|.sin ¢,
x* =|SX*|.cos(Qa — ¢) = |SX|.cos(2a — @),
y* = |5X*|.sin(Ra — ¢) = |SX|.sin(2a — ¢).

Xty
_/
./
'/
-,‘,O
2
b%
_/
./
'/
'/
= X[:r: /‘ﬂ
”‘
P
ol r=x"
T
Obr. 3.9

Opat pouZijeme goniometrické identity (ako pri otoceni) a odvodime:

X" = x.cos2a + y.sin 2«
y* = x.sin2a — y.cos 2a

cos2a  sin2a
sin2a —cos2a
goniometrické funkcie uhla otocenia 2« a jej determinant |AT| sa rovna:
|AT| = |cos 2a  sin2a
sin2a —cos2a

Maticou otocenia je matica AT=( ), ktorej koeficienty su vyjadrené ako

| = —cos?2a —sin?2a = —1.

Osova sumernost je nepriama zhodnost.

50 pozrite vypodet samodruzného vektora pre S[0,0].
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Urcime samodruzné body. Zo vSseobecného vyjadrenia dostaneme:
x =x.cos2a+y.sin2a < —x.(1—cos2a)+y.sin2a =20
y =x.sin2a —y.cos2a < x.sin2a —y(1+ cos2a) =0
Po Uprave:*!
—x.2.sina + y.sin2a =0
x.sin2a —y.2 cos® a = 0.
Dalej
—x.2.sina +y.2.sina.cosa =0 /:2sina # 0
x.2.sina.cosa —y.2.cos?’a =0 /:2cosa # 0.
aprea # 0°%a # 90°% a + 180° a # 270° dostaneme:
—x.sina +y.cosa =0
x.sina —y.cosa = 0.
Rie$enim je teda mnoZina bodov X|[x, y], ktorych suradnice vyhovuju rovnici:

x.sina —y.cosa = 0.

Pri uvedenych podmienkach ide o rovnicu osi simernosti o v smernicovom tvare: y = tana. x.
Pre zvy$né pripady a = 0°,a = 90°, &« = 180°, & = 270° sme rovnice prislusnych osovych simernosti
odvodili v ilustracnom priklade v kapitole 2.3.

Samodruzné vektory uréime z rovnic asociovaného zobrazenia nasledovne:
—uq. (A — cos2a) + u,.sin2a =0

uq.sin2a —uy (A + cos2a) =0

Pomocou determinantu vypocitame charakteristickd rovnicu a plati:

—(A — cos2a) sin 2« = 2120
sin 2a —(A+cos2a)l e
Korene su: =1, A, =—1.

Pre hodnotu A; = 1 odvodime:
—uy(1 —cos2a) + u,.sin2a =0
uy.sin2a —uy (1 + cos 2a) = 0.
Analogickymi Upravami ako pri vypocte samodruznych bodov odvodime:
uq.sina — uy.cosa =0.

Rovnicu interpretujeme ako skalarny suaéin  dvoch  kolmych vektorov i = (uy,u,)
an = (sina,— cosa). Riesenim je smerovy vektor i = (cos «, sin «) osi simernosti o.

Analogicky, pre 1, = —1 dostaneme zase normalovy vektor ¥ = (sin a, — cos a) osi simernosti 0.

Nechame na Citatela, aby uvedené vysledky porovnal s rieSenim ilustraéného prikladu z kap. 2.3.

51 pouzili sme goniometrické identity: sin? @ = 1 — cos 2a; cos? @ = 1 + cos a; sin 2a = 2.sina.cos a
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Nech os sumernosti 0 ma smernicovy uhol a # 90° + k.180° kde k = 0,1, a prechadza bodom

Q[0,ql,q # 0. Bod Q € o, preto je samodruznym bodom a zo vSeobecného analytického vyjadrenia
osovej simernosti S,

x*=x.cos2a +y.sin2a+m
y* =x.sin2a —y.cos2a +n

vyplyva:
0 =0.cos2a+q.sin2a+m
q = 0.sin2a — q.cos2a + n.
Odtial dostaneme: m= —q.sin2a, n=4q.(1+ cos2a).

Vypoctom sa mozno presved(it, Ze samodruznymi bodmi st body osi simernosti 0 a samodruznymi
vektormi smerovy a normalovy vektor priamky o.

Uloha

Pomocou nastroja umelej inteligencie overte rovnice osovej simernosti v euklidovskej rovine, ktorej
os sumernosti ma smernicovy uhol alfa a neprechadza zaciatkom suradnicovej sustavy.

Vypocitajte samodruzné body a samodruzné vektory vo vSeobecnom pripadoch, ak os o prechdadza
bodom Q[0,q],q # 0 a P[p, 0], p # 0. Navod néjdete na obr. 3.10.

napiste rovnice osovej

sumernosti v rovine, ktorej os ma smernicovy uhol alfa
a neprechadza zaciatkom

suradnicovej sustavy. Odvod'te aj samodruzné body a
samodruzné vektory.

2ovnice osovej simernosti S, v rovine Ozy, ktorej os 0 ma smernicovy uhol «x a neprechadza
aciatkom suradnicovej sustavy, mozno odvodit pomocou posunutia a rotécie (alebo cez
jeometricku podmienku stredu Usecky a kolmosti).

lech os 0 ma smernicu k& = tan « a prechadza bodom P — [O, q|, resp. ma véeobecnu
ovnicuo : aX +bY +¢=0.

. Rovnice osovej simernosti

’re transformaciu bodu A |z, y| na obraz A’[z’, y'| okolo osi 0 so smernicovym uhlom a (kde
v # 5 + km)ausekomgnaosiy (y = = tan a + g) platia rovnice:

z' = z cos(2a) + ysin(2a) — gsin(2a)

y' = zsin(2a) — y cos(2a) + q(1 + cos(2a))

Obr. 3.10 Google. (2026). Gemini (Verzia z 1. septembra 2026) [Velky jazykovy model].
https://gemini.google.com

Priklad

Napiste rovnice osovej sumernosti s osou, ktord zviera s kladnou Ccastou osi x uhol velkosti 60°
a prechddza bodom M[—3,4].
RiesSenie

PouZijeme odvodené rovnice a dosadime a = 60°:
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x* =x.c0s120°+ y.sin120° + m
y* =x.sin120° — y.cos 120° + n.

Po vypocte

.1 3
x ——§x+7y+m
., V3 1
y =7x+§y+n
Bod M[—3,4] je ako bod osi simernosti samodruzny, preto
1 V3
—3=—§.(—3)+7.4+m
4=§.(—3)+1.4+n
2 2
a vypocitame:
1 3 9
6= 2 7| @27
Y Vi o1V 24243
2 2 2

3.3.6 Posunutda sumernost

Posunuta simernost je osobitna zhodnost v rovine, ktora je definovana ako zloZenie dvoch zhodnosti
— osovej sumernosti a posunutia. Nazorny priklad tejto zhodnosti z beZzného Zivota predstavuju stopy
v snehu, kde lava stopa je vzorovy Utvar a prava stopa jej obraz (obr. 3.10).

Obr. 3.11 Google. (2026). Gemini (Verzia z 1. septembra 2026) [Velky jazykovy model].
https://gemini.google.com

Definicia (posunutd siimernost)

Nech je dand priamka o c E, a jej smerovy vektor S = (sq,S,). Zhodnost, ktora je zloZenim osovej
simernosti s 0sou 0 a posunutia s vektorom s nazyvame posunutd simernost s osou 0 a vektorom .

Zapisujeme: S, 3 .

UvaZujme analytické vyjadrenia jednotlivych zobrazeni, napr. S,: x* = —x, y* = yaSax™ =x" 40,
y* =y*+ 1. ZloZenim
5(05) = Sg ° SO:X — X — X
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Odvodime analytické vyjadrenie posunutej simernosti :
XM =—x"=—=x+0
yr=y =y +1
Ak skladdme zobrazenia v opa¢nom poradi, t.j. §, ¢ §3: X — X* — X™**, odvodime
x"=x"+0=—-x+0
yr=y"+1=y+1
Vidime, Ze na poradi skladania nezdlezi.

Vieobecny dékaz tejto skutocnosti vyplyva z toho, Ze vektor § = (s4, s,) je smerovym vektorom osi o.

UvaZujme o osovej simernosti S, s analytickym vyjadrenim:
x* = x.cos2a + y.sin2a
y* = x.sin 2a — y.cos 2a

a posunuti Sz s jednotkovym smerovym vektorom s = (cos a, sin @), ktorého analytické vyjadrenie je:

*

x* =x"+cosa

y* =y*+sina.

ZloZenie Sz 0 §,: X — X* — X™ ma analytické vyjadrenie:
x" =x"4+cosa = x.cos2a + y.sin2a + cos

*

Yy =y*+sina = x.sin2a — y.cos 2a + sina.
ZloZenie zhodnosti v poradi S, o §¢ ma zase rovnice:

x™ =x".cos2a + y*.sin2a = (x + cosa).cos 2a + (y + sina).sin 2a =
= x.cos2a + y.sin 2a + cos a * cos 2a + sina.sin 2a =
= x.cos2a + y.sin2a + cos a. (cos? @ — sin® @) + sina. 2.sina. cosa =
= x.cos2a + y.sin 2a + cos a(cos? a + sin® @) =
= Xx.cos2a + y.sin2a + cosa
Analogicky dokazeme, Ze plati:

y* =x.sin2a — y.cos 2a + sina

’ ) X[T ,7/]
N
3
o |sina
010,0] r=z"=z"
e cosa
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Obr. 3.12

Skladanie zobrazeni je komutativne. Na obr. 3.12 vidime, Ze vysledok skladani:

Szo Sy X =X, — X aS,08:X — Xy — X jerovnaky.

Analytické vyjadrenie posunutej sumernosti sosou o: y =tana.x ajednotkovym smerovym
vektorom s v [E, zapisané pomocou matic je:

(1) = (cosza sinza ) (%) 4 (05

Z uvedeného a definicie posunutej simernosti vyplyva, Ze posunuta simernost:

Uloha

je nepriama zhodnost v E,, kde determinant matice sa rovna —1,
vektor posunutia S je nenulovy, a preto nemd samodruzné body.

V osovej sumernosti S,existuju samodruzné vektory (smerovy a normalovy vektor osi o).
V posunuti Sg je kaZidy vektor samodruzny. Z toho vyplyva, Ze aj v posunutej simernosti su
smerovy a normalovy vektor osi 0 samodruzné vektory.

Podmienka v definicii posunutej simernosti zamerne uvadza smerovy vektor § priamky o.

Ak by bol vektor § réznobeiny s priamkou o, rozlozime ho na stéet dvoch navzajom kolmych
vektorov § =5, +5, , kde s, by bol smerovy vektor priamky o a vektor s, zase jej
normalovym vektorom. Vysledkom Sgo S, = (S%» o SQ) 08§, =85 ° (Sg o SO) je posunuta
simernost s vektorom s, a,novou” osou p; rovnobeinou spriamou o avzdialenou od

. |5nl
==

priamky o o velkos 2

v smere vektora s,,.

Pomocou vhodného dynamického softvéru vymodelujte zloZenie dvoch zhodnosti — osovej simernosti

sosou o0 aposunutia svektorom S, ktorého suradnice budl zavedené ako parametre. Overte
existenciu priamky p z predchadzajucej vety pomocou konstrukcii obrazov konkrétne zvolenych bodov
roviny. Ndvod ndjdete na obr. 3.12.

Uloha

Pomocou nastroja umelej inteligencie odvodte rovnice posunutej sumernosti v euklidovskej rovine,
ktorej os simernosti ma smernicovy uhol @ a prechadza vieobecnym bodom M[m,, m,]. Ako sa zmeni
matica zhodnosti, ak smerovy vektor § nebude jednotkovym vektorom?

Navod ndjdete na obr. 3.13.
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Odvod' rovnice posunutej simernosti s osou o, ktora zviera s
osou x uhol alfa a prechadza bodom M[m_1, m_2].

0 2o
Posunuta sumernost (posunuté zrkadlenie) je zloZenie osovej simernosti podla osi 0 a posunutia
v smere osi 0 o urity vektor v = (v1,v2).

Nech o je priamka prechadzajica bodom M [m 1, ms|, ktora zviera s kladnou Eastou osi
smerovy uhol cv. Smerovy vektor osi 0 jew = (cos @, sin «r) a jednotkovy normalovy vektor osi
ojen = (—sina,cosa).

1. Osova stimernost podla osi 0

Afinné zobrazenie osovej simernosti S, premeni bod X [z, y| nabod X'[z',7/'].

Obraz X' vznikne odgitanim dvojnasobku vzdialenosti bodu X od osi 0 v smere normalového
vektora n:

X'=X-2-(X-M)-n)n
Skalarny suéin (X — M) - nje:
(2 —mi)(—=sina) + (1 —ms)cosax = —xsina + 7y cosa - my sinay — mo cos o

Obr. 3.13 Google. (2026). Gemini (Verzia z 2. septembra 2026) [Velky jazykovy model].
https://gemini.google.com

3.4Grupa zhodnosti v E,
Naznacili sme, Ze zhodnosti na priamke E; vzhladom na operaciu skladania zobrazeni tvoria grupu.

Priklad
Zistite vysledok zloZenia dvoch stredovych sumernosti Sg, a Ss, so stredmi Sy a S, v E;.
Riesenie
RozlisSime dva pripady.
a) NechS§; = S,.
Ak Sg:X — X* asufasne Sg: X" — X, potom 85 08g:X — X =X je identita J.
Sucasne plati: S, o 55, = 8g, © S5, = J.
Analyticky - pre S;[m, n] = S,[m,n], X[x, y], X*[x*, y*] a X**[x™, y**] mdme rovnice:
x*=—-x+2m X" =—x"4+2m

55'

Ss, 28y =—y" 4+ 2n

1yt =—y+2n

z ¢oho vyplyva

X" =—x"+2m=—(—x+2m)+2m=x

y*=—y'"+2n=—(—y+2n)+2n=y

b) Nech su stredy sumernosti S;[mq,n,] #S,[m,,n,]. Analytické vyjadrenia prislusnych
stredovych simernosti su:

X' =—x+2my X" =—x"+2m,

SSZ: y** = —y* + 2n2

552 o 551:

Ssl: y* =—-y + an

z ¢oho vyplyva
X ==x"+2my, = —(=x+2my) +2my = x + 2.(m, —my)
5520551: ®k ok _ _(_ _ _
Yyt ==y"+2n,=—(—y+2n)+2n,=y+2.(n, —ny)
Pri podmienke réznych stredov simernosti:
e vysledné zobrazenie nema samodruzné body,
e ma jednotkovlu matica zobrazenia,

o kazdy vektor je samodruznym vektorom,
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e ide o priamu zhodnost v rovine E,.
Z uvedenych vlastnosti vyplyva, Ze ide o posunutie 83 s vektorom u, kde
ﬂ == (2. (mz - ml), 2. (nz - nl) ) - 2.5152.
Vsimnime si, Ze v trojuholniku XX**X™ je usecka S5, strednou prieckou pre [ubovolnu volbu

bodu X € E,.
y=y =y" y=y =y"
X*[I*’ y‘k] X*[I*" y*]
____________ . Si[mi, ny ) et ®
e X[z, y] P
o D9 1Ma, Mo
*k *k *k e - = =
X,y ~
v=at =t \
X**[m**iy y**]

Obr. 3.14
Zo suradnic vektora U je zrejmé, Ze skladanie nie je komutativne a plati: Ss, © S5, F S5, © S5,

pretoze hoci je 551 o Sszopéit' posunutim, vektor posunutiaje v = —1u .
S1[mi. ni]
Xz, y] ° X"y
Sy[ma, nol .
T = .':C* = I**
Obr. 3.15

Uloha

Premyslite si tvrdenie: Lubovolné posunutie v rovine E, dané pevne zvolenym vektorom i # 0 mozno
rozloZit na dve stredové sumernosti s roznymi stredmi S; a S,. Pomocou vhodného dynamického
softvéru to vymodelujte a zistite, ¢i je tento rozklad jednoznacny. Navod najdete na obr. 3.15.

V euklidovskej rovine E, existuje Sest zhodnosti:

e identita J,

e posunutie §; s vektorom U,

e stredova sumernost Sg so stredom S,

e otocenie §(g 4) so stredom S o uhol (zakladnej velkosti) ,

e 0sovd sumernost S, s osou o a

e posunuta simernost §(, ) s 0sou 0 a smerovym vektorom S.
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Jednotlivé zobrazenia moino medzi sebou skladat a dostaneme dalSie zobrazenie. UkdZzeme, Ze
v pripade zhodnosti v E,, vysledkom zloZenia bude opéat zhodnost v E,. PouZijeme symbolicky
maticovy zapis.

Nech 8 je zhodnost v E, dana analytickym vyjadrenim:

X =Al.X + B,

* X
kde X* = (;*) , X = (y) reprezentuju body X[x, y], X*[x*, y*] (vzory a ich obrazy v danej zhodnosti)
a pre maticu zobrazenia A, resp. jej determinant plati: |A,| = |AI| =+1.
Analogicky uvaZzujme o zhodnosti S, v E, s analytickym vyjadrenim:

X =AL. X" + B,,

kde X** = (;**) , X = (;*) reprezentuju body X[x*, y*], X*[x*,y*] (vzory aich obrazy v zhodnosti
§,) a pre maticu zobrazenia A, a jej determinant plati: |A,| = |A£| = +1.

AkS;: X — X', 81:Y — Y* anasledne §,: X" — X™,8,: Y — Y™, potom §, 0 §;: X — X aplati:

X =Al.X*+B, =A}. (AT.X+ B,) + B, = AT.AT. X+ (AL. B, + B,)

ZloZené zobrazenie S, o §1: X — X** bude opét zhodnost, pretoZe pre determinnat matice zobrazenia
odvodime:

|AT.AT| = |AT].|AT| = (£1).(£1) = +1.
Z vysledku este vyplyva:

e zdleZi na poradi, v akom zhodnosti skladdme, pretoZe ndsobenie matic nie je komutativne,
e zloZenim:

a) dvoch priamych zhodnosti je priama zhodnost,

b) priameja nepriamej zhodnosti je nepriama zhodnost,

c) dvoch nepriamych zhodnosti je priama zhodnost.

Mnozina vSetkych zhodnosti v euklidovskej rovine [E, tvori vzhladom na operdciu skaldania zobrazeni
Struktdru — grupu:

a) zloZzenim dvoch zhodnosti je zhodnost,
b) skladanie zobrazeni je vo vSeobecnosti asociativne,
c) existuje identita, ktord je neutralnym prvkom grupy,
d) ku kaZdej zhodnosti S existuje inverzna zhodnost S 1, kde
e identita J je involutorné zobrazenie (7 = 771)
e stredové simernost Sg so stredom S je tie? involutorné zobrazenie, t.j. g = S5t (vid.
predchadzajuci priklad),
e posunutie Szs vektoromu md inverzné zobrazenie tieZ posunutie S_g; s
vektorom —1,
® otocenie 8 ) so stredom S o uhol velkosti —¢ je inverznym zobrazenim k otoceniu
S(s,+¢) S0 stredom S o uhol velkosti +¢,

e 0sova simernost S, s osou o je involutorné zobrazenie, t.j. S, = S; ¢,
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e posunutd sumernost S(o,—1) SOSOuU o avektorom —U je inverznym zobrazenim
k posunutej simernosti S, 7y s 0sou o a vektorom u.

Ako sme ukdzali na predchdadzajucom priklade skladania dvoch stredovych simernosti s réznymi
stredmi, skladanie zhodnosti vo véeobecnosti nie je komutativne. >

Uloha
Pomocou nastroja umelej inteligencie vygenerujte analytické vyjadrenia jednotlivych typov zhodnosti
v E, a urcte analytické vyjadrenia ich inverznych zhodnosti. Presvedcte sa, Ze sucin matice zobrazenia
a matice odpovedajliceho inverzného zobrazenia sa rovna jednotkovej matici. Aky je geometricky
vyznam skutoCnosti, Ze sucin matice danej zhodnosti a matice jej inverzného zobrazenia je
komutativny? Navod najdete na obr. 3.16.

V euklidovskej rovine je definovana posunuta sumernost s

osou o a vektorom u. Napi$ vSeobcené analytické vyjadrenie,

urCi maticu zobrazenia. Nasledne odvod' rovnice inverzného

zobrazenia k danej posunutej simernosti a vynasob
odpovedajlice matice zhodnosti.

0 o

—

Posunuta simernost (glide reflection) v euklidovskej rovine IR? je zlozenim osovej simernosti
podla osi 0 a posunutia (translacie) o vektor u, ktory je rovnobezny s osou 0.

Nech os 0 ma véeobecnt rovnicu az + by + ¢ = 0's normalovym vektoromn = (a, b)7,

pri¢om vektor posunutia w = (w1, us )T spifia podmienku rovnobeznosti s osou o, tjn-u=

au; + buy = 0. Bez ujmy na véeobecnosti predpokladajme, Ze normalovy vektor je jednotkovy (
- 5

a”+b°=1).

Analytické vyjadrenie a matica zobrazenia

Osova stimernost S, zobrazibod X = (z,) nabod X' = (z', ') podla vzorca:
; a
X' =X —2(ax+ by +c) <b>

Naslednym posunutim o vektor u dostavame vysledny obraz X" = (z”, y")” posunutej

Obr. 3.16 Google. (2026). Gemini (Verzia z 4. septembra 2026) [Velky jazykovy model].
https://gemini.google.com

Ukazali sme, Ze zloZzenim dvoch zhodnosti v E, je zhodnost a prislusnd struktura vzhladom na operaciu
skladania zobrazeni tvori grupu.

Uvedend grupa ma vlastni podgrupu,>? ktord tvoria len priame zhodnosti.

Nie je to vSak jedind podgrupa, napr. mnoZina vsetkych posunuti spolu sidentitou vzhladom na
operaciu skladania zobrazeni tvori tieZ samostatnu grupu alebo podgrupu tvoria aj vsetky zhodnosti,
v ktorych je zaciatok suradnicovej slstavy samodruznym bodom.

Nepriame zhodnosti podgrupu netvoria, pretoze zlozenim dvoch nepriamych zhodnosti je priama
zhodnost (vyplyva zo sucinu determinantov matic jednotlivych zhodnosti).

52 Jeden konkrétny priklad ,rusi“ vieobecnost tvrdenia. To viak nevyplyva, Ze by neexistovali pripady, kedy
skladanie dvoch zobrazeni je komutativne.
53 Vlastnd podgrupa (H,*) grupy (G,*) je také grupa, ktora nie je totoZna s celou grupou (G,*).
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Priklad (Gamowa Uloha o stratenom piratskom poklade) [5]

Stary muz nasiel v pisomnostiach po svojom starom otcovi pergamen s pokynmi, ako na konkrétnom
ostrove ndjde ukryty pirdtsky poklad. Pisalo sa v riom: ,, Na planine ostova ndjdes stary dub, vysok borovicu a sibenicu.
Najprv budes krdcat’ od sibenice k dubu a pocitaf kroky. Pri dube sa otoci§ doprava a prejdes rovnaky pocet krokov. Miesto oznacis
kolikom. Vritis sa k sibenici a budes krdcat smerom k borovici, pricom opdt pocitas kroky. Pri borovici sa otocis dolava a prejdes
rovnaky pocet krokov, ako si presiel od sibenice k borovici. Aj toto miesto oznacis kolikom. Poklad je zakopany v strede tsecky urceney
oboma kolikmi. “ MuZ prisiel na ostrov a podla popisu nasiel stary dub a aj borovicu. Sibenica sa viak
nezachovala a nenasiel miesto, kde mohla kedysi stat. DokdZe ndjst ukryty poklad?

RieSenie

Matematizujme situaciu a umiestnime do suradnicovej sustavy body S[0,0], D[d;, d; ], B[by, b ], ktoré
reprezentuju polohu Sibenice, dubu a borovice.

Pozicia jednotlivych kolikov K7, K, zodpoveda obrazu bodu S v otoceniach §p 990y @ S(5,—g¢¢) @ plati:

S90S — Ky, S(B,—90°):S — K;.

Poklad sa nachadza na usecke AB. Ak ho chceme lokalizovat, potrebujeme sa premiestnit z bodu A do
bodu B. To je mozné vykonat pomocou zloZzeného zobrazenia:

‘S(D,90°) o 5(_13%—90°): Kz — S — K]_

S(D,90°) © S(B,+90°): K2 — K

K
e : ¢M1
P P \ : Ky
% ' e
et \ ; o, P
Kl o y = y* = y** \\ ".' =N
\‘ K{ o
\ ! — = ok
\ y=y =W j_.nM )
\ TN
\
\
\ '
\ !
\ ;
\ ,
DIdy. do] Blby, by '
& Dldi, ds [ 1-4’2_]9. &Pl Blbibi &
5[0,0) reat=at s two p=ersaT
Obr. 3.17
Analytické vyjadrenia zhodnosti su:
x* =x.c0s90° — y.sin90°+ m; = -y +m,

S(8,+90%); y* =x.sin90° + y.cos90° + m, = x + m,,

kde my = b, + by, m, = b, — by (stred simernosti B[b;, b,] je samodruzny). Analogicky odvodime:

x* =x%.c0s90°—y*.sin90°+n, = -y +d, + d;

$0,909: y*™* =x*.sin90°+ y*.cos90°+n, = x +d, —d,.

Vysledna zhodnost je

S S ()= )@ D)@ DGR (ETE)
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x** —1 0 X d2+d1_b2+b1
<y**) B ( 0 —1)'(3/) * (dz —d;+ b, + bl)'
dy+d,—by+by dz—d1+b2+b1]
2 ’ 2 ’
KedZe Ss,: K, — Kj, je bod P totozny so stredom Sy. Presnu poziciu bodu P mézeme teda urdit

Ide o analytické vyjadrenie stredovej sumernosti Sg, so stredom S [

vypoctom zo suradnic danych bodov B[b, b, ], D[d4, d;] pri lubovolnej volbe siradnocovej sustavy.
Z vysledku totiz vyplyva, Ze na pozicii bodu S nezalezi.

Ak by sme za vychodiskovu poziciu Sibenice zvolili lubovolny bod na ostrove a dodrzali postup
zakladania kolikov, poklad P bude vZdy na rovnakom mieste.

3.4.1 Skladanie osovych sumernosti v [E,

V tejto kapitole casti ukdzeme, Ze pomocou skladania vhodne zvolenych osovych sumernosti
dostaneme vsetky typy zhodnosti v E,.

Skladanie dvoch osovych simernosti S, , S,,

a) osisumernosti 04, 0, sU totoZné priamky.
Ak analytické vyjadrenie osovych simernosti je v tvare:
x* =cos2a.x +sin2a.y + b,
y* =sin2a.x —cos2a.y + by,
potom dostaneme: §,, °S,, = S, ©S,, = J, pretoze zo vieobecného vyjadrenia zloZzeného

So, = So,t

zobrazenia plati:

X =AT.AT.X+ (Al.B; + B,) =

_ (cosZa sin2a ).(COSZCI sin2a )(x) +(c052a sin 2a ).(b1>+(b1> _

sin2a —cos2a’/ \sin2a —cos2a’/ \Y sin2a —cos2a’/ \b, b,
_ ( cos? 2a + sin? 2a cos 2a.sin 2a — sin 2a. cos 2a> (x) +
sin 2a. cos 2a — cos 2a.sin 2a sin? 2a + cos? 2«a "y

(e Storgd) (o) * ()=
=(5 DG+ (o mza ~ brcosza) * ()=
_ (x) (bl. ('1 + cos 2a) + b,.sin 20().
y b,.sin2a + b,.(1 — cos 2a)
Ak os simernosti 0, prechadza bodom Q[0, q], bod Q je samodruzny a plati: >
by = —q.sin2a, b, = q.(1 + cos2a).

Z toho vyplyva, Ze matica
bi.(1 + cos2a) + by.sin2a\ _ (0
(bl.sin 2a+ b,.(1 —cos Za)) B (0)
a vysledne zlozené zobrazenie §,, ° §,, je identita J.
Nazorne — ak poloZime osi sumernosti 04, 0, totoZné so suradnicovou osou vy, t.j.

x*=-—x
So, = So," Y=y

potom vypocitame:

54 pozrite odvodenie analytického vyjadrenia osovej simernosti v kap. 3.3.5.
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x** _ 1 0 x 0 3 X
5)=G D6 +@=0)
b) osi simernosti 04,0, su rovnobezné priamky a odpovedajuce analytické vyjadrenia osovych

sumernosti su:
x* = cos2a.x +sin2a.y + b,

So. y* =sin2a.x —cos2a.y + by,
s . x*™ =cos2a.x* +sin2a.y* + by
%2 y™ =sin2a.x* —cos2a.y* + by,

kde [by, b] # [bs, bs], potom pre zhodnost S, © S, odvodime:

X =AT. AT X+ (A].B; + B,) =

(1 0\ (X b,.cos2a + b,.sin Za) (b3> _

- (0 1) ' (y) + (bl.sinZa — by.cos2a + by)

(1 0) (x) (bl. cos2a + b,.sin2a + b3)
0 1/° bi.sin2a — by.cos2a + b,

(o V-6)+()

X[T yL_/',‘ ’-//'
y=y =y XN i v
X*x" 1 4’
P 2
v o
./',Ol .,_/
rs s
10, q] & e
x
s AY R
- - \\ d - ’
s N R
- ol ;e o XY™y
O N
. lg1 — g2 R
./ ./
rs ./
_/ A/
e .‘/
»~ A/" QJ{O q:]
/s R4
-’ -
4 e
-, -/
/./ p /
* ok
g r=zx"=x
Obr. 3. 18

Ak os 04 prechadza bodom Q,[0,q4], os o, zase bodom Q,[0, q,], kde g, # g, potom
by = —qq.sin2a, b, = q,.(1 + cos2a), b; = —q,.sin2a, b, = q,.(1+ cos2a)
a plati:
Uy = by.cos 2a + b,.sin 2a + by = —q;.sin 2a. cos 2a + q4. (1 + cos 2a).sin 2a — q,.sin 2a =

= (q1 — g2)-sin2a
U, = by.sin2a — by.cos2a + by = -+ = (g, — q1). (1 + cos 2a).

M =x4u
0501: S
y =yTu

2

Odvodili sme, Ze (ul) * (0) Z toho vyplyva, Ze zhodnost S,
’ uZ 0 . yp y ’ O
nemd samodruzné body a kaZdy vektor je samodruzny. Ide o posunutie §;; s vektorom 1 = (14, 1,),
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ktorého velkost je dvojnasobna vzdialenost osi simernosti:

|d| = /u% t+us == \/E.Iql —q,|. V1 —cos2a = -+ = 2.cosa.|q; — q3|.

Vzhladom na definiciu osovej sumernosti arovnobeZnost osi 04,0,, vektor i je kolmy na osi
sumernosti. Navyse, skladanie nie je komutativne. Ak S, © S, = Sz, potom S, ° S, =3S_z.

c) Osisumernosti 04,0, su na seba kolmé.

\ Xz, y]
\
y=y =y" Y N
\
b 09 Lt
" 0 Prig
\. »/_/
A —
\ Q-”
\ P
\ e
e |
. "’ .\_
T \ *[ % *
0, q] | -~ 'y & X'[z"y]
- - ke
/" \,
»"‘/l \
P ° A
e D Gl PR T v 90°+ o
- = \
- :
\ r = T* — T'k*
, T=a"=a
Obr. 3.19
Osové sumernosti maju analytické vyjadrenia:
s x* = cos2a.x +sin2a.y + by
04"

y* =sin2a.x —cos2a.y + by,

x** = cos(180° + 2a) .x* + sin(180° + 2a).y* + by = -+ = —cos 2a.x* — sin2a.y" + b

S0’ y** =sin(180° + 2a).x* — cos(180° + 2a).y* + b, = -+ = —sin 2a.x* + cos 2a.y" + b,.

)
Pre zhodnost §,, ° S, odvodime:

X =AT.AT.X+ (Al.B; + B,) =

_ (—cos2a —sin2a\ (cosZ2a sin2Za X —cos2a —sin2Za b1) (b3>_
_(—sin2a cosZa)'(siHZa —cosZa)'(}’)+(—sin2a cosZa)'<b2 + b,)

(-1 0 X —cos2a —sin2a bl) <b3)

B ( 0 —1)'(}’)+(—sin2a cos 2a )'<b2 + b,)
Vzhladom k tomu, Ze prieseénik osi S[m, ] je samodruznym bodom v oboch zhodnostiach,
plati:

by = m.(1 — cos 2a) — n.sin 2«
b, = —m.sin 2a + n.(1 + cos 2a)
b; = m.(1 + cos2a) + n.sin 2a

b, = m.sin2a + n.(1 — cos 2a)
Dosadime za bj,j = 1,2,3,4 do matic a odvodime:

(=0 -G+ ()
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Vysledkom je priama zhodnost, ktord ma jediny samodruzny bod S[m, n] a sucasne, kazdy
vektor asociovaného zobrazenia je tieZ samodruZny. ZloZenim §,, ° S, je stredova simernost

S so stredom v priese¢niku osi.

Zobr.3.20 je zrejmé, Ze S, ©§,, = S,, °© Sy, = S (Stvoruholnik XX* X X; je obdlznik osovo
sumerny podla priamok 04, 0,).

\ Xz, y]
A
ok ok \
y=9 =1 \ °
L 09 .
\ o -7
\ ,;'
&) ‘.\‘ Pt -
e - \ '
o % X[z, y7]
- ¢
e \
R - \
- \
L] '\.
\
X**[m**: ?}**:I ’\.
) \
=.
\ ok ok
-\. r=r ==
Obr. 3.20

d) Osi sumernosti 04, 0, zvieraju uhol @ # 0° + k.90° k = 0,1,3.
Osové sumernosti maju analytické vyjadrenia:

5. x* =cos2a.x +sin2a.y + b,
01" y* =sin2a.x —cos2a.y + b,

g X" = cos(2¢ + 2a) .x" +sin(2¢ + 2a).y" + b3
%2 y** =sin(2p + 2a).x* — cos(2¢ + 2a).y* + b,

Pre zhodnost §,, ° S, odvodime:
X =AT AT X+ (A].B; + B,) =

_ (cos(Z<p+2a) sin(2p + 2a) ) (cosza sin 2« ) (x)+
sin(2p + 2a) —cos(2¢ + 2a)/ "\sin2a —cos2a/ \Y

(nGe 120 —eostap s 20) () + ()

3 (cos 2¢ —sin2<p) (x) 4 (cos(2<p +2a) sin(2e + 2a) ) (bl) + <b3)
" \sin2¢ cos2¢ ) \y sin(2g + 2a) —cos(2e + 2a)) "\b, b,/
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Obr. 3.21

Vzhladom k tomu, Ze prieseénik osi S[m, n] je samodruznym bodom v oboch zhodnostiach,
plati:
b; = m.(1 — cos2a) — n.sin 2a

b, = —m.sin2a + n. (1 + cos 2a)
b; = m.(1 —cos(2¢ + 2a)) —n.sin(2¢p + 2a)
b, = —m.sin(2¢ + 2a) + n. (1 + cos(2e + 2a))
Dosadime za b, j = 1,2,3,4 do matic a po upravach odvodime:
(x:) _ (cgs 2¢ —sin 2(p> . (x) ( m. (1. — cos2¢) + n.sin2¢ )
y sin2¢  cos2¢ y —m.sin2¢ + n.(1 — cos 2¢)
Vysledkom je priama zhodnost, ktorej analytické vyjadrenie je vyjadrenim otocenia

S(s,2¢)0kolo stredu S[m, n| s uhlom otoCenia 2¢, kde ¢ je uhol uvaZovanych osi simernosti.*

Skladanie nie je komutativne, pretoZe S, ° S,, = S(s,-2¢)-

Uloha

Pomocou nastroja umelej inteligencie urcte rozklad otoCenia § (s g¢-), kde S[1,1] na dve osové
sumernosti, ak jedna z osi ma rovnicu y = tan a. x. Vysledok overte pre konkrétne hodnoty
a =0°%a =60° aa = 90° Navod najdete na obr. 3.22.

55 Porovnajte vysledok s odvodenymi rovnicami otoéenia v kap. 3.3.4.
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Pomocou

nastroja umelej inteligencie urcte rozklad otocenia so
stredom S[1,1] o uhol 60 stup+nov, na dve osové sumernosti,
ak jedna z osi ma smernicu tan(alfa). Vysledok overte pre
konkrétne hodnoty alfa 0, 60 a 90 stuprov.

Kazdé otocenie (rotaciu) o uhol ¢ je mozné rozlozit na zlozenie dvoch osovych simernosti
0,, © O,, s osami 0; a 0y, ktoré sa pretinaji v strede otocenia S|1, 1] a svieraju uhol § = 30°.

Pritom plati, ze smer zvierenia uhla od osi 0 k osi 0, musi zodpovedat kladnému (protismeru
hodinovych ruci¢iek) smeru otacania.

Generalizicia pre zadanu smernicu tan (o)

Nech os 0, prechadza bodom S[l, 1] amasmernicu k; = tan(a). Jej uhol sklonu s osou  je
a.

1. Oso;:

o Prechadza bodom S|1, 1] a sviera s osou z uhol cv.

Obr. 3.22 Google. (2026). Gemini (Verzia z 5. septembra 2026) [Velky jazykovy model].
https://gemini.google.com

Priklad
Zistite vysledok zloZenia S(s, 120%) © S(s, 60°) dvoch otoceni S(s o) a S(s, 1207 S0 stredmi S1[0,0]
aS,[2,2] vE,.

RieSenie
a) Analytické vyjadrenia otoceni su nasledovné:
1 V3
x* = x.c0s60° —y.sin 60° + 0 =E.x —T.y
S oy
(51,60 ) . \/§ 1
y* = x.5in60° 4+ y.cos 60° + 0 =7.x+§

s _x™ =x"c0s120° — y*.sin120° + 2. (1 — cos 120°) + 2.sin 120°
(521209 " %% — x* §in 120° 4 y*.cos 120° — 2.sin 120° + 2. (1 — cos 120°)

1 3
XM= —E.x* —\/7_31* + (3 +\/§)
5(52120"):
' 3 1
v =\/7—.x* —E.y* +(3 —\/§)

UvaZzujme teda S(s, 120%) © S(s,,60°)-
X =AT.AT.X+ (AL.B; + B,) =

LG BN
AR E A R

1
2 2 2 2
=(—1 0)(x)+(3+\/§)
0o -1\ 3-4/3
, . - . , 3+vV3 3—3
Vysledna zhodnost je stredova sumernost Sg so stredom S [T’T]

b) PouZijeme nazornu Uvahu o rozklade otocenia na dve osové simernosti.
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RozloZime kazdé otocenie do dvoch vhodnych osovych simernosti tak, aby sa prislusné osi
simernosti pretinali v strede danej simernosti a zvierali polovié¢ny uhol, ¢ t.j.

S(5,,60%) = So, © So,, kde [£(01,05)] =30° a s, 120°) = So, © So,, kde |£(03,04)| = 60°,
pricom (vzhladom na nejednoznacénost rozkladu) mézeme polozit 0, = $; S5, 0, = 05.

Obr. 3.23
Plati:

S(5,,120%) © S(51,60%) = (So, ©S0;) © (S0, ©S0,) = So, © (Sog ©S0,) © S0, =
= S,, 00 0 S0, = S, ©Ss, = Ss.

Ak skladdme dve simernosti s totoZznymi osami, dostaneme identitu J.
Z toho vyplyva, Ze rieSenim je stredové simernost, kedZe osi 0, a 0, su na seba kolmé (obr.
3.23). %

Skladanie troch osovych simernosti S,,, $5,a S,,

Pri skladani troch osovych simernosti postupujeme analogicky. Ak analytické vyjadrenia zhodnosti
su:
s . X =cos2a.x +sin2a.y + by 5 X" =cos2B.x" +sin2B.y* + b
01" y* =sin2a.x —cos2a.y + b, 02° y* =sin2f.x* —cos2L.y* + b,
X" =Al.X + B, X =Al. X"+ B,

5 x** =cos2y.x™ +sin2y.y™ + bg
03" Y™™ =sin2y.x™ —cos2y.y™ + bg

X** = AL X" + Bs
potom pre zhodnost S, ° S, © §, vieobecne odvodime:
S0, 280,080, X = X* > X7 — X*

X = ATAT AT X+ AT(AL. B, + B,) + B; = ATAT AT X+ (AL.AT. B, +AL. B, + B,).

Kvoli nazornosti analyzovanych pripadov zvolime osobitné umiestnenie osi sumernosti do
suradnicovej sustavy.

56 Uhol oto¢enia méa dvojnasobnu velkost, ne? je velkost uhla danych osi.

57 Obe riedenia a), a aj b), maju svoje opodstatnenie. Analyticky pristupom sme vypoc¢itali siradnice stredu S
sumernosti a lokalizovali jeho poziciu. Tento pristup je vSak menej nazorny nez rieSenie b), kde aplikujeme vetu
o sucte velkosti vnatornych uhlov trojuholnika S;S,S.
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a)

b)

Osi simernosti 04, 05, 03 sU navzajom rovnobezné (a navzajom rdozne) priamky umiestnené do
suradnicovej sustavy podla obr. 3.24. Pre zhodnosti mame analytické vyjadrenia:
x*=-x o xT=—=x"+2m X =—=x"+2n

*

* ) S . *k * ] . *% *%
y' =y 02 yr=y = yr=y
kdem = n,m,n € R — {0}.

So,t

Pre vyslednd zhodnost S, © §,, © §,, plati:

X ==x"+2n=—(—x"+2m)+2n=x"+2(n—m) = —x +2(n —m)

yr=yt=yt=y
_ x7Y =1 0\ (X 2(n—m)
So: (y***) N ( 0 1)'(y)+( 0 )
Ide o analytické vyjadrenie osovej sumernosti S, s osou kolmou na suradnicovi os x
a prechadzajicu bodom O[n — m, 0].

o g
* ok ! . 1
Y=y =y I : i
I 1
i 92§ i i
l | 1
01 I | 03 |
Lo E
1 :
de
1 I |
| | 1
| | |
1
T,' ]I XJH |
. i i I *** dokk ok
Xz, y] : i ; X 2™,y
! ! i * Fok
j__ 1 4 T=Tr =
m! In—m 'n
! 1 !
Obr. 3.24

Osi sumernosti 04, 0, sU navzdjom rovnobeiné a os 03 je kolma na o0;. Priamky s umiestnené

do suradnicovej sustavy podla obr. 3.25. Pre jednotlivé zhodnosti mame analytické vyjadrenia:
5 - x*=-x s - x™=—x"+2m s - X =X

01" y* — y )] 0y y** — y* ) 03" y*** — _y** + Zn

kdem # 0,m,n € R.

Pre vyslednd zhodnost S, © §,, © §,, plati:
X =x"==x"+2m=—x"+2m=x+2m
y*r ==y +2n=—-y*"+2n=-y+2n

s ()= 20+

Determinant matice zhodnosti _01| = (—1) aide o nepriamu zhodnost. Ako vyplyva

o
z analytického vyjadrenia, tato zhodnost nema samodruzné body, preto ide o posunutd

simernost s osou 05 a vektorom i, kolmym na os 04, resp. 0,. Vysledok skladania vyplyva aj
ztoho, Ze S,, © S, = Sy, kde |i| = 2|0y, 0,| = 2|m| astcasne U |l o3.

62



ke

09
[0]]

° X***[.’I‘*H, U*w]

Obr. 3.25

c) Nech os simernosti 0; prechadza bodom 0[0,0] a méd smernicovy uhol @ # 0° + k.90° k =
0,1,2,3.Sucasne, nech osi sumernosti 0,, 03 su navzajom rovnobezné. Priamky si umiestnené
do suradnicovej sustavy podla obr. 3.26. Pre jednotlivé zhodnosti mame analytické vyjadrenia:

5 - x* = x.cos2a + y.sin2a XM =—x"+2m
%"  y* = x.sin2a —y.cos2a b Y =y
X =—x"+2n
503: *kk *%
y =y

kdem#0mmneR,a#0°+k.90°%k =0,1,2,3.

Pre vyslednu zhodnost S, © 8, © §,, plati:

X" =—=x"+2n=—(—x"+2m)+2n=x"+2.(n—m) = x.cos2a + y.sin2a + 2.(n —m)
y** =y*™ = y* = x.sin 2a — y.cos 2a

e ()= (e nE )6+ 00
cos2a  sin2a

sin?a  — cos Zal = (—1) aide o nepriamu zhodnost.

Determinant matice zhodnosti |

Vypocitame samodruzné body, ak existujui. Poc¢itame:

x =x.cos2a + y.sin2a + 2(n —m)
y =x.sin2a — y.cos2a

m—n=-—x.sina +y.cosa
0 =x.sina —y.cosa

Pri podmienke m # n, sustava nemd rieSenie. Samodruzné body neexistuju. Vysledna
zhodnost §,, © Sy, © S, je posunuta simernost.
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Obr. 3.26

Uloha
Pomocou nastroja umelej inteligencie sa presvedcte, Ze os posunutej sumernosti je
rovnobeZnd s osou 0;. Urcte aj vektor posunutej sumernosti. Ndvod je na obr. 3.26.

Vypocitaj os a vektor posunutej simernosti danej rovnicami:

[[x**1,[y**11=[[cos(2A), sin(2A)],[sin(2A], -cos(2A)]*[[x],[y]] +
[[2.(n-m],[0]]

Posunuta sumernost (posunuté zrkadlenie) vznika slozenim osovej sumernosti podla osi o a
posunutia o vektor v, ktory je s osou o rovnobezny.

Maticovy zapis zobrazenia je:
z* cos2A  sin24 z 2(n —m)
y*)  \sin24 —cos24) \y 0 0
Oznaéme posunutie ¢ = (2(n — m), O)T a maticu osovej sumernosti cez pociatok A =

cos2A  sin2A4
sin24 —cos24)°

1. Vektor posunutia v

Vektor posunutia v je premetom vektora ¢ do smeru osi stimernosti. Smerovy vektor osi
siimernosti pre maticu A zoviera s osou  uhol A, teda mé smer u = (cos A, sin A)T.

Pretoze v musi lezat v smere osi, plati:
v=(c-u)u
Obr. 3.27 Google. (2026). Gemini (Verzia z 10. septembra 2026) [Velky jazykovy model].
https://gemini.google.com

Uloha
Porovnajte ziskany vysledok s poznamkou o smerovom vektore osi sumernosti, ktora je

uvedenad na konci kapitoly 3.3.6.

Uloha

Vo vhodnom dynamickom softvéri vymodelujte skladanie troch osovych simernosti podla obr.
3.26.

a) Overte graficky vysledok skladania §,, © §,, 0 8, : X — X* — X — X™" s odvodenym

analytickym vyjadrenim tak, Ze suradnice bodu X*** vypoditate zo stradnic bodu X.
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b) Konstrukéne zostrojte os posunutej simernosti o tak, 7e zostrojite pomocny obdiznik
s uhloprietkou XX***. Zd6vodnite, pre¢o lei stred obdiZnika na osi posunutej simernosti.

d) Osi simernosti 04, 0,, 05 prechadzaju spoloénym prieseénikom 0[0,0].
Priamky su umiestnené do suradnicovej sustavy podla obr. 3.28 a pre jednotlivé zhodnosti
mame analytické vyjadrenia:

s . x* = —x 5. . x* =x".cos2a + y*.sin 2«
o y' =y %2 y*™ =x".sin2a —y*.cos 2«a
X* = Al X X = AT Xx*

5 xX* = x™.cos2f + y**.sin2f
03" y*r = x".sin2f —y**.cos 23

kdea # S, a # 90° + k.90°, k = 0,1,2,3.

L,
y=y =y"
/
7/
S
s 02
’
01 s
K4
sk [ dk k]S
X"y -
® .« 7 ,-"}5’.%
. - :
X[T ?j} // X*[Itjy‘k] P
, . -
- e
'/ -
4 Pl
7 -
’ -
‘/i’/\- - - .X***[. Rk u***]
’
s a
-7 K — kK
. . N rT=r =T
=77 10]0,0]
- K
Obr. 3.28

Pre odvodenie vyslednej zhodnosti S, © S,, ©S,, pouZijeme prehladnejsi maticovy zapis.
Plati:

X = Al x> = AL AT. X* = AT AT AT. X =

=(c052[3 sin2f ) (cosZa sin 2a ) (—1 0)
sin2ff —cos2f) \sin2a —cos2a/'\0 1

X" = —x.cos(2f — 2a) — y.sin(2B — 2a)
= —x.sin(2B — 2a) + y.cos(2B — 2a)

<
I

Ak oznacime 8 — @ = ¢, potom

=
|

= —X.C0S2¢ — y.sin2¢
Yy = —x.sin2¢ + y.cos2¢

(x***)_(— cos 2¢ —sinZ(p) (x)
y**)  \—sin2¢ cos2¢ /' \y
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je analytickym vyjadrenim osovej simernosti.® Navy3e, osou posunutej simernosti je
1
X
tan ¢

priamka, ktorej rovnica je: y=-

Uloha
Pouzite analytické vyjadrenia v predchddzajuceho pripadu a pomocou nastroja umelej
inteligencie zistite typ zhodnosti 8, °38,, ° 8,,. Stanovte samodruzné body a samodruzné

vektory, ak existuju. Aky vysledok je v pripade skladania Sy, © Sy, © Sy, ?

e) Osi sumernosti 04, 0, sU navzajom réznobeiné a os 03 neprechddza spolo¢nym priese¢nikom
S priamok 04,0,. Priamky sU umiestnené do suradnicovej sustavy podla obr. 3.29 (kvoli
nazornosti S[0,0]. Pre jednotlivé zhodnosti mame analytické vyjadrenia:

s . x* = —x 5. . x* =x".cos2a + y*.sin 2«
o y=y’ 02" y*™ =x".sin2a —y*.cos 2a

s . X" =x".cos2f +y*.sin2f + by
03 Yy = x".sin2f —y**.cos 23 + b,

kde @ # B, [by, b;] # [0,0].

Pre vyslednu zhodnost S, © §,, © §,, plati:

X" == —x.cos(2a — 2B) + y.sin(Qa — 28) + b,
y** == —x.sin(Qa — 2) + y.cos(2a — 23) + b,

Ak oznacime uhol osi 0,, 05 ako ¢ = 8 — a, potom
cos(2a — 2B) = cos2¢ a sin(2a — 28) = —sin2¢.
Analytické vyjadrenie ma tvar:
. x™\ _ (—cos2¢ —sin2¢@\ (X by
S (y***) - (— sin2¢  cos2¢ )(y) + (bz)'
—cos2¢ —sin2¢

Determinant matice zhodnosti .
—sin2¢ cos2¢

= (—1) aide o nepriamu zhodnost.

Vypocitame samodruzné body, ak existuju.

X =—x.cos2¢ +y.sin2¢ + b,
y = —x.sin2¢ + y.cos 2¢ + b,

b, = x.2cos? ¢ + y.sin2¢
b, = x.sin2¢ + y.2.sin? ¢

b, :
Zcos @ =Xx.cos@ + y.sing
b, :
Zsing =X.CoOS@ +y.sing

58 0dévodnenie, Ze ide o osovi simernost vyplyva aj zo skuto&nosti, Ze determinant matice zhodnosti sa rovn3
(—1) a bod 0[0,0] je samodruzny (posunuta simernost nema samodruzné body).
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pod podmienkou ¢ # 90° + k. 180°,k = 0,1 (osi 0,, 03 nie su kolmé) a ¢ # 0° + k. 180° (osi
0,, 03 hie sU rovnobeZné a ani totoZné).

L,
s
y=y =y" N ¢”
/]
i p
AJ =0 —«
A
01 ,'/ !
a !
s i 93
X**[Tw U**] / 709 /
® e o !
. !
X[z, y] i
> !
e /
K4 7
v
’ er e : ! X***[T*H U*H}
s i . 7 x s
Xy e
s :
A 15}
./’ '
/« b
S 'Mm, 0] z=a2"= 2"
2 18[0,0 /Mim,0]
4 /
e

Rozlisime 2 moznosti:

b b b . . . S
. ——=—2_S tanp = %, potom samodruzné body si bodmi priamky so
2cos@ 2sing by
v . bl .
vSeobecnou rovnicou Y Il 4 + y.sing

Ak bod M[m, 0] € o5 je samodruZny, potom

b; =m.(1 —cos2B) = m.2sin? B

b, = —m.sin 28
a odvodime:
X _ b, —m.sin2B  cosp . — _tan(90° ) = tan( 90°)
anq)_bl_m.Zsinzﬂ_ sinf cotan f = —tan p) =tan(p
Z toho vyplyva, Ze: p=F—a=-90°= a=90°

Tento pripad sme podmienkami vylucili (os simernosti 0, by bola totoZznd s osou 04).

p ¥ , b b , ¥ "
e Zostdva teda mozZnost, kde L+ —2_ Ztoho vyplyva, e samodruiné body
2cos @ 2sin¢g

neexistuju. Vysledna zhodnost je posunuta simernost s analytickym vyjadrenim:

5. (x***) _ (— cos2¢ —sin 2<p) (x) 4 <2m. sinzﬁ)
' y**)  \—=sin2¢ cos2¢ ) \y —m.sin 2B/

Na obr. 3.30 je znazorneny prehlad ziskanych vysledkov skladani dvoch, resp. troch osovych
sumernosti.
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Obr. 3.30

Ukazeme, Ze skladat vacsi pocet osovych simernosti uz neprinesie novy vysledok.

UvaZujme o Styroch osovych simernostiach.

Nech su dané Styri osové sumernosti S,,S),S.a S, sosami sumernosti a,b,c ad. RozlisSime tri
zakladné pripady:

e anb={A},cnd={B},A # B. Ak oznaime m = AB, potom plati:
S§g08c08,08,=8508:.0(0)o8p08;=83°8:°(5,°8,)08p°8, =
= 54080595, 985984 = (S 8¢ Sm) © (Sm 0 Sp ©Sa) =
=($p) o (5,) =Spe

Dovod: priamky m, c,d su osi simernosti, ktoré prechadzaju jednym bodom A. Vysledkom
Sq° 8¢ 8y, je teda osova simernost 5, s osou p. Pre priamky a, b, m je situdcia analogicka.

e anb=1{A},c | d. Akbodom A zostrojime priamku m, ktora bude rovnobezna s priamkou c,
potom plati:
SaoSceSpoSy=8g08°(0)eSpeSg=83°8:°(SmoSn)eSpoSy =
= (Sa°8:°Sm) ° (SmoSp°Sa) =5, ,
kde vysledkom §; o S, o S, je osova sumernost S, lebo ¢ || d || m. Vysledkom §,,, o S, o S,

je opat ,pretozeanbnm = {A}.
e al b Aclld, kdea ¥ c. Ak oznaéime prieseénik b N ¢ = {Q} a zostrojime nim takd priamku

m, ktora pretne priamku a v bode P, potom plati:
Sq08c08p08a=83°(0)08.08,08,=85°(Spo8p)o8 08,08, =
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= (Sa°Sm) o (S o Sc°Sp°Sa),
kde b N c nm = {Q}. Z toho vyplyva, ze S,,, ° S, © S}, je osova simernost s S, ,novou” osou e
prechadzajlcou tiez bodom Q a mdZeme zapisat:
(SaoSm) e (SmoScoSyo8a) = (Sa°Sm) e (SeoSy).
Opit ide o zloZenie $tyroch osovych simernosti, kde m N a = {P} a d || e alebo existuje bod
R taky, Ze d N e = {R}. Obe moZnosti su viak uZ predchadzajicimi pripadmi. Plati teda:

S4°8m oS, 08, =808,

kde 8¢, 84 su vhodné osové simernosti s osami f a g.

Vyznam skladania Styroch osovych simernosti je v algoritme pre skladanie n,n > 4,n € N osovych

sumernosti:

a)

b)

d)

Pomocou (v grupe zhodnosti platného) asociativneho zdkona ,postupne v zdpise osové
sumernosti uzdtvorkujeme" po Stvoriciach, t.j.

(SnoSn-1°8p-2°87-3)°(Sps°Sp_5°8y_6°Sp_7)0...08308,08;.
Akjen =4k + z,k € N, z € {0,1,2,3}, vysledkom skladania je 2k + z osovych simernosti

(z kazdej zatvorky ,dostaneme najviac dve osové sumernosti“), ¢im sa zredukoval ich celkovy
pocet.

Postup s ,uzdtvorkovanim® opat zopakujeme, ¢im postupne zniZzujeme pocet osovych
sumernosti, az ich zostane najviac Styri.

Na zaver dostaneme:

e prave Styri osové simernosti. Podla predchadzajdcich dvah ich vieme nahradit najviac
2 osovymi simernostami.

e Ak zostanu tri osové simernosti, vysledkom ich skladania bude osova simernost alebo
posunutd simernost.

e Ak zostanu dve osové simernosti alebo len jedna osovéd siumernost, tak algoritmus
»prirodzene” skoncil.

Z vyssSie uvedenych Uvah vyplyva veta:

Veta (o redukcii poc¢tu osovych simernosti)

ZloZenim lubovolného pdrneho poctu osovych sumernosti sa rovnd zloZeniu dvoch osovych sumernosti

a vysledkom je priama zhodnost.

ZloZenie nepdrneho poctu osovych sumernosti sa rovnd zloZeniu troch osovych sumernosti alebo jednej

osovej sumernosti a vyslednd zhodnost je nepriamou zhodnostou.

Uloha

Pomocou vhodného dynamického softvéru vymodelujte skladanie Styroch osovych simernosti tak, aby

ste preverili vSetky moZnosti vzajomnej polohy Styroch osi simernosti. Zacnite pripadom Styroch
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navzajom totoznych osi, nasledne Styroch navzajom roznych rovnobeZnych osi atd. Postupujte
systematicky.

Priklad

Urcte vsetky zhodnosti vIE,, ktoré zobrazia vrcholy obdlznika ABCD zase do vrcholov daného
obdl?nika. Tvoria tieto zhodnosti vzhladom na operdciu skladania zhodnosti grupu? Ak dno, napiste
Cayleyho tabulku?

RieSenie

Vhodne umiestnime obdiZnik ABCD do stradnicovej sustavy (obr. 3.31). Existuju $tyri zhodnosti —
identita 7, simernost S, podla suradnicovej osi x, simernost S, podla suradnicovej osi y a stredova
simernost S so stredom S[0,0], ktoré zobrazuju vrcholy obdiznika tak, Ze tento $tvoruholnik ako Gtvar

nezmeni polohu. 59

yzy*zy**
D C
(e} Q
510, 0] r=r" =2
(o3 Q@
A B
Obr. 3.31
Plati:
A— A A— D A— B A—C
7. B —B S B—C S.: B— A S B—D
" C—>C x* C—>RB y' C—D ST C—A
D—D D— A D—C D —B

Z prislusnych vlastnosti uvedenych zhodnosti vyplyva, Ze su involutorné, t.j.
_ -1 _ ¢-1 _ ¢-1 _ c-1
I=777 8x=8", 8§ =8, aSs=85".

Vzhladom na operaciu skladania zhodnosti tvoria grupu. Nechame na Citatela, aby overil, Ze Cayleyho
tabulka grupy reprodukujicej obdiZnik je nasledovna:

° .7 sx Sy SS

77 s |8 | s

Sy lse | 7|8,

S, 18, | ss | 7| s,

Ss | Ss | Sy | s | 7

59 Hovorime, e prislu§né zhodnosti reprodukuji obdiZnik. Analytické vyjadrenia uvedenych zhodnosti sme u?
odvodili.
60 v tabulke uvaZujeme zobrazenia v zépise ,, stipec o riadok”.
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Uloha

Pomocou nastroja umelej inteligencie uréte grupu zhodnosti reprodukujtcich pravidelny Sestuholnik
a zostavte Cayleyho tabulku. Zistite, ako sa tato grupa nazyva, oznacuje, kolko ma grupa prvkov, Ci je
komutativna, a ¢i ma podgrupu?

Aky vysledok mozZno ocakavat pre analogickd Glohu, v ktorej sa urcuju zhodnosti reprodukujice
pravidelny n — uholnik, n > 4.

Konkrétne porovnajte grupu reprodukujicu $tvorec a grupu reprodukujicu obdiZnik. Ako sa nazyva a
oznacuje grupa reprodukujicu obdiZnik. Navod je na obr. 3.32.

Urci grupu zhodnosti reprodukujlicich pravidelny Sestuholnik
a zostav Cayleyho tabul'ku.

Grupa zhodnosti (symetrii), ktoré zobrazia pravidelny Sestuholnik sdm na seba, je dihedralna
grupa Dg; (niekedy oznaovana aj ako D15). Obsahuje celkovo 12 prvkov: 6 rotécii (vratane
identity) a 6 osovych sumernosti.

Prvky grupy D
Nech S je stred pravidelného Sestuholnika s vrcholmi 1, 2, 3, 4, 5, 6.
» Rotacie (1}.): Otoéenia okolo stredu S o uhol k - 60° proti smeru hodinovych ruciciek:

o I = Ry:Identita (0°)
o R;:Rotéciao 60°
o R,:Rotéciao 120°
o Rj3:Rotécia o 180° (stredova stimernost)
o Rj:Rotécia 0 240°

o Rj5:Rotécia o 300°

Obr. 3.32. Google. (2026). Gemini (Verzia z 12. septembra 2026) [Velky jazykovy model].
https://gemini.google.com

3.5Poznamka k zhodnostiam v [E3

Analogicky, ako pri zhodnostiach na euklidovskej priamke [E; alebo v euklidovskej rovine E; moZzno aj
euklidovskom trojrozmernom priestore [Ej zaviest niektoré pojmy a odvodit zakladné vztahy, napr.
determinant matice zobrazenia sa rovna +1 podla toho, ¢i ide o priamu alebo nepriamu zhodnost.

Konkrétne - ak uvazujeme zhodnost danu analytickym vyjadrenim:
x* -1 0 0 x
y'l=({0 -1 0] <y)
z" 0 0 -1 z

potom ide o stredovi simernost S, so stredom v bode 0[0,0,0].

Posunutie S3; v E5 dané vektorom U = (uy,u,, u3) # (0,0,0) ma analytické vyjadrenie:
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x* 1 0 0 X Uy
z* 0 0 1 z Us

Odvodenia analytickych vyjadreni v oboch pripadoch je analogické postupu v E,.
Naproti tomu, analytické vyjadrenie:

x* cosp —sing 0\ /x
(y*) = (sin @ cosQ 0) . <y>,
z" 0 0 1/ ‘\z

je vyjadrenim otocenia okolo suradnicovej osi z o uhol velkosti ¢.
Pre skrutkovity pohyb — zhodnost zloZenu z otodenia (okolo pevne zvolenej priamky) a posunutia
s nenulovym vektorom % = (0,0, u3), by sme odvodili:

x* cosp —sing 0\ /x 0
y*|=|sing cosp O .<y>+ 0 )
z" 0 0 1 z Uz
Na vyjadrenie rovinovej simernosti by sme poutzili vztah, ktory bol odvodeny pre analytické vyjadrenie
nadrovinovej afinity. TaktieZ sa mozno dokazat- ak rovina simernosti @ ma rovnicu:
a: ax+by+cz+d=0, [abc]#][000],abc€R

potom pre rovinovu sumernost S, plati:

ax+bz+cy+d

*

x*=x—2a.

a? + b? + ¢?
ax+bz+cy+d
y'=y-2b a? + b? + c?
Z*=Z_2C.ax+bz+cy+d
a? + b? + c?

Priklad

Napiste analytické vyjadrenie rovinovej sumernosti s rovinou a:x + z — 1 = 0 a zistite obraz kocky
ABCDEFGH, kde A[1,0,0],C[0,1,0].

RieSenie

Pouzijeme vyssie uvedené vzorce a odvodime:

. x+z-—1
X:X—Z.l.m='“=—Z+1
. 20 x+z—-1 B
R O I A

. x+z-1
Z:Z—Z.l.m=”':—x+1

)-(s 3 2)6-(0

Rovinova simernost je nepriama zhodnost, pretoZe determinant matice zobrazenia sa rovna (—1).
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Obr. 3.33

Ak kocka md podstavnd uhlopriecku AC, potom zvy$né vrcholy maji sudradnice:
B[1,1,0],D[0,0,0],E[1,0,1],F[1,1,1],G[0,1,1] a H[0,0,1]. Rovina sumernosti a je rovinou, ktora
obsahuje samodruzné body A, B, G. H a plati:
C—F
D —E
Sy E—D
F—C

Rovinova simernost S, reprodukuje kocku ABCDEFGH.

Celkovo, z analytického vyjadrenia zhodnosti v [E5

x* a1 QAz1 431\ /X b,
y*]=(%2 a2 as (y) + | b,
z* Q13 Q23 0433 z bs

pomocou urcovania samodruznych bodov a samodruznych vektorov asociovaného zobrazenia mozno
ukazat, ze v [E5 existuju tieto zhodnosti [6, str. 56-69]:

a) priame zhodnosti: identita, posunutie, otocenie okolo osi, skrutkovity pohyb
b) nepriame zhodnosti: simernost podla roviny, posunuta simernost, otocena simernost.

Zhodnosti v [E; vzhfadom na operdciu skladania zobrazeni tvoria tieZ grupu. Vlastnosti tejto grupy a jej
prvkov sa vyhodne aplikuju v réznych vednych odboroch, napr. v krystalografii alebo v chémii
(molekulové bodové grupy). [7, str. 727 -739]. !

Uloha
Pomocou nastroja umelej inteligencie urcte grupu zhodnosti reprodukujucich kocku.

61 S ohladom na ulebné tézy predmetu, ako aj didaktické dévody im nemdZeme venovat viac pozornosti
a odkazujeme Citatela na prislusnu literatdru.
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3.6 Cvicenia a ulohy

1.
2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Napiste rovnice stredovej simernosti na euklidovskej priamke E; so stredom S[—2].

N3jdite analytické vyjadrenie zhodnosti na euklidovskej priamke E;, ktora bude mat
samodruzny bod M[—1].

Uréte analytické vyjadrenie zhodnosti na euklidovskej priamke E;, ktora je zloZzenim dvoch
stredovych simernosti so stredmi S;[3], S, [—9]. Plati S5 o Ss, = S, © 8,?

Uréte analytické vyjadrenie posunutia v euklidovskej rovine E, svektorom posunutia
a = (—1,5). Aky obraz ma bod M[0,2]? Aky je vzor bodu N*[—1,5]?

Analytické vyjadrenie stredovej simernosti v E, je: x* = —x+ 10,y* = —y — 10. Urcte
stred simernosti a obraz taZiska trojuholnika ABC, ak A[0,1], B[8, 8], C[-2,0].

Uréte analytické vyjadrenie otoéenia v euklidovskej rovine E,, ktoré ma stred S[3,2] a uhol
otocenia ma velkost —90°.

Napiste analytické vyjadrenie otocenia v euklidovskej rovine E, so stredom S[1,2] o uhol

velkosti —90° a zistite vzor stredu Usecky A*B*, ak A*[-1,—1],B* [\/5, ?]

Uréte zhodnost, ktord zobrazi body A[5,1],B[7,1],C[5,2] postupne do bodov
A*[2,0], B*[2,-2],C"[3,0].
NapiSte analytické vyjadrenie osovej sumernosti s osou, ktorej rovnica je 2x + 3y — 6 = 0.

Analytické vyjadrenie osovej simernosti v euklidovskej rovine [, je: x* = %x + \/;y -1,y =

3 1 y . . . . "y . .
gx -5y 1. Urcte samodruzné body danej zhodnosti a samodruzné vektory asociovaného

zobrazenia.

NapiSte analytické vyjadrenie posunutej simernosti sosou x +y =0 avektorom U =
(-1,1).

Vrcholy trojuholnika ABC, kde A[5,1],B[7,1],C[5,2] uréujd priamky ¢ = AB,b = CA,a =
BC. Napiste analytické vyjadrenie posunutej simernosti S, o §p 0 §,.

Priamky a: y = \/;.x, b:y =+/3.xac: x = 0 st osami simernosti S,, S, a S,. Uréte zhodnost

S840 8p 0 S,, vypocitajte determinant matice tejto zhodnosti a uréte samodruzné body.

Uréte analytické vyjadrenia zhodnosti, ktoré vzniknu zloZenim otolenia so stredom S[0,0]
o uhol velkosti —270° a osovej sumernosti sosou p: x —y = 0. Plati S5 _57¢:)°Sp = &p ©

cs‘(S,—270°)?

Napiste Cayleyho tabulku grupy reprodukujicej kosostvorec. Porovnajte vysledok Cayleyho
tabulkou pre grupu reprodukujtcu obdiZnik.

Kocka ABCDEFGH je umiestnend do stradnicovej sustavy tak, ze A[1,1,0], C[3,3,0]. Napiste
analytické vyjadrenie rovinovej simernosti, ktorej rovina je ur¢ena vrcholmi E, B a G.

Rovina a:ax+by+cz+d =0 je samodruznd v stredovej simernosti Sgso stredom
S[0,?,?]. Uréte zvy$né suradnice stredu S. Akej mnoZine bodov patri bod S?
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18.

19.

20.

21.

22.

Vypocditajte samodruzné body asamodruzné vektory asociovaného zobrazenia, ktorého
analytické vyjadrenie je v tvare:

x* 1 0 0\ & /b
(y*)=(o ; o).(y)+(b2),
z* 00 1/ \z 0

Vo vhodnom dynamickom softvéri nastavte parametre pre prislusné zhodnosti v,

kde [by, b,] # [0,0].

a vymodelujte obrazy Usecky, kruznice a trojuholnika:
a) votoceni S ) okolo bodu S[s;, s;] o uhol velkosti ¢, ¢ € (0°,180°),
b) posunutej simernosti §,z) s osou 0:ax + by + ¢ = 0.

Vo vhodnom dynamickom softvéri vymodelujte skladanie zobrazeni z Ulohy 19* tak, Ze
aplikujete rozklady na osové siumernosti. RozliSte poradie skladania zhodnosti a konstrukéne
urcte vyslednu zhodnost.

* Pomocou vhodného nastroja umelej inteligencie urcte vrcholy hyperkocky v euklidovskom
priestore E, a urcte analytické vyjadrenia asponi dvoch nadrovinovych simernosti, ktoré
reprodukuju hyperkocku. Aky je prienik tychto nadrovinovych siumernosti vo vieobecnom
pripade?

** Dokaze nastroj umelej inteligencie nakreslit hypegulovu plochu opisanu hyperkocke v E,?
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Vsetko na tomto svete zdvisi od prdce
Pasteur

4 Podobné zobrazenia

Zhodné zobrazenia su afinné zobrazenia, ktoré su definované nasledovne:

Definicia (podobné zobrazenie)
Afinné zobrazenie g: [E,, — Ej, sa nazyva podobnym zobrazenim, ak pre [ubovolné body X,Y € E,
aich obrazy X*,Y* € Ey, plati:
X5, Y*| =k.|X, Y|,
kde k je kladné redlne cislo.

Cislo k nazyvame koeficient podobného zobrazenia a rozozndvame tri moZnosti:
a) ak0 < k < 1, potom podobné zobrazenie nazyvame zmensenim.
b) Ak k > 1, potom sa podobné zobrazenie sa nazyva zvacsenim.
c¢) Akk =1, potom ide o zhodné zobrazenie.
Podobné zobrazenie s koeficientom k # 1 sa zvykne nazyvat vlastné podobné zobrazenie.

Podla definicie podobné zobrazenie zachovéva pomer dizok usetiek. Ak dGtvar U ako vzor zobrazime
do jeho obrazu - Utvaru U* v podobnom zobrazeni g, zapiSeme Standardne: g: U — U* a hovorime,
Ze Utvary su podobné.

Ak o Gtvaroch vieme, Ze s podobné a zobrazenie g nie je urené (zndme), struc¢ne zapisujeme U~ U".

Ak su utvary U, U* mnohouholniky, zapisom U~ U* predurcujeme, aby jednotlivé vrcholy boli
zapisané v poradi, v akom si navzajom odpovedaju. Napr. na obr. 4.1a je ABCD~A*B*C*D*, ktorych
odpovedajlce si strany nie sU rovnobezné. Zapisom naznacujeme, 7e A — A*,B — B*,C — C* a
D — D*. Analogicky KLMN~K*L*M*N™* na obr. 4.1b, kde KL || K*L*. Podobnosti medzi uvazovanymi
Stvorcami na obr. 4.1a a obr. 4.1b st rozne.

K L
®

K *

@ @

©

© & ©

) N M N M
Obr.4.14a,b

Nie je véak podobny $tvorec a kosostvorec, pretoze pomer dizok odpovedajdcich si stran je konstantny,
nie je véak rovny pomeru dizok odpovedajtcich si uhloprie¢ok (definicia vyZaduje, aby bol koeficient
podobného zobrazenia zachovany pre fubovolnt odpovedajtcu dvojicu bodov).
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/ , 4 B

D C D c”

Obr. 4.2

Priklad

Podla medzindrodného Standardu ISO 216 md papier formdtu A3 rozmery 297 x 420 mm, formdt A4
zase 210 x 297mm. Su tieto formdty papiera podobné v zmysle definicie?

RieSenie

Ak uvaZzujeme o formate A3 ako o modeli obdi?nika ABCD, kde AB = 420mm; format A4 zase ako
model obdiznika A*B*C*D*, kde |A*B*| = 297mm, potom plati:

|A"B"| _ 297 0,707142,
|AB| 420

|B*C*| 210 —
=—=0,70.
|BC| 297

Formaty papiera A4 a A3 nie su podobné v zmysle definicie.

Uloha
Pomocou nastroja umelej inteligencie zistite, i su formaty papiera A3 a A4 podobné v zmysle definicie
a z vysledku vyvodte prislusny zdver. Navod je na obr. 4.3.

. . . o % Zlepsit
Su formaty A3 a A4 podobné v zmysle geometrickej definicic

podobnosti?

no, formaty A3 a A4 st geometricky podobné.

ledzinarodny Standard formatov papierov radu A (ISO 216) bol navrhnuty presne tak, aby vSetky formaty v tejto rade mali
ovnaky pomer stran, a teda boli geometricky podobné.

latematicky dokaz:
» Pomer stran: Pre vSetky formaty radu A plati pomer Sirky k vyske 1 : V2 (priblizne 1 : 1,414).
o A4: 2T~ 1,41428
o A3: 220 ~ 141414

297

Jrobné odchylky v desatinnych miestach su spésobené zaokruhl'ovanim rozmerov na celé milimetre).

d'aka tomuto pomeru plati, Ze ak format A3 preseknete presne na polovicu (rovnobezne s jeho kratSou stranou), dostanete
va harky A4, pricom pomer stran zostane zachovany. Pomerny koeficient zvacsenia pri prechode z A4 na A3 je V2~ 1,41
.j. priblizne 141 %).

Obr. 4.3. Google. (2026). Gemini (Verzia z 18. septembra 2026) [Velky jazykovy model].
https://gemini.google.com
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Analogicky (ako pri zhodnych zobrazeniach) plati, Ze:
e dimenzie n, m sa nemusia rovnat, napr. g: E; — E3 ur¢ené predpisom g: X[x] — X*[x, 0].
Pre Ala] — A*[a, 0], B[b] — B*[b, 0] plati:

k.|A,B| = k.\/(a—b)2 =k.la—b|, |A*B*|=+(k.a—k.b)2+(0—0)2=k.|a—b|

o Ak E, = Ej, potom podobné zobrazenie nazyvame podobnou transformaciou, niekedy len

struéne podobnostou. Pre n = 1 hovorime o podobnosti na (euklidovskej) priamke E;; pre
n = 2 zase o podobnosti v (euklidovskej) rovine E,, atd.

4.1 Podobnosti na euklidovskej priamke

Analyzujme podobnost g: [E; — E] = [E; danu analytickym vyjadrenim: X" =a;.x+ by.
Ak sa vzor Ala] zobrazi do obrazu A*[a*] , analogicky g: B[b] — B*[b*], potom podla definicie
podobnosti plati:

|A*B*| = |b* — a*| = |(a1.b + by) — (ay.a + by)| = |a;|.[b — a| = |a,|.|AB|.

Odvodili sme, Ze pre podobnost na priamke E; je koeficient podobnosti k = |a,| a predstavuje
determinant matice zobrazenia.

e Ak k = a4, potom hovorime o priamej podobnosti.
e Ak k = —a4, nazyvame podobnost nepriamou podobnostou.

Pre k = |a,| = 1 existuju podobnosti: identita, stredova simernost a posunutie (odvodili sme v kap.
3.1 ako zhodnosti na euklidovskej priamke E;).
UvaZujme dalej len o vlastnych podobnostiach na euklidovskej priamke [Eq, t.j. pre a; # 1.

Vypocitame samodruzné body:

b,

1_a1

x=a;.x+bheb=x.(1—-a)=x=

Z vysledku vyplyva, 7e kaida vlastnd podobnost na euklidovskej priamke E; md prave jeden
samodruzny bod.

Pre samodruzné vektory odvodime: 0 = u;.(4 —ay) pre A # 0. Charakteristicky koreri ur¢ime
pomocou determinantu |1 — a;| = 0 aplati: A = a;.

Ak A =, rovnica je splnenad pre lubovolné u; € R,uy # 0 (nulovy vektor nie je samodruznym
vektorom). Kazdy nenulovy vektor je samodruznym vektorom vlastnej podobnosti.

Vlastnu podobnost na euklidovskej priamke E, (s uvedenymi vlastnostami) nazyvame rovnolahlost
(z gréckeho ,,homo“- rovnaky, , thetos“- umiestneny).

SamodruZny bod nazyvame stred rovnolahlosti a ¢islo a4 koeficient rovnolahlosti. RozliSujeme dva
typy rovnolahlosti:

o Ak A =a; >0, potom rovnolahlost je priama podobnost. Body - vzor a jeho obraz - leZia na
spolo¢nej polpriamke. Pre flubovolny vektor a jeho obraz plati, Ze su suhlasne orientované.

o Ak A =a; <0, potom rovnolahlost je nepriama podobnost. Body - vzor a jeho obraz - leZia na
navzajom opacnych polpriamke so zaciatkom v strede rovnolahlosti. Pre fubovolny vektor a
jeho obraz plati, Ze st nesuhlasne orientované.
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Priklad
Napiste analytické vyjadrenie podobnosti g: [E; — E4, ktord zobrazuje:
a) A[0] — A*[3], B[5] — B*[8].
b) A[3] — A*[3],B[5] — B*[8].
c) A[0] — A*[3], B[5] — B*[-8].
Riesenie
a) Dosadime prislusné suradnice do analytického vyjadrenia x* = a;.x + b, a pocitame:

3= ai. 0+ b1
8 = ag. 5 + b1
a; = 1, b1 =3
Ide o podobnost, ktora je zhodnostou — posunutim Sy s vektorom @i = (3) (nemd samodruzné
body) .
b) Opat dosadime prislusné sdradnice odpovedajucich si bodov:
3= ag. 3+ b1
8 = ag. 5 + b1
5 b = 9
a1 =50 =75

Ide o priamu rovnolahlost so stredom S[3] = A[3] a koeficientom k zg > 1,t. ide o

podobnost, ktora je zvaésenim.

c) Po dosadeni prislusnych sdradnic do analytického vyjadrenia pocitame:

3 == al. 0 + b1
_8 - al. 5 + b1
-11
a; = T,bl =3
. , , 15 . 1 . . ,
Ide o nepriamu rovnolahlost so stredom S [E] a koeficientom k = — ot ide o podobnost,
ktora je zvacsenim (k = |—% = % > 1.

4.2 Skladanie podobnosti na [E4

Ukdzali sme, Ze zloZzenim dvoch zhodnosti na priamke je opat zhodnost. Uvahy teda este doplnime este
skladanie dvoch vlastnych podobnosti na [E, a skladanie zhodnosti s rovnolahlostou.

a) Ak rovnolahlost H;:X — X" md analytické vyjadrenie x* = a,.x + b; a pre rovnolahlost
H,: X* — X** zase mame vyjadrenie v tvare: x™* = ¢;.x"* + d, potom pre I, o H; plati:

j'[z Oj'[l: x** = Cl.x* + d1 = Cl.(al.x + bl) + d1 =(1.0¢.X + Cl'bl + dl'

Ak |c;.a,| = 1, ide o zhodnost na euklidovskej priamke E, ktora:

cy1.b1+d , 1sU '
bt Sl S ; 1] , ak plati: ¢;.a; = (—1). Ide o stredovu simernost so

e masamodruzny bod S [
stredom S.

e Nemad samodruzny bod, ak ¢;.a; = 1.V tom pripade rozliSime dva pripady.

79



Ak [by,d,] # [0,0], ide o posunutie s vektorom 4 = (¢;.b; + d;).
Ak [by,d;] = [0,0], vysledkom je identita.
Ak |cy.a,| # 1, ide o rovnolahlost priamke [E;.

b) Ak rovnolahlost H;:X — X* ma analytické vyjadrenie x* = a,.x + b; azhodnost na
euklidovskej priamke §:X* — X*™ ma vyjadrenie vtvare: x™ = +1.x" 4+ ¢;, potom pre
S o H; plati:
SoH;: x"=4x"+c¢; =+ (a;.x+by) +cy =ta;.x+ by +c¢y.
Ak a; = +1, potom ide o zhodnost.

. P . c1tb
e Prea; = —1 mdme stredovl sumernost so stredom S [#]

e Ak a; =1 asucasne b; £ c; #0, potom vysledkom skladania je posunutie
s vektorom U = (b; * ¢;).

e Aka; = 1asudéasne by + c; = 0, potom vysledkom skladania je identita.
Ak a; # +1, potom vysledkom skladania je vlastna podobnost (priama alebo nepriama).
Z uvedeného vyplyva, Ze:

1) skladanie podobnosti na euklidovskej priamke [, je uzavreté vzhladom na operaciu skladania
zobrazeni,

2) skladanie zobrazeni je vo vSeobecnosti asociativne,

3) vzhladom na operaciu skladania zobrazeni existuje jediny neutralny prvok — identita,

4) Kazda podobnost ma inverznd podobnost. Pre jednotlivé zhodnosti na [E; sme urcili inverzné
zobrazenia v kap. 3.2. Inverzna rovnolahlost k danej rovnolahlosti so stredom S a koeficientom

Ly . , , - 1
k je tiez rovnolahlost s rovnakym stredom S, ale koeficientom e

MnoZina podobnosti na euklidovskej priamke [E; tvori (vzhladom na operdciu skladania zobrazeni)
grupu, ktora ma vlastné podgrupy, napr. grupu zhodnosti, grupu rovnolahlosti so spoloénym stredom,
grupu priamych rovnolahlosti, ...

4.3 Podobnosti v euklidovskej rovine
Uvazujme o podobnosti g: [E, — E, so vieobecne danym analytickym vyjadrenim:
X*=AT.X+ B,

. oo _ (A1 Q21
kde matica zobrazenia A" = (012 azz)'
Ak podobnost g s koeficientom podobnosti k zobrazi bod X[x;, x,] do bodu X*[x1,x5] a bod Y[y, y,]

do bodu Y*[y;1, y;], potom plati:

X] = a41.%1 + Az1.X5 + by Vi =a1.Y1 + a2y, + by
Xy = Qq2.%1 + Az2.X5 + by Vo = Qq3.Y1 + Azz.Y2 + by
a podla definicie podobnosti: [ X*Y*| = k.|XY].

Z uvedenej rovnosti vyplyva:

IX*Y*|? = k2. |XY|?
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G = yi)2+ (o —y2)? = k2 (g = y1)* + (2 — ¥2)%)
Dosadime do lavej strany rovnosti:
(] =y + 0o —y3)? =

(a11.%1 + @p1. % + by — A11.Y1 — Ap1. Y2 — b1)? + (a12. %1 + Agp. % + by — Qy3. 1 — App. Y, — by)* =

(afy + afy). (1 = y1)? + 2.(a11. Gz1 + A12.G22). (X1 — y1)- (%2 — ¥2) + (@51 + a3,). (xz — ¥2)*.
Pre pravu stranu rovnosti plati:
k2 XY |2 = k% (21 — y1)% + 0.k2. (g — y1). (o — ¥2) + k2. (xz — ¥2)*.
Porovnanim oboch stran odvodime vztahy medzi koeficientmi matice zobrazenia:
ai, +af, = k* = a3, + a3,
0= aq1-azq + Aq12.037

Ide o tri rovnice s nezndmymi a;;,a,,,0a,; a d,,, kde koeficient podobnosti k € R* je parameter.
Vypocitame rovnice.

Nech a,, = t, kdet € R, potom a?, = k? — t?. Dalej po&itame:
0 = a11.a21 + a12.a22
- _ 2
A11-A21 = —0q2.A3; [
2 2 _ .2 2
a11-Aaz1 = A12-A32

tz.a%l = (kz - tz).a%z

2 2y — 2
t2. (a2, +a3,) = k*.a3,
t2.k?="k%a3, [k#0
it - azz
Dalej z rovnosti
2 2 _ 5,2 _ .2 2
ai; +ai, =k = a3 +aj;
vyplyva, Ze
2 2 2 2 _
ai; —az; +aj; —az; =0
tz—t2+a%2—a%1 =0
a1z = a1
a2 = taz;
Do Uvahy tak prichadzaju $tyri moznosti pre koeficienty matice AT:

AT _ (+a11 +a12) AT _ (+a11 +a12) AT _ (+a11 +a12) AT _ (+a11 +a12)
1= 3= =
ta;  +aqq +tai; —aqq —ayp taqq —Q1; —0aq1

Pomocou vieobecnej podmienky 0 =aq1.ay1 +aq3.05; vytriedime matice.
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+a11 +a12
+a12 +a11

O = aq1.-0p1 + az1.91 = 2.a11.a21.

e UvaZujme najprv o matici Al = ( ) Pocitame:

Z toho vyplyva, Ze a;; = 0 alebo a,; = 0, ¢o zase implikuje a;, = 0 = a,,. Matica zobrazenia
nemdze byt nulova a moinost, 7e by Al bola maticou podobnosti v rovine, vylicime.

e Analogicky nie je vhodna ani moznost A% .

e Matica podobnosti v euklidovskej rovine E, moze byt

T _ (%11 Q12 T _ (11 Q12
A5 = - alebo Az =1 _ .
a2 11 a1z Q11

(v znamienku sa liSia prvky hlavnej diagonaly alebo prvky vedlajsej diagonaly).
Ich determinanty su:

a1 Qar2
—aiz 411

a1 Qag2

|A§| - |a12 —a11

— 2 2 2 T| — — 2 2 2
|—_a11_a12—_k, |A3|—| |—a11+a12—+k .

V$imnime si, e determinant matice podobnosti s koeficientom k je hodnota +k?2.

Matica Ag je maticou nepriamej podobnosti; matica Ag zase maticou priamej podobnosti.

Priklad
Napiste analytické vyjadrenie podobnosti dvoch Stvorcov, ktorych umiestnenie je podla obr. 4.1a, b.
Riesenie
a) Umiestnime Stvorce z obr. 4.1a do vhodne zvolenej suradnicovej sustavy a ur¢ime suradnice
odpovedajucich si bodov (obr. 4.4) tak, aby ABCD~A*B*C*D*. Suradnice dosadime do
vSeobecného analytického vyjadrenia podobnosti
X{ =Qq1.X1 + Ap1.%2 + by
X5 = Qqp.X1 + Apy.X9 + by

Obr. 4.4
Dosadenim troch dvojic odpovedajdcich si bodov 4, A*; B, B*; C,C* dostaneme Sest rovnic so
Siestimi nezndmymi®?

52 porovnajte vysledok so zdvermi pre maticou zhodnosti v euklidovskej rovine [E,.

63 V&imnime si, Ze rovnice zapisané v hornom riadku (zelenou farbou) neobsahuju premenné z dolného riadku. Nie je nutné
riesit sistavu 6 rovnic so 6 neznamymi, ale mdzeme postup ,,rozdelit “ a riesit dve slstavy 3 rovnic s tromi neznamymi. Je to
vypoctovo jednoduchsie.
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b)

4‘= all.(_4)+a21.5+b1 6 - a11.0+a21.4+b1 6 - all.(_1)+a21.0+b1
2 =a12.(—4)+a22.5+b2 2 :a12.0+a22.4+b2 O=a12.(—1)+a22.0+b2
Vypocitame:

8 2 110
W1 =170 = — b =17
2 8 2

=— b
M2 =77022 71772777
Analytické vyjadrenie podobnosti je:

8 2 110
xN _[17 17 (¥ 17
(y*) =l 2 s (y) T2
17 17 17
. . . - A% 2\%2 _ 2Vi7
Ide o priamu vlastnu podobnost s koeficientom k= (5) + (F) =0
Urobime skusku spravnosti dosadenim suradnl'c bodov D, D*. Plati:
_ ( 5) +110_68_4_ .
17 17 T
= 2 ( 5) + 8 1 + 2 _ =0
v 17

Nechame na Citatela, aby sa vypoctom presvedcil, Ze:

e samodruZny bod je S [58 14]

e asociované zobrazenie nema samodruzné vektory.

Analogicky umiestnime Stvorce z obr. 4.1b do vhodne zvolenej slradnicovej sustavy a uréime
suradnice odpovedajicich si bodov (obr. 4.5) tak, aby KLMN~K*L*M*N*. Sudradnice
dosadime do vSeobecného analytického vyjadrenia podobnosti

X{ =Qq1.X1 + Ap1.X%2 + by

X5 = Qqp.X1 + Apy.X5 + by

K[0,4] L4, 4]

K9,2]  L[11,2)

r=r*

N[o,0] M([4,0] Ni[9,0]  M[11,0]

Obr. 4.5
Dosadenim troch dvojic odpovedajdcich si bodov K, K*; N, N*; M, M* dostaneme 3Sest rovnic
so Siestimi neznamymi

9=a11.0+a21.4+b1 9=a11.0+a21.0+b1 11=a11.4+a21.0+b1
2=a12.0+a22.4+b2 0=a12.0+a22.0+b2 0=a12.4+a22.0+b2
Vypocitame:
1
a11 = E = a22, alz = 0 = a21, bl = 9, bz = 0

Analytické vyjadrenie podobnosti je:
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1
* - 0
x\ _ |2 x 9
G)=1% ]G+ Q)
O —
2
Ide o priamu vlastni podobnost s koeficientom k= %
Urobime skusku spravnosti dosadenim stradnic bodov L, L*. Plati:

1
x*=§.4+9=11=x2

1
y* =E'4+0=2 =y
Nechame na Citatela, aby sa vypoctom presvedcil, Ze:
e samodruzny bod je S[18,0],
e v asociovanom zobrazeni je kazdy nenulovy vektor samodruzny.

c) UvaZujme o podobnosti, kde KLMN~N*M*L*K*. Opat pouZijeme vSeobecné analytické
vyjadrenia podobnosti a dosadime suradnice odpovedajucich si dvojic bodov K,N*; L, M* a
M, L* (podla obr. 4.5).

9=a11.0+a21.4+b1 11=a11.4+a21.4+b1 11=a11.4+a21.0+b1
0=a12.0+a22.4+b2 0=a12.4+a22.4+b2 2=a12.4+a22.0+b2
Vypocitame:
1 1
11 =5 Q22 = 75 a1z = 0= ap, by =9, b, = 2.
Analytické vyjadrenie podobnosti je:
! 0
x\ _[2 X 9
(y*) B 0 1 (y) + (2)
2
Ide o nepriamu vlastnii podobnost s koeficientom k=—1

2
Urobime skdsku spravnosti dosadenim stdradnic bodov N, K*. Plati:

1
x*=z.0+9=9=x}‘(,

y*=—%.0+2=2=y,\,*
Nechame na Citatela, aby sa vypoctom presvedcil, Ze:
e samodruzny bod je S [18, %],
e v asociovanom zobrazeni existuju dva samodruzné vektory, u = (t,0),t € R — {0} a
v =(0,s),s € R —{0}.

Uloha

Pomocou ndstroja umelej inteligencie urcte vSetky podobnosti v [E,, ktoré zobrazia Stvorec KLMN na
Stvorec K*L*M*N*(pouzite suradnice vrcholov podla predchadzajidceho prikladu). UvaZujte o vSetkych
mozZnostiach vzajomného priradenia odpovedajlcich si vrcholov. Navod je na obr. 4.6.
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Najdi vSetky podobnosti v euklidovskej rovine, ktoré zobrazuju
Stvorec KLMN na Stvorec K**L**M"**N**, ak suradnice su
K[0,4], M[4,0], N**[9,0], L"*[11,2]. Uvazuj o vSetkych
moznostiach vzajomného priradenie vrcholov.

by sme nasli véetky podobnosti, ktoré zobrazuju $tvorec X LM N na §tvorec K* L* M* N*, musime najprv uréit sdradnice
setkych vrcholov oboch Stvorcov a potom preskumat rézne spdsoby ich vzajomného priradenia.  Virtualums

UrEenie Stvorcov v rovine
zorovy §tvorec K LVIN:  virtualums
i dané vreholy K [0, 4] a M [4, 0], ktoré tvoria uhlopriecku Stvorca.

« Stred $tvorca S:

K+M [0+4 440
g= M | e e e O TP
o 2 ( 2 "2 ) [2,2]

Obr. 4.6. Google. (2026). Gemini (Verzia z 19. septembra 2026) [Velky jazykovy model].
https://gemini.google.com

4.3.1 Samodruzné elementy priamej podobnosti v [E,

Uvazujme vlastnt priamu podobnost s koeficientom k a s analytickym vyjadrenim
x* = a11.x+a12.y+b1

*

y == _alz.x + all.y + bz.
Vypocitame samodruzny bod, ak existuje.

X = a11.x +a12.y+b1
y = _alz.x + a11.y+ bz

_b1 = (a11 - 1)x + a12.y
_bz = —aq3.X + (all - 1).y

PouzZijeme Cramerovo pravidlo a odvodime:

—b, aiz | —by aiz

_bz all — 1 _ _bz a11 - 1 _ bZ'aIZ - bl' (all - 1)
all — 1 alZ | (all —_ 1)2 + a%z (a11 - 1)2 + a%z

—a;; a;1—1

a1—1 —=b;
Y —b,
a;; — 1 aiz |
—aq2 a;; — 1

__ b,.(a;; — 1) + by.ay,

Y= (a;; — 1)? + ai,

Vlastna priama podobnost s koeficientom k ma jediny samodruzny bod

[bz-a1z—b1-(a11—1) _bz.(a11—1)+b1.a12]
(a11-1)%+a?, '’ (a;1-1)%2+a2,

Samodruzné vektory asociovaného zobrazenia odvodime z rovnic:
0 - (all - A).ul + alz.uz

0 = —a12.u1 + (a11 - A)uz
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a charakteristicka rovnica (a;1 —A)?+a?, =0 nemd pre a;, # OrieSenie v mnoZine R.
Takito podobnost nazyvame centralno-podobna rotacia (v skratke CPR) so stredom S
a koeficientom k.

Ak a;, = 0, potom 4, , = a;; a poitame:

0 = (all - all).ul + a12.u2 = 0.u,1 + O.uz
O = —aq.Uq + (all - all).uz = 0.u1 + O.uz.

Z rovnic vyplyva, Ze kazdy nenulovy vektor je samodruinym vektorom. ® Podobnost, ktord ma

E)=C 9.6+

nazyvame rovnolahlostou so stredom S a koeficientom k a oznaujeme: H[S, k].

analytické vyjadrenie:

4.3.2 Samodruzné elementy nepriamej podobnosti v [E,
Uvazujme vlastnd nepriamu podobnost s koeficientom (—k) a s analytickym vyjadrenim

x* = all.x + alz.y + bl
y* =adq2. X —Aq11.Y + bz.

Vypocitame samodruzny bod, ak existuje.

X = all.x +a12.y+b1
y = alz.x_ all.y+ b2

_bl = (a11 - 1)x + alz.y
_bz = adq. X — (all + 1).y

PouzZijeme Cramerovo pravidlo a odvodime:

—b, as2 |_b1 aq2

—b, —(ay+DI _1=b; —(ayy +DI _ _ by. (a1 + D+by.aq;
_|a11—1 az - —akt+1-ad}, 1— k2

a —(a; 1+ 1)

_ a12 _bZ o _bz. (all - 1) + bl.alz
y_|a11_1 aiz o 1-—k?
aq —(a;; +1)

Vlastna priama podobnost s koeficientom k ma jediny samodruzny bod

S [bl.(a11+1)+b2.a12 —bz.(a11—1)+b1.a12]
1-k2 ’ 1-k2 ’

Analogicky, pre samodruzné vektory asociovaného zobrazenia plati:

0 = (a11 - A)ul + a12.u2
0 =aqp.- Uy — (all + A).uz

64 RieSeniu rovnice vyhovuju lubovolné hodnoty u;, u, € R. Nulovy vektor viak neméze byt smerovym vektorom
priamky.
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a charakteristicka rovnica —af, + A2 —af, =22 —k? =0.
Charakteristické ¢isla su M=k a A, = —k.

Pre 4, , = tk dostaneme homogénne sustavy, ktorych determinant sa rovna 0. Rovnice v kazdej
sUstave s teda zavislé apre kaidu hodnotu A, , postacuje uvaZovat len o jednej rovnici z danej

SL]Stavy, napr. v tvare:
0 - (all i k).ul + alz.uz.

e Trividlnym rieenim je vektor U = (uy,u,) = (0,0). Nulovy vektor v3ak nie je samodruznym
vektorom, a preto tuto moznost vyliéime.

e Ak polozime® u; = —ay, au, = ay; £k, kde [a;5,a,; £ k] # [0,0], potom rieSenim st dva
samodruzné vektory

U= (-apza+k) a U = (—ay3,a11 — k).

Tuto nepriamu podobnost nazyvame centralno-podobna symetria (v skratke CPS) so stredom S
a koeficientom k.

N uvedenych poznatkov vyplyva:
e kazdd vlastna podobnost v euklidovskej rovine E, ma prave jeden samodruzny bod,

o v euklidovskej rovine [E, existuje 9 podobnosti — Sest zhodnosti a tri vlastné podobnosti: CPR,
CPS a rovnolahlost,

e matica rovnolahlosti je charakteristickd tym, Ze prvky hlavnej diagonaly sa rovnaju tk
a vedlajsia diagondla ma nulové prvky.

4.3.3 Rovnolahlost v E,

Pri odvodeni analytickych vyjadreni zhodnosti v euklidovskej rovine E, sme vychdadzali z definicii
znamych zo strednej Skoly. V pripade rovnolahlosti ukdzeme, Ze stredoskolska definicia vyhovuje
zavedeniu rovnolahlosti pomocou analytického vyjadrenia.

Priklad (déleZity)
V euklidovskej rovine E, je dany bod S[m,n] a dané je redine ¢islo k, kde k + 0,k + +1.
Zobrazenie g: E, — E,, ktoré lubovolnému bodu X € E, priradi bod X* € E, tak, Ze |SX*| = |k|.|SX|
a sucasne

e bod X* leZi na polpriamke SX, ak k > 0

alebo

e akk <0, potom bod X* leZi na opacnej polpriamke k SX.

Ukdzte, Ze zobrazenie je rovnolahlost so stredom S a koeficientom k.

Riesenie
Ak poloZzime X = S, potom |SX*| = |k|.|SS| = k.0 = 0. To znamend, 7e X* = S. Dany bod S je
zobrazeni g samodruznym bodom. Uvazujme dalej o bode X € E,, ktory je rozny od S.

8 Kazdu z rovnic 0 = (ayq + k). u; + a,,.u, mézeme interpretovat ako skalarny suéin dvoch kolmych vektorov,
tj. (a1 £k, asz). (uy,u;) = 0.
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a) Nech k > 0. Podla zadania leZia body X, X" na polpriamke so zaciatkom S (obr. 4.7) a pre

suradnice plati: (m<xam<x") alebo (x <max* <m).e66
y=y ,»’/ el X2y y=y
) -7 T Negmmemmm e oy
X[.I‘,y],” :X[Ty] i S~
Yo ;'J?’ : X[.T,y]\?v‘::. _________ K
o L S A O
1S[m, n] P 1Q 1Q 1P n 1S[m, n]
; ; Loa=a ; ; Y
0[0,0] m T x* x* x  0[0,0] m
Obr. 4.7
Z pravouhlych trojuholnikov SXP, SX*Q vyplyva:
g lsPl_isel _ r-ml e —m|
TSl ISX] Bd
lx —m| |x* —m]
= lx* —m| = |k|.|x —m|
|SX| |k|. |SX|

Ak st body X, X" z 1. a 4. kvadrantu, potom plati:
|x* —m|=x*—m, |x—m|=x—-—m.
Ak body X, X* leZiav 2.a 3. kvadrante, potom plati:
[x*—m|= —(x*—m), |x—m|=—-(x—m).

Z uvedenych rovnosti vyplyva:
x*—m= k.(x —m)
x*=kx+m.(1—-k)
Analogicky (pomocou funkcie sin ¢) odvodime:
y'=ky+nl-k)

Zobrazenie g: E, — [E, ma analytické vyjadrenie v tvare:

()= -6+ (ale)

ktoré je vyjadrenim rovnolahlosti.

b) Nech k < 0. Podla zadania leZia body X, X* na opacnej polpriamke k polpriamke so zac¢iatkom
S (obr. 4.8) a pre suradnice plati: x<m<x* alebo x*<m<ux.

86 UvaZujeme situdciu podla obr. 4.7, kde st body S, X, X* v 1. alebo v 2. kvadrante. Nechame na itatela, aby si
ostatné moznosti vzajomného rozmiestnenia bodov nakreslil osobitne.
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v=y o
L 1 ’,"X[‘r Y]
R y=y'
7 S X[zyl
e 1y
S[m, n] (¥ i e ~
e bbb ‘4 i oy S[m. n)
n - P Slm,n
| P 0 i
: H ! X*[JI*,y*]
X*[m*,y*]. :)gp 77777777 iQ 7]* - (J:Q..S?.g:
Ty E i P
+ i x=a ° é :* *
z |0[0,0] m v x 0[0,0] m T rT=x

Obr. 4.8

Analogicky, z pravouhlych trojuholnikov SXP, SX*Q vyplyva:

_o_lsPl_lsel _ —ml_lx-m
® = 15X T Isx 1SX| 1SX7|
[x* —m| = |k|l.|x —m

KedZe bod S leZi medzi bodmi X, X*, plati:

lx* —m|=—-(x"-m), |x—m|=(x—m).
alebo
|x*—m|=x"-m, |x—-m|=-(x-m),

kde |k| = —k, pretoze k < 0,k # —1.Z toho vyplyva:
x*—m=—lk|l.(x —m)
x*=kx+m.(1—-k)
Analogicky (pomocou funkcie sin ¢) odvodime:
y'=ky+n(l-k)
Zobrazenie g: E, — [E, ma analytické vyjadrenie v tvare:
* X (11—
)= 06 +(rale)

ktoré je vyjadrenim rovnolahlosti.

Ukazali sme, Ze rovnolahlost H [S, k], k # 0 ma analytické vyjadrenie:
x*\ _ (k 0\ (X b1)
(y*> h (0 k)'(y) + (bz '

Rovnolahlost je priama podobnost a jej zakladné vlastosti vyjadruju nasledovné vety.

Veta
Obrazom priamky p v rovnolahlosti H'[S, k], k # 0 je priamka p*, ktora je s priamkou p rovnobezna.

Dékaz. Uvazujme priamku p v rovine E,, ktorej vSeobecna rovnica je:
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ax + by +c=0,[a, b] #[0,0].
Z analytického vyjadrenia rovnolahlosti odvodime:

_x*—bl _y—bz
-k Y=

Po dosadeni do rovnice priamky p dostaneme:

x*—=b *—b
ax +by+c=a. " 1+b.y " 24+c=0

ax* + by*+k.c—a.b; —b.b, =0.
Ide o vSeobecnu rovnicu priamky p*. Priamka p* ma rovnaky normalovy vektor a je rovnobezna s

priamkou p. mo7

Veta
Obrazom kruzZnice m so stredom M a polomerom r v rovnolahlosti 7[S, k], k # 0 je opéat kruznica
m*, ktorej polomer sarovnd r* = |k|.r a jej stred M* je obrazom stredu kruznice M.

Dékaz. Uvazujme kruznicu m v rovine [E,, ktorej vSeobecna rovnica je:
x%2 +y?%+2ax+ 2by +c=0.

Zrovnice (Upravou ,na Stvorce”) odvodime: M[—a,—b] ar =+va? + b? —c. Zanalytického
vyjadrenia rovnolahlosti pre obraz bodu M[—a, —b] vypotitame M*[—ka + b,,—kb + b,]. Dalej z
analytického vyjadrenia rovnolahlosti odvodime:

a dosadime do rovnice kruznice m:

x*—bl2 y*—bz2 x*—by y* — b,
P )+( P )+2a. P + 2b. P +c=0

x2+y2+2ax+2by+c=(
(x)?+ (y)?+24.x*+2B.y*+C =0,
kde A =ak —b,, B = bk — by, C = b? + b5 — 2akb, + 2bkb, + ck?.
Ide o rovnicu kruznice m*, ktorej stred
M*[—A,—B] = M*[—(ak — by), —(bk — by)] = M*[(k.(=a) + by), (k. (=b) + b,)]
a pre polomer r* plati:

(r*)? = k%.(a? + b? - ©).

Uloha
Pomocou nastroja umelej inteligencie overte platnost odvodenych vysledkov v dokaze
predchdadzajucej vety.

67 Znak m indikuje koniec d6kazu.
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Veta
Dve r6zne kruznice h(0,1,) a m(P, 1), kde 1, # 13, sU rovnolahlé v dvoch réznych rovnolahlostiach

H,(S., k), H;(S;, k;), ktorych stredy leZia na priamke OP a koeficienty su k, = :ﬁ,ki = —:—m, ak
h h
kruznica h je ako vzor a kruznica m jej obraz.

Dbékaz. Nech je zavedend suUradnicova sUstava. Umiestnime kruznice h,m tak, Ze
0[0,0], P[p, 0]. UvaZzujme vSeobecné analytické vyjadrenie rovnolahlosti £ (S, k) v tvare:

x*\ _ (k 0\ (X bl)
(y*) =0 06+ (bz '
Podla predchddzajlcej vety je obrazom stredu 0[0,0] kruznice h zase stred P[p, 0] kruznice m a plati:

O=k.0+b2@b2=0

7

ke =+1
Pre polomery rp, 73, zase podla predchadzajucej vety plati: 1y, = |k|.7, = k,; = Ck r::.
i= T

Th

Dalej sme ukazali, Ze vlastna priama podobnost s koeficientom k ma jediny samodruzny bod

by.a13-b1.(a13-1) by .(a11—1)+b1.a12]

(a;1-1)2+a2, '’ (a11-1)2+a?,
1
= 0
a a
Pre ke=+:—’:jematicazobrazeniaA£= r(;l Tm =(_;iz aii)asamodruim’/m bodom je bod
Th
—p (M _ Tm _ 1) _
0.0 p.(rh ) O'(rh )-p.0 ) .
e 2 ’ 2 —Ye|TT Bk
Tm _ Tm _ m_q
(rh ) +0 (rh ) +0 Th
Analogicky pre k; = —:ﬂodvodime:
h
_p(Tm_ _In_ 1) _
0.0 —p.( o 1) o.( o )= p.0 e,
i 2 ’ 2 — |7 )
_Im _ _Tm _ i1
( ™ ) +0 ( ™ 1) +0 Th

V oboch pripadoch su stredy rovnolahlosti S,, S; body, ktoré lezia na priamke OP (na osi x).

Stred S, rovnolahlosti H, (Se,:ﬂ) nazyvame vonkajsim stredom® rovnolahlosti kruznic h, m. Stred
h
S; rovnolahlosti H; (Sl-, - :ﬂ) nazyvame vnutornym stredom rovnolahlosti kruznic h a m.
h
Dosledky vety

a) Ak p=0, potom S, = S; =0 = P a kruznice h,m su sustredné. To vSak neovplyviiuje

skutocnost, Ze rovnolahlosti H, (O,Zﬂ), H; (0, - :ﬂ) su dve.
h h

88 Vonkajsi stred rovnolahlosti S, kruZnic h, m sa nazyva aj externym stredom, preto index ,e“ . Obdobne, S; byva
oznacdovany ako interny stred rovnolahlosti dvoch kruznic h, m (lezi na Usecke OP).
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b) Ak 1y, = 1, potom bod S, neexistuje. Dve kruznice rovnakych polomerov su rovnolahlé len

v jednej rovnolahlosti 7;(S;, —1), ktora je stredovou simernostou so stredom S; E, 0].

Dokaz. Ak 1y, — 13, alebo 13, = 173, potom :ﬂ — 1 a pre sdradnicu bodu S, vypocitame limitu:
h

lim 5
"Tm_,ym _ 1
Th rh

= 00,

Pre 1, = 13, suradnice bodu §; vypocitame:

c) Akp = 0 asucasne 1, = 13, potom H, (0, k, = 1) je identitou a H;(0,k; = —1) stredovou
sumernostou.

d) Akr, =0ar, #0, p# 0, potombody S, a§; su totozné. * Plati:
S. = S;=P|[p,0], k., =k; =0.

Dokaz. Pocitame:

p . p _ b _ _
Se —K,O =S, —2—_1,0 _Se[ —0_1,0]—Se[p,0]—P[p,0].
Th Th
p p p
Sil5—,0|=S;|+—,0|=S;|——=,0| = Plp, 0]
lrﬂ-}-l 12+1 1[0+1 ] [p ]
Th Th
[ ]
e) Akr, » 0%tan, #0, p+# 0, potombody S, a$; si totozné.Plati: 7°
S, = S; = 0[0,0], ke > o, ki = ().
Dékaz. Ak, » 0% potom :—"’: — 400 a plati:
+1m [—2—]=0 = $.[0,0] = 5,[0,0] = 0[0,0].
T\ Im 4 q
Th Th —_
[ |

Uloha

Pomocou vhodného dynamického softvéru vymodelujte dve kruznice h,m vrovine E, a podla
désledkov d) a e) zostrojte stredov rovnolahlosti H,(S,, k.), H;(S;, k;) tak, aby bolo mozné zmenit
poziciu bodu P a polomery 1y, 1. Vizualizujte jednotlivé pripady uvedené v désledkoch a) - e).

8 Ak 1, = 0, resp. 7, = 0% ide o limitny pripad kruZnice so stredom P[p, 0] a nulovym polomerom, t.j. vysledok
limity je bod P. Analogicky pre ry, = 07.

0 Totoznost bodov 0,S,,S; je pre r, —» 0% je na zaklade analdgie s predchadzajicim pripadom o&akavana.
Hodnoty k, a k; st viak nenulové z dévodu, Ze kruznica h(0, 1) je v prisludnej rovnolahlosti vzorom kruznici
m(P, ).
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Definicia (spolocna dotycnica)

Priamka, ktora sa sucasne dotyka dvoch danych kruZnic, sa nazyva spolo€nou dotycnicou.

Ak spolocnd dotyCnica prechddza vonkajSim stredom rovnolahlosti danych kruznic, nazyva sa
vonkajsou (spolocnou) dotycnicou; ak vnutornym stredom rovnolahlosti, nazyva sa vnttornou
(spolo€nou) dotycnicou.

Veta
Spoloéna dotycnica kruznic h(O,r,), m(P,1n,) prechadza niektorym zo stredov S, alebo S;
rovnolahlosti H, (S, k), H;(S;, k;).

Dbékaz. Do zavedenej suradnicovej sustavy umiestnime stredy kruznic h,m ako v dokaze
predchadzajucej vety, t.j. 0[0,0], P[p,0] anechp # 0. "*

UvaZujme vSeobecnu rovnicu spolo¢nej dotycnice t v tvare: ax + by + ¢ = 0.

Ak priamka t je spolo¢nou doty¢nicou kruznic h,m potom sa vzdialenost stredu kruznice od priamky t
rovna polomeru danej kruznice a plati:

|a.0+ b.0 + c| la.p +b.0 + c|
= T = ———.
va? + b? " va? + b?

Dostali sme dve rovnice s tromi neznamymi a, b, c. Ak polozime’® va? + b? = 1, potom odvodime:

Th

= |cl, m = la.p + |
a plati: c =4, a.p+c==4n,.

m—Th

o Akc = +my, a.p+c=+r,, potoma = a pre rovnicu doty¢nice t odvodime:

P
Ty — T
mTh.x+\/1—a2.y+rh=0.

KedZe S, [— ﬁ, O], plati:

Th
Tm — 1
mp h.xse+ 1-a?ys, +1,=0
Tm —Th p
e _rﬂ—l +vV1=-a2.0+1r,=0
Th
Th—rh=0

Bod S, leZi na spolo¢nej doty¢nici t. Spolo€na dotycnica t s rovnicou

je vonkajsou doty¢nicou kruznic h(0,1,) am(P,1,), pre 0[0,0] a P[p,0],p # 0.

7! Nechdme na Citatela, aby si premyslel $pecidlne pripady podla désledkov predchadzajucej vety.

72 Takuto sUstavu rovnic $tandardne riedime tak, Ze jednu z premennych povaZujeme za parameter. Ide o jednu
dodatoéni podmienku. Aj vtom pripade pouZijeme jednu podmienku, avSak vinej forme. Ak je velkost
normalového vektora dotycnice jednotkova, z hodn6t a, b len jedna je nastavitelna ako parameter.
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Ak uvaZujeme o bode §; [ﬁ, 0] , potom vypocitame:
Th
T™m —Th D

p Im

Ty — 1
+V1—a?2.0+r, =" =rh.<m h+1) =
Tm + T
Bod S; neleZi na vonkajsej dotycnici t.

o Akc = +my, a.p+c=—rm,potoma=M

a pre rovnicu dotycnice t odvodime:

X+J1l—a2y+r,=0

Tm + 1y

Th

apresS; [":ﬁ’ O]platl':

Tm+ 7T, p

p Imyq

Dotycnica t so vSeobecnou rovnicou

Tm + 1y

p

X+

je vnutornou doty¢nicou kruznic h(0,r,) am(P,r,), pre 0[0,0] a P[p,0],p # 0.

o Akc=-7, a.p+c=-+ry, potoma =20

a pre rovnicu dotycnice t odvodime:
m + Th

xX++1—a2y—r,=0

Th

apresS; [":ﬁ’ O]platl':

Tm+ Ty p

p mm
Dotycnica t so vSeobecnou rovnicou

Tm + 1y

p

je tiez vnitornou dotyénicou kruznic h(0,1,) am(P,1y,), pre 0[0,0] a P[p,0],p # 0.

—Tm+r Th—T;
Akc = -1, ap+c=-1, potomag=—2—t="hm

apre rovnicu dotyCnice t
p p
odvodime:

Th —Tm

X+J1—-a?2y—r,=0.

KedZe S, [— ﬁ, O], plati:

Th
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Th —Tm
p
Th — T p
= pm. T +y1—a?2.0—-r,=1r,—1,=0.
Th
Bod S, leZi na vonkaj$ej dotyénici t kruznic h(0,r,) am(P,1,), pre 0[0,0] a P[p,0],p # 0
a vSeobecnd rovnica dotycnice je:

2 —
Xs, FV1l—a%ys, —1m, =

™ —
p

Dosledok

a) Existuju najviac Styri spolo¢né dotycnice dvoch kruznic s navzajom réznymi polomermi.
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Obr. 4.9

a) Existuju najviac Styri spolo¢né dotycnice dvoch kruznic s navzajom réznymi stredmi a
rovnakymi polomermi.
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Priklad
Ur¢te suradnice dotykovych bodov vonkajsej dotyénice kruznic h a m danych rovnicami x* + y? = 1
a(x—p)?+y® =np.

RieSenie

Odvodili sme rovnicu vonkajsej dotycnice t v tvare:

Stcasne rovnica dotyénice t, ktora sa dotyka kruznice h: x? + y2 = r* v bode T} [x, yo], mé tvar: 7
X.xg+y.yo — 17 = 0.

Porovnanim zodpovedajucich si koeficientov oboch rovnic dostaneme:

—17 = 5.1,

kde s € R — {0} a predstavuje nenulovy ndsobok jednej z rovnic.

Z poslednej rovnice vyplyva: s = -1, , kder, # 0 a pre suradnice dotykového bodu odvodime:

73 Rovnica je odvodend v [8].
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Vzhladom k tomu, Ze kruZnica h je osovo simerna podla suradnicovej osi x, dotykovy bod druhej
vonkajsej dotycénice ma suradnice

Obdobnym spdsobom pre kruZnicu s rovnicou (x —p)? + y%2 =12 odvodime rovnicu vonkajsej
dotycnice t v tvare:

t:(x—p).(xg—p)+y.¥0— 15 = =x.(xg—p) +y.¥o —p.(xog —p) — 15 = 0.

Porovnanim koeficientov uvedenej rovnice s koeficientmi v rovnici:

Dostaneme:

T — Th\2
1_(m h)
p

—p. (X = P) = Tip = ST,

kde s € R — {0}. Z poslednej rovnice pre 1, # 0 vypotitame s. Plati:

o TP @D TR P Tm = Th T

rm
Th Th p Th
(]
T — Th 12
m m
(14 ) T
Th Th
Tm  Tm
S—=—- = S = -7y,
Th Th

Saradnice dotykovych bodov Tp, [x0, y_0] su:

Tml'z p - rm'

Priklad (aplikacny)

Vzdialenost dvoch prevodovych kolies s polomermi 10cm a 5cm je 25cm. Aky dlhy je prevodovy
remen, ktory zabezpecuje priamy prevod (kolesd rotuju v rovnakom smere)?

RieSenie
Prevodové kolesa modelujeme ako kruznice s rovnicami:
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h: x% + y? =100 a m: (x — 25)% + y? = 25.
PouzZijeme vysledky zrieSenia predchadzajuceho prikladu apre suradnice dotykovych bodov

odvodime:
5—10 5—10\°
T, |~10.—z—,10. |1- (T) = =Tp1[2,4V6 |
5-10 5—10\?
T, (25 =5.25=5. [1=(Z5—) | = =T, [26,2V8]
a plati: |Th, T, | = J(z —26)? + (46 — 2v6)” = - = 10v6.
Y
22+ y* =100 Th, [21 4\/6}
10 N
v \Cu __T[26.2V6]
\‘ ,’/ ; q
¢ 1 A[10, 0 / Y \BBoo
0[0, 0] l,' l\\ . x
S T, 26,2V
v
- (.1:—25)2—0—312:25
T2, ~1v/6]

Obr. 4.11

Na obr. 4.10 vyznacené trojuholniky su podobné, apreto su uhly ¢,y zhodné. Z pravouhlych
trojuholnikov vypocitame

1
cos @ =10-5" cosy
1
arccosE ==
Dizku obluka kruZnice h, ktory je uréeny bodmi Ty,, A a Ty, urCime trojclenkou:

2m.ry, = 20

72 e "
(/N u
1
u = 10.arccos—.
5
Prevodovy remeri sa navija na doplnkovy obluk a ma dizku:
1
2v=2m.1, —2u=--=20. (n - arccos§>.

Analogicky vypocitame, Ze obluk kruZznice m, na ktory sa navija prevodovy remen ma dlzku:
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2q = 10. arccosE.

Celkova dizka d prevodového remefia, ktory je napnuty medzi prevodové kolesa je teda:
d=2v+42.|Ty,, Tn, | +2q = .. =20. (71 + \/E) — 10.arcos§ ~ 98,13cm.

Uloha

Pomocou nastroja umelej inteligencie overte vysledok riesenia z predchadzajuceho prikladu. Sicasne
zistite, Ci prevodovy remen, zabezpecujuci protismernu rotaciu, je dlhsi. Ak ano, o kolko percent? Je
percentualny pomer zavisly od polomerov prevodovych kolies? Aky je percentudlny pomer pre dve
zvonku sa dotykajuce kolesa? Ktory prevod je technicky realizovatelny?

Veta
Ak body S,, S; st postupne vonkaj$i a vnatorny stred rovnolahlosti H,(S,, k.), H;(S;, k;) kruZnic
h(0, 1), m(P, 1), kde kruznica h je vzor a kruZnica m jej obraz, potom plati:
Il _ 1 y=_ml _ 1
a) (OPSE) a [T N ke ’ (OPSL) N [Tl n ki,
Tm.O—7Tp.P Tm.0O+1p.P

b) S, =T 5 =

™ —Th m+Th

Dékaz. Do zvolenej siradnicovej sustavy umiestnime kruZznice tak, aby ich rovnice boli (pre nadzornost

pozrite obr. 4.9a) h:x? +y? =17 a m: (x —p)? +y? = r2.
a) Vypoditame deliace pomery: 7
__p _
o5 | =1 " |
7
(OPS,) = +—2l =1 Th S
|PS,| » Tml ke
Im_4
Th
p__ _
o T
(OPS)) = — —r = — 11 =_ | ==
|PS,| » Tml ki
Tny1 ¢
Th

b) Ak (OPS,) = ki potom vektory TSE, P_S,; su rovnobezné a plat9>

_— 1 _
0S, =k—e.PSe

k,.0S, = k,.(S,—0) =S, — P

S,.(ky—1) =k,.0 — P
T

_P—ke.o_P—ﬁ-O
¢ 1-k, q_Tm
Th

74 suradnice prislu$nych stredov rovnolahlosti S,. S; st vypoéitané v dékaze vety o spoloénych dotyéniciach.
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T 0 =1 P

e

Tm —Th
Analogicky:
—_— 1 —_
0S, =—.PS§,

i

S Ym0 + 1. P
R

[
Hlavnad vyhoda odvodenych vzorcov pre uréenie stredov rovnolahlosti S, ,S; spoliva vtom, Ze su

nezdvislé na zavedeni stradnicovej sustavy a umiestneni prislusnych kruznic h(0,1,) am(P,1y,)
v euklidovskej rovine [E,. PouzZijeme ich v d6kaze nasledujucej vety.

Obr. 4.12

Veta (Mongeho veta o osiach podobnosti)

Ak tri kruznice hy(04,11), k2(04,15) a h3(03,73) maji navzajom rozne stredy a polomery, potom pre
vonkajSie stredy rovnolahlosti E;,, E53, E31, resp. vnutorné stredy rovnolahlosti I;,, 153,131, dvojic
kruznic kq, ky; k5, k3 a k3, k1, potom kolinedarnymi su trojice bodov:

o Q

) Eiy,Ep3, E3q,
)

112' 1231 E31,

()

) L2, Ez3, 134,
) Eiz,13,13;1.

Dokaz. a) Podla predchadzajucej vety plati:

o

Ei, =
n—-n
r3.0;, —1,.03
23 —
_11.03 —13.0;
E3 =



Obr. 4.13

Ak existuje t € R také, Zze E3; =t.E;; + (1 —1t).E,3, potom bod E3; leii na priamke E;j,E;3.

Pocitame:
(r; =11).E1p =15.0; —11.0, /-13

(r3 = 12).Ez3 =13.0, —13.05 /-1
(]

r3.(ry = 11).Efp +11.(r3 = 13).Eo3 =15.13.0; = 11.1,.03 /i1y

3 "
—.(p—n).Epp + Y (r3 —12).Ep3 =13.0, —11.03  [:(ry —13)

3 1p,—1 T T3—Ty 73.01 — 11.03
- Eqp +— sLp3 =—"7——— /(1 —13)
T, 1 —T13 T, 1 —T13 -

3 I,—1n rnr—n

. 'E12 —_— .E23 = E31.

T, 1 —T13 T, n—T13

Pre koeficienty v linedrnej kombindcii plati:

T3 To—T, T T3—Ty T3.Ty—13.T3+7.73 —11.75 .
T, 1 —T13 T 1 —T3 5. (1 — 13)
v T- To—T" T- T3—1* , . v
Ak poloiime t==2.221 3 1—t=21 2322 potom sme dokazali, Ze:
T2 717713 T2 T3

E31 = t'Elz + (1 - t).E23.

Tym sme dokazali, Ze vonkajsie stredy rovnolahlosti E;,, E»3 a E34 leZia na jednej priamke (obr. 4. 12).

b) Dokazujeme, Ze body I;,, I53 a E34 su kolinedrne. PouZijeme vysledok z predchddzajucej vety. Plati:

_12.0:+ 1.0, _ 13.0; +1,.03 _ 11.03 —11.03
Ly=—F—F—"—, Ly =—"7"7"7T—, 31T . ..
rn+n 3+ rn—1

101



Pocitame:
(rp 4+ 1) l1,=1.0,+1.0, /.13
(r341y). 053 =13.0, +1,.05  /.(—1y)
Rovnice s¢itame a odvodime:
r3.(ry + 1) L1y — 1. (3 + 13). I3 = 15. (1307 — 17.03)

. (ry +13) r3 (rp +711)
2.2 S22 L
r, (rn—13) r, (rp—13)
Overime rozdiel koeficientov v rovnici:
o (p+13) 13 . (rp+m) 1mrp+1.r3—13.15 — 131

r, (n—1r3) 1 (n—r13) 175.(ry — 13)

Tym sme dokazali, Ze stredy rovnolahlosti I;,, ;3 a E3; leZia na jednej priamke (obr. 4. 12).

c) — d) Ostatné tvrdenia sa dokazu analogickym sp6sobom alebo cyklickou zdmenou odvodime:

r, (r3+1) r (r3+13) | E
T N i T~ 123 = B2
r3 (r; — 1) r3 (r; —11)

r3 (rp +713) r, (rp+713) E
S T~ 131 = E23

“112
rn (r3—1) r (r3—1)

Priamky, na ktorych leZia prislusné stredy rovnolahlosti, sa v literatire nazyvaju osi podobnosti.

Uloha

Pomocou nastroja umelej inteligencie vyjadrite stredy 0;,0,a O; kruznic kq,k, ak; pomocou
vonkajsich a vnutornych stredov rovnolahlosti. Vysledok overte na konkrétnom priklade tak, Ze ho
narysujete v dynamickom softvéri. Navod je na obr. 4.14.

Plati: E_12 =(r_2*O_1-r_1*O_2)/(r_2-r_1),E_23 =(r_3*O_2-
r_2*0_3)/(r_3-r_2), E_31=(r_1*O_3-r_3*O_1)/(r_1-r_3). Vyjadri z
rovnic O_1,0_2,0_3.

Name sUstavu troch lineérnych rovnic pre nezname Oy, O, O5:
1. (re — 1) E12 = 7201 — 1105
2. (r3 — ) B3 = 1305 — 1305
3. (r1 —r3)E31 = 1103 — 130

’0 postupnej Uprave a vyjadreni dostaneme:

(ro —=71)E1p + (r3 — 12) Eg3 + (11 — 13) E3y

0, =
72 =13

0, — (ry = 1) E1p + (13 — 13) By + (11 — 13) B3y
1 —T3

0= (7“2 = 7‘1)E12 & (7‘3 = 7'2)E23 == (7‘1 = T:s)E:;l
Ta=T1

Obr. 4.14. Google. (2026). Gemini (Verzia z 3. oktébra 2026) [Velky jazykovy model].
https://gemini.google.com
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Priklad
Uréte kruZnicu k,, ktord sa dotkne kruznice ky: x? + (y — 5)? = 9 a sucasne sa dotyka priamky p:y =
0 v bode T[8,0].

RiesSenie
a) UvaZujme tak, Ze kruznice kq,k, maju vonkajsi dotyk. PouZijeme Mongeho vetu, preto
doplnime tretiu pomocnt” kruznicu k3: (x — 8)? + (y + 2)? = 4. Ak uvaZujeme o hladanej
kruznici k4, potom podla predchadzajucej vety je bod T = I,5 a vypoclitame suradnice bodu

E31. Plati:

7.05 —15.0; 3.[8,—2] — 2.[0,5]
_ _ = ... = [24,-16].
31 — - [ ]

Priamka E34l,3 je osou podobnosti apretina kruinicu k; vbode I;5, ktory je stcéasne
spoloénym dotykovym bodom kruznic k4, k,. Vypocitame:
E31]23: X=T+t. TE31,t €ER

x=8+t
y=-t
Dosadenim do rovnice kruznice k; dostaneme kvadraticku rovnicu s neznamou t.

x2+(y—-5)2=9
8+t)2+(-t—-5)2=9

tl = _5, tz = -8
Z rovnice priamky E341,5 pre t; = —5 vypocitame:
x=8-5=3,y=5 a pret, =—8 zasex =0,y =8.

Rieseniu podla obr. 4. 15 vyhovuje bod I;,[3,5], ktory je dotykovym bodom kruznic k; a k.

Z rovnice
netr) o n (etn) o
r, (rp—713) 2 r, (1 —13) 1 .
vypocitame polomer 7.
r (p+r r3 (np+r
n (etm) [8,0] _ns (et [3,5] = [24, —16]
r, (rp—13) r, (ry—13)
A

r, =8 alebo r, =5.

Riedenim jer, = 5 a rovnica kruznice k,: (x — 8)? + (y — 5)? = 25.

5 Pomocnd kruznicu sme zvolili tak, aby sme vyuZili bod T ako stred rovnolahlosti. Polomer r5 kruZnice k5 uréime
tak, aby ry # r3.
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b)

Obr. 4.15

Ak uvaZzujeme, Ze kruZnice kq,k, sa dotykaju zvnutra, potom dotykovy bod je vonkajSim
stredom rovnolahlosti E; 5.

Ak opat zvolime tretiu pomocnt kruinicu ks: (x — 8)% + (y + 2)? = 4, potom bod T = I,5
a vypocitame suradnice bodu I3;. Plati:

_1.03+713.0,  3.[8,-2]+2.[0,5]
e T+ - 3+2 -

[24 4

5'5])

Priamka I5311,5 je osou podobnosti a pretina kruznicu k; v bode E;,. Vypocitame:
131123: X=T+t. TI31,t €ER

x =8+ 4t
y=-t
Dosadime do rovnice kruznice k, a dostaneme:
(8+4t)>+(-t—5)>=9

40
t, = -2, ty=—1.

Vyhovujuci je parameter t, = —g, ktory urcuje bod Ej, [—%,g]. Dalej analogickym

spésobom vypocitame polomer r, = 20 a uréime stred 0,[8,20].

Rovnica kruZnice k, je v tvare: (x —8)2 + (y — 20)2 = 400.
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4.4 Skladanie podobnostiv E,

Mnozina podobnosti v E, je vzhladom na operdciu skladania zobrazeni taktiez grupou. Z ndsobenia
matic a ich determinantov je evidentné, Ze vysledkom skladania:

e dvoch priamych podobnosti je priama podobnost,

e priamej a nepriamej podobnosti je nepriama podobnost,

e dvoch nepriamych podobnosti je priama podobnost.

e Ak skladdme dve nevlastné podobnosti (koeficient |k| = 1), vysledkom je vidy zhodnost v E,
(identita, stredova sumernost, otolenie, posunutie, osovd sumernost alebo posunutd
sumernost). Tieto moznosti sme analyzovali v kap. 3.4.1.

4.4.1 Skladanie dvoch rovnolahlosti v E,
UvaZzujme rovnolahlost H;[Sy, k], k1 # 0 s analytickym vyjadrenim:”
x*\ _ (ke 0\ x b,
(y*) = (0 k1> () + (bz)’
X*=Al. X+ B,
a rovnolahlost H,[S,, k, ], k, # 0 s analytickym vyjadrenim:
G)=(5 )G+ ()
v 0 k) \y* b,)’
X* = A} X"+ B,

Vysledkom H, o H;: X — X bude zobrazenie s analytickym vyjadrenim:

76 Pripominame, Ze v matici rovnolahlosti je prvok a,, = 0.
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)= )G+ (=5 (5 )6+ G)+ ()
(¢ ©)(6 ) G)+(6 w)G)+ ()=

_ (kZ'kl 0 ) (x) + <k2'b1 + b3)
L0 ko ki) \Y ky.by + by
. or (k2 kyq 0 . . o . - ]
Matica zobrazenia A" = 0 o k. ) 18 maticou priamej podobnosti a rozliSujeme pripady:
2- "1
a) akk,.ky =1asutasne k,.by + by =0 = k,.b, + b,, potom ide o identitu J.
b) Ak k,.k, = 1 asucasne |k,.by + b3, k,.b, + by| # [0,0], potom vysledné zobrazenie je tiez

nevlastna podobnost a ide o posunutie S;; s vektorom U = (k. by + bs, k. b, + by).

c) Ak k,.ky =1, potom vyslednd podobnost je rovnolahlostou H (S, k,.k;) so stredom
S[kz.b1+b3 kz.b2+b4]
1-kyky ' 1-kiky I

Y= y* = Uw
Hl(Sh k’l) X — X*
',_.AXI Ho( S, k) : X7 — X
b S A
]_—AJ' ._._,.l \\ « (S \ \
+ by S Y
7 ) o) e
. b4 \\\ q
9 e 5,
X 11— Ag -
T = :I:‘k — T'k'k
0 by b by
I - A-)l 2 1- 1112
Obr. 4.17
Dalej vo vieobecnosti plati, Ze: HyoHy #= HyoHy.

4.4.2 Skladanie rovnolahlosti a otocenia v [E,
Pre nazornost uvaZzujme najprv rovnolahlost H'[S, k], k # 0, +1, S[0,0] s analytickym vyjadrenim:
x*\ _ (k 0\ (X
(y*) B (0 k)'(y)’
X' =AT. X

a otolenie §(S,a) so stredom S[0,0] o uhol velkosti a # 0°+ k.180° k € Z, ktorého analytické

vyjadrenie je v tvare: 7’
(x**) _ (cosa —sin a) (x*)
y* sina cosa /" \y*/)

X = AT X",

77 Pozri kap. 3.3.4.

106



Vysledkom skladania (S, @) o H[S, k] je:
x™\ _ (cosa —sina\ (x"\ _ (cosa —sina\ (k 0\ (X\ _ (k.cosa —k.sina) (X
(y**)_(sina cosa)'(y*>_(sina cosa)'(O k)'(y)_(k.sina k.cosa)'(y)'
x™\ _ (k.cosa —k.sina\ (X
(y**) B (k.sina k.cosa )(J’)
Determinant matice vysledného zobrazenia sa rovna k?, teda ide opriamu podobnost
s koeficientom k.

Samodruinym bodom je bod S[0,0] a iné samodruZné body neexistuju.

Vypocitame samodruzné vektory, ak existuju. Z analytického vyjadrenia asociovaného zobrazenia
vyplyva:

0=(-A+k.cosa).u; —k.sina.u,
0 =k.sina.uy + (=1 + k.cosa).u,

Pomocou determinantu

—A+k.cosa —k.sina _
k.sina —A+k.cosa

uréime charakteristicku rovnicu:
(=1 + k.cosa)? + k?.sin?a = 0,
(=1 +k.cosa)? = —k?.sin’a
ktordprek # 0 aa # 0° + k.180° k € Z nemd korene A € R — {0}.
Podobnost §(S, a) o H[S, k] je CPR so stredom S[0,0]. Navyse plati:
S(S, @) o H[S, k] = H[S, k] o S(S, @),

pretoZe obe zobrazenia maju rovnaky stred S.

Uloha

Pomocou nastroja umelej inteligencie uréte analytické vyjadrenie (S, @) o H[S, k] pre S[m,n], kde
[m,n] # [0,0]. Vypocitajte samodruzné body a samodruzné vektory, ak existuju. Vysledok overte
graficky vo vhodnom dynamickom softvéri.

Ak uvazujeme o rovnolahlost H[Sy, k], k # 0,+1, S;[my,n,],[my,ny] #[0,0] s analytickym

vyjadrenim:
x\ _(k 0\ (X ml.(l—k))
(y*) =0 06+ <n1.(1 —)
X* = Al X+ B,

a otoCenie S(S,, a) so stredom S,[0,0] o uhol velkosti @ # 0° + k.180° k € Z, ktorého analytické
vyjadrenie je v tvare: 78

78 Pozri kap. 3.3.4.
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(x**) _ (cosa —sina) (x*)
y* sina cosa /" \y*/)

X = A X*.
Vysledkom skladania §(S,, @) o H[S;, k] je:

’ e N s
() = (en o). (50) = (S50 ame (6 0)-6)+ (G ma)) -

_ (k.cosa —k.sin a) ' (x) n (cosa' —sin a) . (ml. 1- k))

k.sina k.cosa y sina cosa n..(1—k)
X*=A".X+B
Priama podobnost nema samodruziné vektory (vypocet je rovnaky ako v predoSlom pripade).

a samodruznym bodom je tieZ jediny (pozri kap. 4.3.1).”° Aj v tomto pripade ide o CPR.

Poznamendvame, Ze mozno dokazat: S(S,,a) c H[Sy, k] # H[S, k] o §(S,, ). UkdZzeme na
priklade.

Priklad

Urcte analytické vyjadrenie CPR, ak je vysledkom skladania rovnolahlosti H (51,%), kde S;[4,2]

a otocenia §(S,,90°), kde S,[0,0]. Vypocitajte samodruzny bod a overte, & existuju samodruzné
vektory.
Riesenie

a) Uvazujme skladanie §(S,,90°) o (Sl,%). Dosadime do vyssie odvodenych rovnic a plati:

1 1 1
(x**)_ E.cos90 —E.sm90 x)+(cos90° —sin90°) 4.(1—§>
S I | 1 ’ i ° o)’ 1 -
d —.sin90° —=.cos90° Y sin 90 cos 90 2.(1——)
2 2
O —
_ 2 x 0 -1 2
11 0 (y)+(1 0)(1)
2
k% 1
X :_E'y_l
k% 1

Suradnice samodruzného bodu S (stred CPR) vypocitame:

x=-z.y
_1 + 2
y=5.%
2x+y=—2: __8 _6
—x+2y=4 *=7y VT3

. 8 6 . . . . . . ,
Stredom CPR je S[—E,E].Emstencm samodruznych vektorov zistime zasociovaného

zobrazenia s analytickym vyjadrenim:

7% Stradnice stredu CPR moZno odvodit zo vzorca v kap. 4.3.1. Vzhfadom na analytické vyjadrenie CPR by bol
zapis komplikovany a nie je nevyhnutné ho opatovne uvadzat.
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1

T=—==.u, = A
u; > Uy Uq
u; = 2.u1 =Au,
Charakteristicka rovnica:
1 1
I |
0= 1 ) =-1 2
2

Nema v obore R rieSenie. Samodruzné vektory neexistuju.

b) UvaZujme skladanie H (51,%) 0 §(S,90°). Odvodime:

1
()= (2 ; (%) +(1-3)
Y 0o L)V 2(1—1)
2 ' 2
! 0 4,11 !
_[2 (cos90° —sin90°) (x) N ( _5) _
1 /"\\sin90° cos90° /' \¥ 1
0 1 (1))
2 2
0 1
_ T2 2y (0 -1y (2
=11 +G )@
- 0
2
ZapiSeme:
= ! + 2
X" =5y
**—1 +1
y —E.X

Stredom CPR je §* [g,g], pre ktory v otoceni
S7L(S,, +90°) = §(S,,—90°)
plati:
S§(S,,—90°): S — S™.

SamodruZné vektory neexistuju (vypocet je rovnaky ako v pripade a)).

Uloha
Pomocou nastroja umelej inteligencie uréte analytické vyjadrenie S§(S,, a) o H|[S;, k] pre

SiImq,nq],S,[my, ny] kde [mq, nq] # [0,0] # [m,,n,], [my,n,] # [Mm,, n,]. Vypolitajte samodruzny
bod. Vysledok overte graficky vo vhodnom dynamickom softvéri. Navod je na obr. 4.18.
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Rvnolahlost H ma stred S_1[m_1, n_1] a koeficient k. Otocenie
Rma stred S_2[m_2, n_2 ] a uhol otoéenia je alfa. Uré
analytické vyjadrenie zloZzeného zobrazenia R*H a vypocitaj
samodruzny bod. Plati R*H=H*R?

. Analytické vyjadrenie zobrazenia Z = R o H

’lozenie R o H znamena, Ze najprv aplikujeme rovnol'ahlost H a na jej vysledok aplikujeme otocenie . Budem:e

?a body zapisovat pomocou stipcovych vektorov X = (;) 5

A. Rovnolahlost H (S, k)
’obrazenie priradi bodu X bod X' = H(X):

X' -8 =k(X-8) = X'=kX+(1-k)S,

3. Otocenie (S, )

cosa —sina
sina cosa

Nech M = < > je matica oto&enia o uhol cv. Otocenie priradi bodu X' bod X" = R(X"):

Obr. 4.18. Google. (2026). Gemini (Verzia z 3. oktdbra 2026) [Velky jazykovy model].
https://gemini.google.com

4.4.3 Skladanie rovnolahlosti a osovej simernosti v [E,
Najprv uvaZzujme o skladani rovnolahlosti '[S, k], k # 0, +1, S[0,0] s analytickym vyjadrenim:
x*\ _ (k 0\ (X
(y*) - (o k)'(y)'
X' =AT. X

a osovej simernosti S, s osou sumernosti o, ktorej os prechddza bodom 0[0,0], t.j. pripad, kedy stred
rovnolahlosti S € o.

Nech os sumernosti o zviera s kladnou €astou osi x uhol velkosti a.

Analytické vyjadrenie je v tvare: &

(x**) _ (cos 2a  sin2a ) (x*)
y sin2a¢ —cos2a’/ " \y*)’

X = Al X*.
Vysledkom skladania §, o H[S, k] je:

(x**) _ (cosZa sin 2a ) (x*) _ (cosZa sin 2a ) (k 0) (x)
y* sin2a —cos2a’/ \y" sin2a —cos2a’/°\0 k/'\Y
(x**) _ (k. cos2a  k.sin2a ) (X)
y* k.sin2a —k.cos2a’/ \Y
Determinant matice vysledného zobrazenia sa rovnd —k?, teda ide o nepriamu podobnost
s koeficientom k. Samodruznym bodom je bod S[0,0] a iné samodruZné body neexistuju.

Z analytického vyjadrenia asociovaného zobrazenia vyplyva:

80 pozri kap. 3.3.5.
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0 =(—A+k.cos2a).uy + k.sin2a.u,
0 = k.sin2a.uy + (—4 — k.cos 2a).u,

Pomocou determinantu

—A+ k.cos2a k.sin2a _
k.sin 2« —A—k.cos2a

uréime charakteristicku rovnicu:

A% —k?.cos?2a — k%.sin?2a =0

212 = k2
=k, A, = —k.
Existuju teda dva samodruZné vektory, ktoré zodpovedaju korefiom 4, , = tk.
Pri podmienke k # 0,k # +1, vyslednym zobrazenim je CPS s osou.
Navyse plati:
So o H[S, k] =H[S, k] o S,,

pretoZe stred rovnolahlosti S € o.

V druhom pripade uvazujeme o rovnolahlosti H[S, k], k # 0,1, S[m,n] s analytickym vyjadrenim:
X\ _ (k 0\ (% m.(l—k))
(y*) =0 »-G)+ (n. 1-k))
X" =AT. X+ B,

a osovej simernosti §, s osou sumernosti 0, ktord ma smernicovy uhol a, prechddza bodom 0[0,0]

anechbodS € o.
(x**) _ (cos 2a  sin2a ) (x*)
y* sin2a —cos2a’/ \y*)’

X = AT X",

Vysledkom skladania 8, o H[S;, k] je:
x™\ _ (cos2a  sin2a x*\ _ (cos2a sin2a k 0\ (X m.(1— k)) _
(y**) B (sin 2a  —cos Za) ' (y*) - (sin 2a  —cos Za) ' <(0 k) ' ()’) + (n 1-k)/)

=(k.c052a k.sinZa) (x) (cosZa sin2a) (m. (1—k)>
k.sin2a —k.cos2a’/"\Y sin2a —cos2a’/ ' \n.(1—-k)

X* =AT.X+ B
Z hodnoty determinantu |AT| = —k? vyplyva, e ide o nepriamu podobnost s koeficientom k.

Vlastna podobnost ma podla kap. 4.3.1 jediny samodruzny bod.
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Uloha
Pomocou nastroja umelej inteligencie uréte sa presvedcte, Ze pre slradnice samodruzného bodu plati:

k.m+ m.cos2a + n.sin 2«
1+k ’

k.n +m.sin2a — n.cos 2«
1+k

a vysledok overte graficky vo vhodnom dynamickom softvéri. Navod je na obr. 4.19.

*%  __ — *% __ —
Xy = Xy = Y =Ym =

-ile Edit View Optlons Tools Window Help

Lol =l Bt
> Algebra ~ Graphics X
Angle [:Ij AC~
® a=60° i
Line m=2 5 o
® o:y=1.73x 2
n=1 /
Number | ESEE REuaN ASLEE 25 4
7
® k=05 K=05 X /
om=2 ————— 2 M7
®en=1 a=60° kEse;
Point 2 LA vomanEn
® M =(0.58, 1.82)
®s=(21) 1
® X =(2.63, -0.61) e pas
® X'=(2.32,0.2) :
® X" =(-0.99, 2.1) g
5 -45 -4 -35 -3 -25 -2 -15 -g5 0| os 1 s 2 a5 3 365 4 45 5 55 6 65 7 75 8
Segment 7
®f=381 708 -..X
®g=173 /
€ Redefine =]
Point M
((k m + m cos(2a) + n sin(2a)) / (1 + k), (k n + m sin(2a) - n cos(2a)) / (1 + k))‘
Object Properties... mm Apply

Input:

Obr. 4.19. GeoGebra Classic 5.0.803.0/d (verzia z 19. septembra 2023)

Samodruzné vektory by sme vypoéitali asociovaného zobrazenia daného vyjadrenim U™ = AT, 1.

Vypocet by bol rovnaky ako v pripade pre S[0,0], pretoZe matica B neovplyviiuje vypocet. Odvodili by
sme dva samodruzné vektory (smerovy a normalovy vektor osi simernosti o, t.jii = (cos a, sina) pre
A =kav = (—sina,cosa) pre A, = —k). Aj v tomto pripade ide o CPS.

Poznamenavame, Ze mozno dokazat: S, o H[S, k] = H[S, k] o §,. Ukdzeme na priklade.
Priklad

Urcte analytické vyjadrenie CPS, ak je vysledkom skladania rovnolahlosti H (S, %), kde S[2,1] a osovej

sumernosti S,, kde o: \/; X — %.y = 0. Vypocitajte samodruzny bod a samodruzné vektory.
RieSenie
a) UvaZujme skladanie S, o (S, %) (obr. 4.19). Dosadime do vyssie odvodenych rovnic a plati:
1 1 1
(x) _[z-coste0” 5 osind20? (x) + (%8 120°  sin120° ) 2 (1 - E)
Y % sin 120° —%. cos1200) 7 Sm120% —cos1Z20% (1 - %)
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V3 V3
_ %(?/_%) %73 _(x)+ (?/_%) 73 2'(1_%)
13 1/ 1 Y
R S 3) \(-3)
EHCYERD
(=] 2 F|0+| 27 @
AR\ )T
. 1 W3 2443
X =—Z.x+Ty —
L, V3 1 1+2V3
y =T.x+1.y+T

Suradnice samodruzného bodu M = M* vypocitame zo sUstavy:

1 V3  -2++3
S
V3 1 1+2V3
y = T.x Z.y + —z
U
V3 2+2V3
Xm = 3 Ym = —3
Samodruzné vektory zistime z asociovaného zobrazenia s analytickym vyjadrenim:
.1 V3
u; = _Z'ul +T.u2 =Alu
. V3 1
U, = T'ul +Z.u2 =Alu,
Charakteristicka rovnica je uréena determinantom rovnym 0, t.j:
1 V3
0 L\}/§ 14 = %+AZ—%=Alz=i%
4 4
., . . - 1 V3 S 31
Odpovedajuice samodruzné vektory su: u= (E’\/?_) U= (—\/?_,E)
b) UvaZujme skladanie H (S, %) o S,. Odvodime:
. 1 3
=7 + 2 +1
. V3 1 1
yo = 7 x+ Z.y + >
6+\/_ 5+2+/3 V3 2+2\/—

Samodruznym bodom je bod N[ ] pre ktory plati: S,: M — N, kde M[

je samodruzny bod zobrazenia S, o H (S, %) .
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Samodruznymi vektormi su:

=(9) » s=(-0)

Uloha
Pomocou nastroja umelej inteligencie urcte analytické vyjadrenie S, o H[S, k], ak S[m,n], k #

t+1,a0:ax +by+c=0,c+ 0 asitcasne S € o. Najdite suradnice samodruzného bodu a vysledok
overte graficky vo vhodnom dynamickom softvéri. Navod je na obr. 4.20.

Najdi vyjadrenie centralno-podobnej symetrie , ktora je
uréena zlozenim rovnolahlosti so stredom S[m,n],
koeficientom k réznym od O a osovej simernosti danej osou
ax+by+c=0, kde c je rézne od 0. Podmienka je , aby bod S
nelezal na osi 0. Zapi$ maticovo.

. Zapis jednotlivych zobrazeni

lechx = (;) je l'ubovol'ny bod v rovine.

) Rovnolahlost R so stredom S — (:’) a koeficientom k& £ 0:
ransformuje bod x na bod x:
xX —S=k(x—-8) = x'=kx+(1-k)S

Obr. 4.20. Google. (2026). Gemini (Verzia z 4. oktébra 2026) [Velky jazykovy model].
https://gemini.google.com

Priklad
Podobnosti g: E, — [, md analytické vyjadrenie
, 3 2 79
X = Ex - gy + E
2 3 43

y' = —gx—ﬁy+ﬁ.
Ndjdite vhodny rozklad tejto podobnosti na rovnolahlost 7 (S, k) a zhodnost S.
RieSenie
a) Pomocou determinantu matice zobrazenia g zistime, ¢i ide o priamu alebo nepriamu
podobnost a uréime koeficient podobnosti. Vypoditame:

3 2

0 5| 9 4 25 1

2 3 100 25 100 4
5 10

Ide o nepriamu podobnost , teda CPS s koeficientom podobnosti k = - aosou sumernosti o.

b) Vypocitame samodruzny bod — stred prislusnej CPS.

_3. .27
=70 757 10

_2 3 43
Y=75 7107 T 10
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X =—, = — —
5 y
. . 57 1
Samodruzny bod je S [?, _E]'
c) Vypocitame samodruzné vektory asociovaného zobrazenia:
., 3 2
u1 - Eul _EUZ == ll.ul
N 2 3
U, = _§u1 —Euz =Au,
A= ! A1, = !
1 2 4 2 2'
Charakteristickym cCislam odpovedaju vektory:
u=(2,—-1)prei, =% a v = (1,2) pre A, =—%,

pricom jeden z nich je normdlovy a druhy smerovy vektor osi simernosti o.

d) Ak normalovym vektorom je i = (2,—1), potom os simernosti oznaime o, a uréime jej

rovnicu:
2x—y+c=0.

Os sumernosti o, poloZime do E, tak, aby prechadzala® samodruznym bodom S [5—57, —%]
Vypocitame:

2 >7 + ! + 0 23

—+=-+c=0 = c=-23.
5 5

Rovnica potencialnej osi simernosti o,,: 2x—y—23=0=y=2x-—23.

Os sumernosti 0, pretina stradnicovu os y v bode Q,,[0, —23].

Dalej z toho, %e 2 = tana, vyplyva:
sina = 2.cosa  /?
sin?a = 4.cos? a = 4.(1 — sin® a)

- 2v/5
sina = +——.
5
KedZe uvaZujeme normalovy vektor U = (2,—1), ktory v stiradnicovej sustave smeruje do
, . 245 5
4. kvadrantu, plati: a < 90° ateda sina =%_, cosa = %
Z toho vyplyva:
. . 4
sin2a = 2.sina.cosa = -+ =§
2 2 3
cos2a = cos“a —sin“a = - = T
. S . e , , 1 ,
e) NapiSeme analytické vyjadrenia® pre prislusni® rovnolahlost 7, (S,k = _E) a osovU
sumernost S, :
u
81 yyhoda spotiva v tom, Ze v tom pripade plati: £ oS = S o H{.
82 pozri priklad v kap. 4.3.3 a kap. 3.3.5.
8 Ukazali sme, Ze A, = —k je koeficient prisludnej rovnolahlosti. Pozri kap. 4.3.2.
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2 2
1 171
2 x 10
., ! (y)+ 3
2 10

S0, (xii) _ (cos 2a  sin2a )(x*) +( —(—23).sin2a ) _

y sin2a —cos2a’/ \y* (—=23).(1 + cos2a)
3 4 92
_[ 5 5] (x 5
=l 4 3 '(y*>+ 46 |
5 5 5

f) ,Skuskou spravnosti” overime, ¢i plati: 8

.3 2 N 79
¥ T10" 75 10
.. 2 3 N 43
Y ETE T T 1o
sa bod 0[0,0] zobrazi do bodu 0* [%g]
o . . 1
Pocitame pravu stranu rovnosti: g =38,,° Hy (S, _E)'

V rovnolahlosti H, (S, —%) s analytickym vyjadrenim

1 0 171
x\_[| 2 x 10
(y*) “\, ! (y) o3
2 10
sa bod 0[0,0] zobrazi do bodu 0;; [&, —i].
10’ 10
Nasledne sa bod 0;; [%, — %] v osovej simernosti S, zobrazi do bodu 0**[x**, y**], ktorého
suradnice vypocitame z analytického vyjadrenia:
3 4 171 92 79
(x**) _ 5 5 10 ), 5 _..._|10
y* 4 3 3 46 43 |
5 5 10 5 10

84\ podstate overujeme predpoklad, Ze sme vektor i = (2, —1) vybrali oprdvnene ako normalovy vektor osi
sumernosti 0.
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Zaver 1.

. . . . .. 1
Podobnost g: E, — E, je centrdlno — podobnou symetriou s koeficientom k = 2 stredom
57 1 , . . . 1
S [?, _E] a osou sumernosti 0,: 2x —y — 23 = 0, pricom plati: g = §, o H, (S, _E)'
0 'I;
'-..,\\ Y=y =y ,.’
~d i
11 T~ o9 43 4
2 S o (10710 Jooui2e—y—23=0
. ;
~ i
\‘s .,
o,‘:.T+2y—ll:O"Q.,,. 5
~ /
.s"o-, .’. ok k%
\'s, ., r=r =TI
© oS °
01[0,0] 571 7 e o [171 3 ]
ol —— /7 ""'-._ TR
[10 ' 10] ; "~ 10~ 10
I/ ""-.,.'
I’ q FT l] e ~
4 5 5 .
-l "0.,..\
Obr. 4.21

g) Analogicky, ak normélovym vektorom je v = (1,2), potom os simernosti oznaéme o0, a uréime

jej rovnicu:
1 11
x+2y—11=0<=>y=—§x+7.
Os sumernosti o, pretina suradnicovu os y v bode Q,, [0, %]

Dalejtana = —%. Z toho vyplyva, Ze 90° < a < 180° a plati:

2v/5 , V5
cosa=—T, 51na=?
()
) 4
51n2a=—§, c032a=§.

U U 1 ’ ’ U
Rovnolahlost H,, (S, k= +E) a osovu sumernost S, :

. 57 (, _1
x\ _[2 x ?'( _E) _
Ho (y*>_ , 1 (y)+ 1(1 1) =
2 5072
. 57
2 x 10
"\, ! '(y)+ 1
2 1

0
o
(X" _ (cos2a sin2a \ (X" IR O
Soy’ y* _(sinZa —cosZa)' y* 11 B
7.(1+c052a’)
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3 4 44
[ 5 5] (x 10
=l 2 3 (y) tleg |
5 5 10
,Skuskou spravnosti“ overime, ¢i plati:
1
=38, H (S, —).
g v v 2
V zobrazeni g: E, — [E, s analytickym vyjadrenim
.3 2 + 79
¥ 7105
. 2 3 43
e T EAET)
sa bod 0[0,0] zobrazi do bodu O* [% %
vy . . 1
Pocitame pravu stranu rovnosti: g=358,° H, (S, 5).
V rovnolahlosti H, (S, %) s analytickym vyjadrenim
1 0 57
x\ _|[2 x 10
=2 )} O+
2 10
sa bod 0[0,0] zobrazi do bodu O, [%, 10] Nasledne sa bod O, [% - 1—10] v osovej sumernosti

S,, zobrazi do bodu 0**[x™*, y**], ktorého stradnice vypocitame z analytického vyjadrenia:

3 4 57 44 79
(x**): 5 5 10 n 10)_ .. _(10
y* 4 3 1 88 43 |
5 5 10 10 10
h) Zaver 2.
Podobnost g: E, — E, je centralno — podobnou symetriou s koeficientom k = %, stredom
S [— ——] a osou sumernosti 0,,: x + 2y — 11 = 0, pricom plati: g = §, o H,, (S, %)
4.5 CviCenie
1. Na euklidovskej priamke E; sa zobrazuju body nasledovne: A[2] — A*[—1],B[6] — B*[11].
Urcte analytické vyjadrenie zobrazenia a overte, ¢iide o podobnost.
2. Na euklidovskej priamke E; ur¢te priamu podobnost s analytickym vyjadrenim x* = ax + b
tak, aby koeficient podobnosti k = 3 a bod S[4] bol samodruZznym bodom.
3. Afinné zobrazenia na euklidovskej priamke [E; maju analytické vyjadrenia f;: x* = —2x+5

afyxt= %x — 1. NapisSte analytické vyjadrenie f, o f;, urcte koeficient k, typ podobnosti

a existenciu samodruzného bodu.
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10.

11.

Priama podobnost g:E, — E, zobrazuje A[0,0] — A*[1,2],B[1,0] — B*[1,5]. Napiste
analytické vyjadrenie zobrazenia, urcte koeficient k a vypocitajte samodruiné body
a samodruzné vektory.

V rovnolahlosti H (S, 2), kde S[2, —1] uréte:
a) obrazy bodov A[—1,—1], B[4,0],

b) vzory bodov C*[5,5], D*[0,0],

c) obraz priamky 2x + 3y =5,

d) vzor priamkyx_—_g1 = yTH =t,tER

e) obraz kruznice x? + y? —4x + 2y = 0,
f) vzor kruznice x? + y? = 1.

Vzdialenost stredov dvoch prevodovych kolies s polomermi 2cm a 25cm sa rovna 25cm. Aky
dlhy je klinovy remen na priamy prevod (kolesa rotuju v rovnakom smere), ktory je napnuty
medzi obomi kolesami?

Napiste analytické vyjadrenie podobnosti v E,, ktoré je zlozenim:
a) Hy 03y, akHy (Sy,—3), $110,2], 3, (S, —3), S [3,0]

b) H oS, akH (s%) S[-1,1], p:3x+y +2 =0,

) HoS, ak}[(S,%), S[-1,1], ¢:5x — 2y = 0,

d) H o 8(S,—60°), ak (S, 2), S[0,0],

e) o S(Sy,+45°), ak 3 (S1,—3), $1[0,0], S,[~1,3],

Urcte koeficienty , samodruzné body a samodruzné vektory.

Podobnost g v euklidovskej rovine E, ma analytické vyjadrenie

1,2
X =3T3
S
Yy T3%¥T3

Urcte rovnolahlost H a simernost S tak,aby g =H oS =S o H.

Dve usetky AB,A*B* roznych dizok si umiestnené euklidovskej rovine E,. Vo vhodnom
dynamickom softvéri vymodelujte konstrukciu podobnosti g, ktord zobrazi AB — A*B*.
Konstrukéne urcte stred podobnosti.

Pomocou vhodného dynamického softvéru vymodelujte v euklidovskej rovine E, obrazy
grafov funkcii y = a.sin(bx + ¢), y = E(x) (celd ¢ast z x) v CPR so stredom S[m,n] a uhlom
a € (0°,180°).

Pomocou vhodného nastroja umelej inteligencie navrhnite priamy prevod dvoch kolies tak,
aby vzdialenost stredov kolies, velkosti polomerov kolies, ako aj dizka prevodového remeria
boli prirodzené cisla.
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12. Pomocou vhodného nastroja umelej inteligencie navrhnite konstrukciu fraktalu, v ktorej sa
pouZije podobnost v euklidovskej rovine E,.
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